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Diferencne jeanacine

Diferencna jednacina povezuje ulazni | izlazni
signal. Njen opsti oblik je:

M N
D Bix(n—i)=> " Ajy(n-j)
i=0 j=0

Da bi diferencna jednacina jednoznacno odredila
izlazni signal y(n), potrebno je definisati pocetne
uslove.

Npr. pocetni uslovi mogu biti kauzalnost sistema
(0dziv ne postoji prije pobude)).



Diferencne jeanacine

Diferencne jednacine su sliche diferencijalnim
jednacinama.

Razlika:

Diferencijalne jednacine se koriste za teorijsko
predstavljanje sistema, dok se diferencne
jednacine koriste i u cilju realizacije samog sistema.

Kod diferencnih jednacina odziv y(n) zavisi od
njegovih prethodnih vrijednosti u frenucima:

y(n-1), y(n-2)...., y(n-N),
kao i od ulaza:
x(n), x(n-1), ..., x(n-M).



Diferencne jeanacine

Primjer: Data je diferencna jednacina prvog reda
(N=M=1)

y(n)=-Ay(n-1)+Box(n)+Bx(n-1)
Pretpostavljajuci da je sistem kauzalan, odrediti
Impulsni odziv sistema.

Rjesenje:
Posmatrajmo nagjprije nacine realizacije ovog
sistema. Sistem moze biti realizovan na dva nacina:

Hardverski,

lzraCunavanjem izraza y(n) (bilo rucno, bilo softverski).






Diferencne jeanacine

lzraCunavanje odziva: x(n)=6(n), y(n)=h(n)=2¢
Imajuci u vidu da je sistem kauzalan zakljucujemo
da je h(n)=0 za n<0.
h(0)=-Ah(-1)+B5(0)+B,5(-1)=B,
h(1)=-A,h(0)+By6(1)+B,6(0)=-A,By* B,
h(2)=-A1h(1)+Bs6(2)+B;6(1)= -A; (-ABy+ By)
h(3)=-Ah(2)+By5(3)+B,6(2)= (-A;)*(-AByt B)

UoCavamo da je konacno:
h(n)= Byd(n)+ (-A)™(-A1Bot+ By)u(n-1)



IR 1 FIR sistemi

h(n) traje beskonacno (tezi «) — IIR Sistem (Infinite

Impulse Response — sistem sa beskonacnim
Impulsnim odzivom).

Napomena 1: Sistem je uvijek IIR kada postoje A; za

/>0, odnosno kada postoji povratna sprega (y(n) se
izrazava preko y(n-)).

Napomena 2: Ukoliko je A=0 za svako j>0 fada
Imamo FIR Sistem (Finite Impulse Responese - sistem
sa konacnim impulsnim odzivom)



FT diskretnih signala

Prepostavimo prostoperiodinCni pobudni signal:
X(n):ej(a)n+¢9)

Tada mozemo pisati:
y(n)=x(n)xh(n)= i h(k)x(n—k)=
k=—c0

_ i h(K)el(@(n-k)+0) _ i h(K)e~ 1ok gi(onto)

k =—00 k —00

:ej(a)I‘H-Q) i h(k)e—ja)k: ej(a)rH—@)H (eja))

k=—00



FT diskretnih signala

UoCavamo da je izlazni signal takode
prostoperiodicni (sa promijenjenom amplitudom |
fazom u odnosu na ulazni signal).

H(el?) = i h(n)e 1“"= FT[h(n)]

N=—c0

sto je Fourier-ova transformacija signala h(n).

Napomenda: Posto je H(e!?) Fourier-ova
transformacija impulsnog odziva h(n), to slijedi da je

H(e!*) frekventni odziv sistema.



FT diskretnih signala

Uopsteno: FT proizvoljnog signala x(n) je:

X (1) =FT[x(n)l= > x(n)e™ 1"
N=—o0
Napomena: Posto je e~ {@2mn_g=leng=j2m_g-jon,
zakljucujemo da je X (e!’) periodicna funkcija po
sa periodom 21r.

Dakle, X(e¥?) se moze posmatratii kao Fourier-ov
red, posto je X(e!”) periodi¢na.

Inverzna FI: 1 % . .
x(n) =—— j X (e}*)e~1"d @
Zﬂ_ﬂ

Integral se trazi na osnovnom intervalu [-11, 11].



FT diskretnih signala

Primjer 1: Odredifi FT diskretnog signala:

x(n)=a"u(n), za |a|<I].
Rjesenje:

X (e ja)) :Zane—ja)n :Z(ae—ja))n
n=0 n=0

Posto je Iae_j“’|=|a|‘e_j”‘d , X(e1?) predstavlja sumu
geometrijskog reda:

1 1

X (e)¥)= —= —
1-ae~J? l-acosw+ jasinw




FT diskretnih signala

Podsjecanje:

Suma geometrijskog reda je:
N1 g N
ZX 11X

n=0
N je broj Clanova reda. Ukoliko je | x| <1 i ukoliko se
radi o beskonacnom redu N—« tada je (x)N—0 pa
je:



karakteristika:

1 1

\/(1—acosa))2+(asina))2 \/1—26100$a)+€:12

X (&)=

® Fazna karakteristika:

- asinw
ara(H (e)?))=arct
g(HE™) gl—acosa)



FT diskretnih signala

Primjer 2: Odrediti FT signala h(n)=u(n)-u(n-N).
Rjesenje:
Najprije predstavimo graficki ovaj signal:

h(n)

—ja)N

H(e!”) = Z h(n)e "= Z( e 1?)"=

()]
N=—o0 1_e J



FT diskretnih signala

Uprostimo dalje dobijeni izraz:
e_JCON/Z eJCON/Z_e_JCON/Z _e—ja)(N_]_)/Z 2]3'”(0)N/2):

H () =

TN 2 /2 2 jsin(w/2)
_o-jo(N-)2SIN(@N/2)
sin(wl?2)

Amplitudska karakteristika:

sin(wN/2)
sin(aw/?2)

Sin(wN/2)
Sin(w/2)

‘H (eja))‘ :‘e—ja)(N—l)/Z‘




H(E")]

~AN DN

-6m/5 -4n/5 -2n/5 2n/5 4n/5 6n/5

® sin(wN/2) za «wN/2=kt pa slijedi da je w=2kTT1/5.



Osobine FT diskretnih signala

|. Linearnost:
FT[ax(n)+by(n)]zaX (e?)+bY (e!?)
2. Pomjeranje po vremenu:
FT[x(n—ny)Jze 1" X (e1©)

3. Modulacija:

FT[x(n)e 4" =X (e (@)
4. Konvolucija signala:

FTx(nysh(n)]=X (1) H (e)?)
PraktiCni znacaj ove osobine: Ako je h(n) impulsni
odziv sistema a x(n) pobudni signal, tada proizvod

X (e)*)H (e)”) predstavalja FT iziaznog signala i tada
je y(n)=IFT[Y (e!)] .



FT[x(n)h(n)I=X (e3°)+H (e1*)

® Veoma cesto upotrebljavana jednakost:

> e M= 213(w)

N=—00



Diskretna FT (DFT)

FT diskretnih signala je periodicna funkcija sa
periodom 211. U cilju njene prakticnhe primjene vrsi se
njena diskretizacija odabiranjem. Time se dobija

DFT. (e

! ™N

il )
A®

A®=211/N je korak odabiranja FT diskrethnog signala
x(n). To znaci da se uzima N odbiraka po periodi,
odnosno 211/N.



Diskretna FT (DFT)

Koliko je N¢

DFT predstavlja transtormaciju periodicnog signala
X,(n), dobijenog produzavanjem signala x(n) Cija je
FT ustvari X(el®).

Perioda signala x,(n) je Np=N. Dakle, isti je broj
odbiraka kao za FT X(e'®) da bi se dobila DFT.

Da bi signal x,(n) predstavljao periodicno produzen
signal x(n), Cija se FT i DFT trazi, potrebno je
zadovoljiti uslov da je:

N = trajanje ili duzina diskretnog signala x(n)



Diskretna FT (DFT)

Definicija DFT signala x,(n):
27

N-1 —j==
Xo(k) =D xp(n)e "N
20

gdje je x,(n)=x(n) za 0< n <N-1.

nk

x - kn
Cesto se oznacava: € =W\, odnosno:

N-1
X o (k) =" x, (MWK
=0

Inverzna DFT;

1 N-L "
Xp(N) == > X, (K)Wy
N 2o



Diskretna FT (DFT)

Napomena: Ukoliko je x(n) periodican signal, tada
postoji samo njegova DFT, dok njegova FT ne
POStOji, posto ne zadovoljava uslov konvergencije.

Primjer: Odrediti DFTsignala:
x(N)=6(n)-256(n-1)+ 46(n-2)+ 46(n-3)+ 26(n-4)

Rjesenje: Trajanje niza x(n) je 5, tako da je potrebno
uzeti period N=5. Ukoliko je N=5 imamo da je:

x(n)

3 )

2| ) "

=N




Diskretna FT (DFT)

X () Zx(n)e_J_k

— J—nk

_2(5 (L4 45(n-2)+ 46(n-3)+ 26(n—4)e "5 =

—ngk —JEZZK —JEZSk —Jg£4k

=1-2e ° +4e ° +4e > +2e =
= —l+4jsm2—k+8c052—2k
5 5

Perioda funkcije X, (k) je k,=5, odnosno N=5, sto je
Ista perioda kao perioda periodicho produzenog

signala x,(n).
B .. 2 2
Ovo dobijamo jer je: sm?ﬂ(k+k ):?”k =27=k,=5



Dodavanje nula (Zero padding)

Cesto je potrebno imati gus¢e odabiranje FT
diskretnog signala u cilju dobijanja sto vjernije
predstave njegove DFT.

Rjesenje:

Produzavanjem signala x(n) nulaoma, povecava se
perioda njegovog periodiCnog produzenja x,(n).
Time se ne mijenja vrijednost signala x(n), samo se
mijenja perioda signala x,(n).




® Vjernija reprezentacija je sa periodom N=24, iako se



