1.4 Vektorski produkt

Vektorski produkt vektora definiramo samo u vektorskom prostoru V3. Operacijom vektorskog
mnozenja dvaju vektora opet dobivamo vektor kojeg opisujemo pomocu njegovog modula,
smjera i orijentacije. Da bismo definirali orijentaciju vektorskog produkta dvaju vektora,
uvodimo pojam desno orijentirane (desne, pozitivno orijentirane) baze prostora V3. Za
bazu {E’,?,?} od V3 kazemo da je desno orijentirana ili desna ako promatrajuéi s vrha
vektora ¢ uotavamo obilazak od vektora @ do vektora ? kra¢im putom kao obilazak u
smjeru suprotnom od smjera kazaljke na satu (pozitivan obilazak). Za baze za koje je taj
obilazak u smjeru kazaljke na satu, kazemo da su lijevo orijentirane (lijeve, negativno
—
orijentirane). Tipi¢an primjer desne baze {@, b, ¢} prikazan je na slici

N
C

N
@ b

Je li baza desna ili lijeva mozemo odrediti i pravilom desne ruke odnosno desnog vijka. Kod

pravila desne ruke ispruzeni palac pokazuje prvi vektor, ispruzeni kaziprst pokazuje drugi

vektor, a savinuti srednji prst tre¢i vektor. Kod pravila desnog vijka zaokruzenim prstima

od kaziprsta do malog prsta pokazujemo obilazak od prvog do drugog vektora, a tre¢i vektor

je odreden ispruzenim palcom.

Vektorsko mnozenje definiramo na sljede¢i nacin:

Definicija 1.4.1 Vektorsko mmnozenje je operacija x : V3 x V3 — V3 koja paru vektora
- . . . — N . . ;. .-
(d, b) pridruzuje vektor ¢ = d x b definiran na sljedeéi nacin:

1. ako su vektori @, b kolinearni, tada je ¢ = 0 ;

SRS

2. ako su vektori @, b nekolinearni, tada je

(a) modul | C| = |@|| b |sin (@, b),
(b) smjer od € je smjer okomit na smjer od @ i na smjer od ?,

(c) orijentacija od ¢ je takva da je uredena trojka {d, ?, ¢} desna baza od V3.

ﬁ
Sliku @ vektora @, b nazivamo vektorskim ummnodkom ili vektorskim produktom

_

X b
—

vektora @, b .

— — —
Zadatak. Ako su vektori @', b nekolinearni, zasto vektori {a’, b, @ x b} ¢ine bazu?

Modul vektorskog produkta nekolinearnih vektora ima i geometrijsku interpretaciju: skalar
—_— - . . v e . —_— -
|’ x b | jednak je povrsini paralelograma odredenog vektorima a’, b .
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Zaista, P = |@|v = |@|| b |sinZ(@, b) =@ x 0|

Propozicija 1.4.1 Vrijedi @ x b = 0 ako i samo ako su vektori a, b kolinearni.

Dokaz. Ako su vektori @', b kolinearni, tada je @ x b = 0 po definiciji. Obratno, neka je
e —
@ x b = 0. Pretpostavimo da @, b nisu kolinearni. Tada bi bilo

17| |sin (@, b) =0,

odakle je |@’| = 0 ili ]?] =0 ili sin Z(a, ?) = 0. Iz prve jednakosti slijedi @ = 0, iz druge
iy
b = 6), a iz treée Z(d, b) € {0,7}. Svaka od tih moguénosti suprotna je pretpostavci (da

su vektori @, b nekolinearni). O

Korolar 1.4.2 Za svaki @ € V3 vrijedi @ x @ = 0.

Vektorsko mnozenje ima sljedeca svojstva:

Teorem 1.4.3 Za svaki @, 3), T e V3, X eR wrijedi:

=—b xa, antikomutativnost
- . .. .
b), kvaziasocijativnost

-
yx € =dx<¢+bx7c, dstributivnost prema zbrajanju.

Dokaz.

1. Dokazujemo jednakost dvaju vektora. U tu svrhu trebamo pokazati da ti vektori imaju
jednake module, smjer i orijentaciju. To se direktno provjerava primjenom definicije.

2. Provjerimo takoder modul, smjer i orijentaciju vektora na lijevoj i desnoj strani jed-
nakosti. Za A = 0 ti su vektori o¢ito jednaki. Neka je sad A # 0. Tada za modul vektora
—
(\a@) x b vrijedi

IAT) x b= AT D]sinZ(0T, D) = |A| ]| D |sinZ(\T, D).
Ako je A > 0, tada su vektori @ i A@ jednako orijentirani, pa je Z(\@, ?) = /(d, ?)
— — — —
Ako je A < 0, tada je Z(A\a, b) =7 —Z(d, b), nosinZ/(\d, b) =sin/(d, b). U

oba slucaja je
(AT) x B = A @N Y sin (@, ) = N7 x b =A@ x b

)
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¢ime je pokazano da su moduli vektora s lijeve i desne strane jednakosti jednaki.

Nadalje, smjer vektora (Aa’) x Y jednak je smjeru vektora A(@’ x ?), naime oba vektora
imaju smjer kao vektor @ x ? Orijentacije tih vektora su takoder jednake: za A > 0
vektori su jednako orijentirani kao vektor @ x ?, dok su za A < 0 oba vektora suprotno
orijentirana od vektora @ x b

3. Zadatak 13. ovog poglavlja ili zadatak 11. u poglavlju Mjesoviti produkt.

a
Za vektorsko mnozenje takoder vrijedi:
Korolar 1.4.4 Za sve @, ?, T e V3, X eR wvrijedi:
2.7 @ x ()\—>) = \a x ?) kvaziasocijativnost
3.0 @ x (? +7C)="1d x b +7a@ x ¢ distributivnost prema zbrajanju.
Dokaz.
2.” Koristeéi antikomutativnost vektorskog mnozenja zaklju¢ujemo
TxOAD)=-OD)x T =-ANbxT)=NT x D).
3. Analogno, koriste¢i antikomutativnost vektorskog mnozenja.
U

N
Vektorsko mnozenje nije asocijativno, tj. opéenito vektori (@ x b)x ¢ i @ x (b x ¢ ) nisu

ravninu s kojom su paralelni) i neka @', ¢ nisu kolinearni. Tada su vektori @ x b i b x ¢
— — —
okomiti na 7, te su vektori (@ x b)x ¢ i@ x (b x ¢ ) paralelni s 7. No vektor (@ x b)x ¢

—
okomit je na ¢, dok je vektor @ x (b x ¢ ) okomit na @.

Nadalje, vektorsko mnozenje ne posjeduje neutralni element tj. ne postoji vektor € € V? za
koji bi vrijedilo

— — — — — —
dxe€=¢exa=1da, aeV.
: : . . . g — — — — s — — — .
Naime, zbog antikomutativnosti ne moze biti ‘@ X € = € X @, niti @ X € = @ ne moze

vrijediti za svaki @ € V3 jerje @ x € L @.

Zadatak. Pokazite Lagrangeov identitet

—

- )2

(@x0)?2=a2b2—(a

Rjesenje.
— — — —
(@x b)Y =dx b>=(7| b|sinLd, b))?=
—
a

TP P —cos® £(@, 1) = [@P[B 2= (- )



Cilj nam je sada naéi formulu za vektorski produkt vektora koji su zadani svojim koordinatama
u nekoj (desnoj) ortonormiranoj bazi. U tu svrhu, uvedimo pojam determinante drugog i
treéeg reda.

Determinanta drugog reda je funkcija koja brojevima a, b, ¢,d € R pridruzuje realan broj
zapisan na sljedec¢i nacin

b
d ’—ad—bc.

a
C

Determinanta treéeg reda je funkcija koja brojevima «y, a9, as, 81, B2, B3, V1, 72, 73 € R
pridruzuje realan broj zapisan na sljedec¢i nacin

a1 G Q3
Bi B2 B3 | = a1f2y3 + B3y + azfiye — azfoyr — efBi1y3 — a1 fB37y2.
MooY2 73

Izlucivanjem a1, a2, ag iz prethodnog izraza, determinantu treéeg reda mozemo zapisati i
drugacije

a1 Qg O3

B B2 B3 |=o
7ooY2 8

§to nazivamo razvojem determinante po prvom retku.

B2 B3
Y2 73

"oy B B3

+as B1 B2
Y173

Y12

Formalno, u retku determinante pisat ¢emo i vektore. Primjerice,

1 2

‘—)ﬁ

b ‘ =27
Lakim racunom mogu se dokazati sljede¢a svojstva determinante drugog i tre¢eg reda:

1. Ako je jedan redak (stupac) determinante jednak 0, tada je determinanta jednaka 0.
2. Zamjenom dva retka (stupca) determinanta mijenja predznak.

3. Ako su reci (stupci) determinante proporcionalni, tada je determinanta jednaka 0.

Propozicija 1.4.5 Neka je {7, 7,?} desna ortonormirana baza vektorskog prostora V3 i
— —
neka su @ = (a1,a9,03), b = (B1,B2,43) koordinatni prikazi vektora @, b u toj bazi. Tada
vrijedi
- = —
ax b= a1 a9 ag |- (17)
B B2 B3

Dokaz. Tablica vektorskog mnozenja za elemente baze izgleda ovako

— — —
X i J k
— — — —
i 0 k — 7
— — — —
J | —k 0 1
— — — —
k 7 —1 0



Koristeéi tablicu i svojstva vektorskog mnozenja sada imamo

—

N — — — — — —
axb=(i+ayj+azk)x(f1i+p02j +03k)=

(o3 — a3fa, a3 — a1 fB3, 1 B2 — afh),

$to mozemo napisati u obliku determinante (1.7). O

Utvrdili smo da vektorsko mnozenje nije asocijativno. Produkte koje smo razmatrali mozemo
zapisati na sljedeéi naéin:

Propozicija 1.4.6 Za @, ?,? € V3 wrijedi

-
b

sl

.7

N
b

—_
—

(

(@

Txb)xC=(a 7) ,
—
b

N
b —
_
b ).

Dokaz. Tvrdnje dokazujemo koordinatno, rastavom vektora u koordinatne prikaze u desnoj
ortonormiranoj bazi i koriStenjem odgovarajucéih formula za skalarni i vektorski produkt. Ilus-

—
tracije radi, pokazimo samo da je prva koordinata vektora (@ x b ) x ¢ lijeve strane jednakosti
— —
jednaka prvoj koordinati vektora (@ - ¢)b — (b - ¢)a desne strane te jednakosti. Zaista,

. - — - . - . .
ako oznacimo d = a x b = (d1,092,03), tada je trazena prva koordinata jednaka

doy3 — 0372 = (a3fi —ai1fB3)y3 — (1f2 — afr)y2 =
= (0272 + a3y3)B1 — (Bay2 + B373)n
Iy

= (E) . ?),31 — ( . ?)oq.

Korolar 1.4.7 (Jacobijev identitet) Za ?,? € V3 wrijedi

(@XxDIXCH(D X)X TH(TXxT)x b =

Dokaz. Iz propozicije 1.4.6 slijedi

Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo tvrdnju. a

—

— —
Uocimo da prethodni identitet pokazuje da su vektori (@' x b)x ¢, (b x¢)xa, (€ xd)x b

komplanarni.

Vektorski prostor V3 uz operaciju vektorskog mnozenja koja zadovoljava svojstva 1,2,3, 2,3/,
i Jacobijev identitet postaje primjer strukture koja se naziva Liejeva algebra nad R.
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Zadaci

1. Izracunajte determinante:

1 00 2 4 8 0 0 -2 1 -2 0
2 30 4 1 -5 3 -1 0 0 6 0
4 5 6 1 2 4 2 2 0 1 2 =2

18, 0, —16, —12]

2. Za koje vrijednosti parametra a je sljedec¢a determinanta jednaka nuli?

azl,azﬁ}

3. Uvjerite se u ispravnost sljede¢ih pravila za determinante reda 3:

(a) Ako determinanta ima dva jednaka retka, ona je jednaka nuli.

(b) Ako je jedan redak jednak zbroju druga dva, determinanta je jednaka nuli.

(¢) Ako zamijenimo dva retka, determinanta mijenja predznak.
)

(d) Ako sve elemente u nekom retku pomnozimo nekim brojem, i vrijednost determi-
nante ¢e biti pomnozena istim brojem.

(e) Ako prvi redak zamijenimo sumom prvog i drugog retka, determinanta se ne mi-
jenja.

(f) Ako prvom retku pribrojimo drugi redak pomnozen nekim faktorom, determinanta
se neée promijeniti.

(g) Ako prvom retku pribrojimo linearnu kombinaciju ostalih redaka, determinanta se
nece promijeniti.

(h) Ako zamijenimo retke i stupce, determinanta se ne mijenja.

(i) Ako bilo kojem retku (stupcu) pribrojimo linearnu kombinaciju ostalih redaka (stu-
paca), determinanta se neée promijeniti.

4. Izracunajte vektorski produkt vektora

(a) (5,2,-3), (=2,1,4).
(b) (4,-2,1), (—3,5,2).

[a) (11,-14,9); b) (=9, —11,14) }

5. Neka je |@| =3, |b| =5 i |@ — b| = 4. Izracunajte |a@ x b).

12
6. Neka je |@| =1, [b] = 9 |@ x b| = 3. Odredite @ - b.

<001
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10.

11.

12.

13.

Neka je |@ = 10 i b = 5.

(a) Ako je @-b = 30, koliko je |@ x b|?
(b) Ako je |@ x b| = 100, koliko je @ - b?

[a) 40, b) i25\/§}

Neka je @ = (1,1,1), b = (1,1,0) i € = (1,—1,0). Odredite vektor Z tako da bude
i

[f:(l,l,l)]

Neka su 71 i 71 jedini¢ni vektori koji zatvaraju kut 7. Odredite povrsinu paralelograma

s dijagonalama €=2m —7n i f: 4m, — 5.

o

Dani su vektori @ = (2,0,—1) i b = (1,—1,3). Odredite m,n € R tako da vektor ma+nb
bude okomit na ravninu odredenu vektorima # = (1,2,3) i ¥ = (1,1, 1).

jedini takav vektor ma + nl;je nulvektor, dakle m =n =0 }

Dani su vektori @ = (0,2\,A), b=(2,2,1) i é=(-1,-2,—1).

(a) Odredite vektor d tako da vrijedi @xb=¢xd i @x&=bx d.

(b) Pokazite da su vektori @—d i b— & kolinearni.

-,

)
(c) Pokazite da su vektori @x b, @x & i d komplanarni.
(d) Odredite A tako da vrijedi (@ —1b)-c=a-c+ A

[a)Jz(—3A,—2A,—A); b)d—d=Ab—&); c)axb=—axé d)A:?}

Kako glasi odgovaraju¢a tablica mnozenja, a kako formula za vektorski produkt iz
T
propozicije 1.4.5, ako je polazna baza { i , j, k } lijeva (a definicija vektorskog mnozenja
nepromijenjena)?
Dokazite distributivnost vektorskog mnozenja prema zbrajanju
Ax(b+d) =dxb+dxé
Uputa. Dokaz provodimo u nekoliko koraka:
(a) Pokazite da vrijedi @ x b=axb 1, gdje je b 1 ortogonalna projekcija vektora b na

ravninu okomitu na vektor @. Pokazite to tako da usporedite module, smjerove i
orijentacije vektora lijeve i desne strane navedene jednakosti.

(b) Uocite da je vektor @ x b, u ravnini okomitoj na @ koji je okomit i na b, . Mozemo
ga interpretirati kao vektor odgovarajuceg modula u ravnini okomitoj na @ dobiven
rotacijom (u ravnini okomitoj na @) vektora b, u pozitivnom smjeru za 5

(c) Koristeéi da je (1) projekcija zbroja vektora jednaka zbroju projekcija vektora i da

je (2) rotacija zbroja vektora jednaka zbroju rotiranih vektora kona¢no imamo
- - 1 -
ix(b+d) = axG+d Yax@L+a)

= gdxb +dxc =dxb+dxCc.
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1.5 MjeSoviti produkt

Definicija 1.5.1 Operaciju m : V° x V2 x V° — R koja trojci vektora (a’, b, c) pridruiuje
—
skalar (@’ x b)- ¢ nazivamo mjesovitim mnoZenjem.

—
Rezultat (@ x b)- ¢ € R nazivamo mjedovitim umnoskom ili mjesovitim produktom.

Koristimo i oznaku m(?,?, <) =(d, ?, ).

Propozicija 1.5.1 Mjesoviti produkt triju vektora jednak je 0 ako i samo ako su vektori
komplanarni.

Dokaz. Neka su vektori @ ?,

, komplanarni. Pokazimo da je njihov mjeSoviti produkt
jednak 0. Ako su, posebno, @ x
—

ili € jednaki 0 (@ x b = 0

kolinearni, pa su zaista @, b, ¢ komplanarni), tada je (

<
— . =
b = 0 ako i samo ako su a’, b
— N . .

, b, ¢) = 0. Jo§ razmotrimo
situaciju kad su @ x b i ¢ razli¢iti od nulvektora. Kako je @ x b # 0, to vektori a’, b nisu
kolinearni, nego su paralelni s nekom ravninom, nazovimo je w. Vektor C je po pretpostavci
takoder paralelan s tom ravninom. No, po definiciji vektorskog produkta, vektor @ x b je

okomit na 7, pa je @ X BT Dakle, (@ x ?) ¢ =0.

Obratno, ako je mjesoviti produkt vektora @, ?, ¢ jednak 0, to znadi da je @ x b= 0 ili
7 =70 il a x ? 1 . U prvom slu¢aju su vektori @ i 7 su kolinearni. U tre¢em slucaju
vektor ¢ je paralelan s ravninom odredenom sa @, ? Dakle, u svim slu¢ajevima vektori @,
? i ¢ su komplanarni. a

Navedimo sada, sliéno kao za vektorski produkt, geometrijsku interpretaciju mjesSovitog pro-
dukta.

I SN 3 — — — — — . .
Neka su @, b, ¢ € V°, @ = [0A], b =[0OB], ¢ = [OC] tri nekomplanarna vektora. Oni
u prostoru odreduju jedan paralelepiped. Kazemo da je paralelepiped razapet vektorima
— 7 =
a,b,c.

ol

@) a

—
Propozicija 1.5.2 Volumen paralelepipeda razapetog vektorima @, b, € jednak je apsolutnoj

vrijednosti mjesovitog produkta (@, ?, 7).

Dokaz. Visina h paralelepipeda jednaka je duljini ortogonalne projekcije vektora ¢ na vektor
—
a X b
— - 7 =
h=|¢]||cosZ(a x b,
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-
Osnovka paralelepipeda je paralelogram odreden vektorima @, b, te je njegova povrdina
jednaka \7 X b |. Prema tome, volumen paralelepipeda jednak je

—

V=Bh = cosZ(@ x b,7C)|

2|
X
S
— =
Il
B
X

|
|
O

Sljede¢a svojstva mjeSovitog produkta posljedica su definicije i odgovarajuc¢ih svojstava
skalarnog i vektorskog produkta:

N
Propozicija 1.5.3 Za @,a1,a3, b, ¢ € V3, XA € R, vrijedi

1. (CL—>1+CL—>2,7,?) = (aaﬁv?) +(a_2>>?a?) )
2. AT, b,C)=\NT,b,7)

Analogno vrijede i sljede¢a svojstva:

Korolar 1.5.4 Za @, b,b1, by, €, 1.0 € V3, A€ R, vrijedi

2 (TN, C)=\N7a,b,7)

12 (@, 0.6+ @)= (@, b, )+ (., b.3)
—_
b

Konac¢no, i za mjeSoviti produkt mozemo izvesti formulu u sluc¢aju kada su vektori dani svojim
— — —
koordinatnim prikazima u desnoj ortonormiranoj bazi. Neka je { i, j, k } desna ortonormi-

rana baza i neka su @ = (a1, a9, a3), b = (B1,B2,03), € = (71,72,73) koordinatni prikazi
vektora s obzirom na tu bazu. Iz propozicija 1.3.5 i 1.4.5 slijedi

(@,5,¢) = (@xb)-@

= (a2f3 — asfa, asf — a1f3, 0102 — ) - (71,72, 73)
= a1f273 + a2f3y1 + azfBiye — azfoyr — a3 — a1 fB372.

Dokazali smo:
Propozicija 1.5.5 Mjesoviti produkt vektora @, ?, < jednak je
- a1 ay g

(@, b, C)=| B B Bs
Y1 2 73
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Korolar 1.5.6 Tri vektora su komplanarna ako i samo ako za njihove koordinatne prikaze u
desnoj ortonormiranoj bazi vrijedi

a1 Qg O3

B1 B2 B3 | =0.
MooY2 3

Iz propozicije 1.5.5 i svojstva determinante da zamjenom redaka mijenja predznak, za-
klju¢ujemo

Propozicija 1.5.7 Za @, ?,? € V3 wrijedi
(@,0,%) = (b,2,3)=(¢. @, )
= (0,7,0)=-(a,2,b)=—(C, b, )

Dokazimo i svojstvo mjesovitog produkta da operacije mogu zamijeniti uloge:

Korolar 1.5.8 Za @, ?7? € V3 urijedi

(@xD) T =7

Dokaz.

Zadaci

- - -

1. Jesu li baze (;, 7, E), i (;— Ji4j—k2—j+ BE), jednako orijentirane?
|02

2. Izraz |(2d —3b+ @) x (¢ — 6)] - (@ + €) pojednostavnite, a zatim izracunajte njegovu
b=

vrijednost ako je @ = (—4,2,7), (3,-2,0), = (0,—4,1).

[ 492 |
3. Provjerite da je ((@+ b+ &) x (@ — 2b + 28)) - (4@ + b + 5¢) = 0.
4. Dokazite da su vektori (a — 045, fyl_;— B¢ 1 af—~d uvijek komplanarni.
5. Nadite vektor Z u ovisnosti od vektora @i b ako je: @ L, b L Z i |Z|=3.
axb
| F=32 |
|d@ x bl

6. Dani su vektori @ = (1, —1, 3), b= (2,0,-1)ic=(-4,2,1).
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