1 Slucajni opit

Eksperiment (opit) je moc¢an metod za spoznaju stvarnosti. Opitom se ispituje odnos izmedu uslova
i posljedice. Deterministicki opit-isti uslovi uvijek dovode do istog rezultata. Kod slu¢ajnog opita
ostvarivanje odredenih uslova ne dovodi do deterministickog rezultata. Teorija vjerovatnoée izucava

matematicki model slu¢ajnog opita.

Primjer 1.1 Nowcié se baca jednom. Q = {P,G}. Q se naziva prostor ishoda, a njegovi elementi su

ishodi (elementarni dogadaji).

Primjer 1.2 Nowéié se baca cetiri puta. Q = {PPPP,PPPG, ..., GGGG}.
Primjer 1.3 Kocka se baca jednom. = {1,2,3,4,5,6}.

Primjer 1.4 Kocka se baca dva puta. Q = {(1,1),(1,2),...,(6,6)}.

Primjer 1.5 Nowcié se baca do prvog padanja pisma. Q = {P,GP,GGP,...}.
Primjer 1.6 Strijelac gada u kruznu metu.

Primjer 1.7 Braunovo kretange.

Rezultate slu¢ajnih opita ¢emo zvati dogadajima. Valjano zadavanje dogadaja podrazumijeva da
nakon obavljenog opita, moramo znati odgovor na pitanje: da li je u opitu realizovan dogadaj koji
smo zadali. Odgovor je pozitivan ako ostvareni ishod odgovara dogadaju, u suprotnom odgovor je
negativan. Dakle, realizacija dogadaja je ekvivalentna sa realizacijom ishoda koji dogadaju odgovara
te se dogadaj identifikuje sa skupom ishoda koji tom dogadaju odgovaraju. U opitu u kome dva
puta bacamo kocku mozemo govoriti o dogadaju A da je zbir palih brojeva 5. Skup ishoda koji
odgovaraju dogadaju A ¢emo takode oznaciti sa A1 A= {(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}.

Neka su A i B skupovi-dogadaji iz €.

AUB ={w: w € Ailiw € B}. Iz ovog zapisa zaklju¢ujemo: dogadaj A|J B se realizuje ako
i samo ako se realizuje ili dogadaj A ili dogadaj B (ili ekvivalentno reenom, dogadaj A|J B se
realizuje ako i samo ako se realizuje bar jedan od dogadaja A ili B). Dakle, A|J B je dogadaj da se
realizuje ili dogadaj A ili dogadaj B (A|J B je dogadaj da se realizuje bar jedan od dogadaja A ili
B).



ANB ={w: w € Aiw € B}. Iz ovog zapisa zakljut¢ujemo: dogadaj A() B se realizuje ako i
samo ako se realizuje i dogadaj A i dogadaj B (ili ekvivalentno re¢enom, dogadaj A () B se realizuje
ako i samo ako se realizuju oba dogadaja A i B). Dakle, A( B je dogadaj da se realizuje i dogadaj
A idogadaj B (A B je dogadaj da se realizuju oba dogadaja A i B).

A\B ={w: we€ A, w ¢ B} je dogadaj da se realizuje dogadaj A i ne realizuje dogadaj B.

A ={w: w & A} je dogadaj (dogadaj suprotan dogadaju A) da se u opitu ne realizuje dogadaj
A.

Ako je A C B tada kazemo da dogadaj A implicira (povladi) dogadaj B. Naime, iz realizacije
dogadaja A slijedi da je realizovan neki ishod iz A, a zbog A C B, taj ishod je iz B. Zaklju¢ujemo,
realizovan je dogadaj B. Relacija A C B se moZze interpretirati i na sljede¢i nadin: dogadaj A se ne

moze ostvariti ako se ne ostvari dogadaj B. Osoba ne moze biti majka ako nije Zena.

Q je izvjestan dogadaj. 0 je nemogué¢ dogadayj.

Primjer 1.8 U opitu u kome se kocka baca dva puta A je dogadaj da je zbir palih brojeva < 3, B je
dogadaj da v drugom bacanju padne paran broj, C je dogadaj da u drugom bacanju padne Sestica.
Naéi AU B, AN B, A¢, B\A i dokazati da je C C B.

U tekstu je bm skracenica za beskona¢no mnogo, a ss za skoro svi.

o0 o0
A* =limsup A, = lim A,, = {w se nalazi u bm ¢lanova nizad,,n =1,2,...} = ﬂ U Ap.
n—oo

n—o0 n=1k=n

Na jeziku Teorije vjerovatno¢e A* je dogadaj da se realizuje bm dogadaja iz niza dogadaja
o0 (o.9]

An,m =1,2,.... Dokazimo da je zapis A* = ﬂ U Ay, korektan.

n=1k=n

o0
Pretpostavimo da je w € A* tj. w se nalazi u bm ¢lanova niza A,,n = 1,2,... = w € U Ay

k=1
(u suprotnom se ne bi nalazilo u Ay, Ag, As... a samim tim ni u bm ¢lanova niza A,,n = 1,2, ....),
o

w € U Ap (u suprotnom se ne bi nalazilo u As, As... a samim tim ni u bm ¢lanova niza A,,n =
k=2

1,2,....), L= W E ﬁ Ej Apg.

n=1k=n

o o o o o

w € m U A = we U A, w e U A, ... > izwE U Ap, zaklju¢ujemo da postoji k1 € N
n=1k=n k=1 k=2 k=1

takav da je w € Ag, (k1 je indeks prvog skupa iz niza A,,n = 1,2,.... u kome se nalazi w); iz



o
w € U Ay, zakljuCujemo da postoji ky € N takav da je w € Ay, (k2 je indeks prvog skupa iz
k=k1+1
niza A,,n =k + 1,k + 2,.... u kome se nalazi w),... =

w e Akl,w S Ak2,w S Ak3,...,k1 < ko <kszy .=

w se nalazi u bm ¢lanova niza A,,n=1,2, ...

A, =liminf A, = lim A, =

n—o0 n—oo

= {w se nalazi u ss ¢lanovima nizaAd,,n = 1,2, ... (u svim osim u eventualno njih kona¢no mnogo)}

o0 oo
= N 4
n=1k=n
Na jeziku Teorije vjerovatnoce A, je dogadaj da se realizuju ss ¢lanovi niza A,,n = 1,2, ... (svi

osim eventualno njih kona¢no mnogo).

Ako je A, = A* = A tada se A naziva grani¢nim skupom niza A,,n = 1,2, ... i koristi se zapis
lim A, = A.

n—oo

o
Ako je niz A, monotono opadajuci tada je h_)m A, = ﬂ A,,. Ako je niz A, monotono rastuci
n—oo
- n=1
tada je nlg]go A, = U A,.
n=1
n=12,..5) A, =(0,2),n=1,2,..

Primjer 1.9 Nadéi nlLrgOAn. a) Ap = [0, 55),

Primjer 1.10 Ako je A2j = B;Agj_l = C,] = 172,3, ... naci A* 1 A",

Primjer 1.11 Ako je A, = K(("22,0),1),n = 1,2,3, ... naci A, i A*.

n

Pokazimo da je K((0,0),1) C A,. Neka je T'(z,y),2? +y* < 1,z > 0. Biramo n tako da je 5~ < x
i dobijamo da je | Co, T |<| OT |< 1 gdje je Cap, = (5, 0).

m

Biramo n tako da je ﬁ < 1—1]0T|. Koristimo oznaku Copt1 = (—ﬁ, 0). Na osnovu relacije
trougla imamo |Co, 17| < |C2,110| + |OT| < 1. U sluéaju T(x,y),2% + y?> < 1,2 = 0. lako se
dokazuje da se izborom dovoljno velikog n dobija da je |Con 17| < 11 |Co,T| < 1. Uraditi!

Neka je T'(z,y),2* +y? = 1,2 > 0. Biramo n tako da je 5 < z = |Co,T| < |OT| =11 ovo vaii
za sve centre sa parnim indeksima veéim od 2n. Medutim, za svako n vazi |Co,1T| > 1. Tacke sa

koordinatama (0,1) i (0, —1) su van domasaja nasih skupova.



Neka je T'(z,y), 2 +y? > 1,2 > 0. Biramo n tako da je ﬁ < |OT|—1. Na osnovu relacije trougla
imamo |OT| < |OCan11| + |Coni1T| te zakljucujemo da je |Cop1T| > 1. Slucaj T(z,y), 2> + y? =
1,z = 0. se lako analizira. Dakle, A, = K((0,0),1), dok je A* zatvoreni centralni jedini¢ni krug bez
tacaka (0,1) i (0, —1).

Primjer 1.12 Neka je qn,n = 1,2... jedno nizanje racionalnih brojeva sa segmenta [0,1] i neka je
zadat niz skupova A, = [0,q,),n =1,2,... . Naéi A, 1 A*. (A, ={0}; A* =10.1).)

Neke od podskupova prostora ishoda €} ¢emo nazivati dogadajima. Prirodno je zahtijevati da
kolekciji dogadaja pripada izvjestan dogadaj €2, nemogu¢ dogadaj () i da je ta kolekcija zatvorena u

odnosu na skupovne operacije. Kolekciju dogadaja ¢emo oznacavati sa §.

DEerINICIJA 1.1 Kolekcija dogadaja § je polje ako vazi:
(A1) Qe 5.
(A2) Ako A € § tada A° € 5.

(A3) Ako AcF iBeg tada A|UB € 5.

DEFINICUIA 1.2 Kolekcija dogadaja § je o polje ako vaze (A1), (A2), (A8) i

(A4) Ako Ay €F, Ay €F,... tada | | A € 5.

i=1
o polje je zatvoreno u odnosu na prebrojivo presjecanje. Zaista, ako A1 € §, A2 € §,... tada
[0.9] oo
je m A; = (U Af)C € §. Lako se dokazuje da je o polje zatvoreno u odnosu na operaciju razlike

=1 =1
skupova. Dokazuje se da je presjek o polja takode o polje.

Primjeri

1) Q= {1,2,3,...} i kolekciju § ¢ine skupovi iz € koji su kona¢ni ili su njihovi komplementi

konac¢ni. Kolekcija § je polje koje nije o polje.

2.) Neka je
[a,b) ={z €R:a<z<b}, —co<a<b< oo

i za potrebe primjera smatracemo da je [—o00,b) = (—o0,b) (ovo radimo da bi komplement skupa
[a,00) bio skup istog tipa). Kolekcija C koju ¢ine kona¢ne unije disjunktnih upravo formiranih

skupova tipa [a, b) je polje.



Neka je C kolekcija dogadaja koja nije o polje. Oznacimo sa Ay, A € A familiju sigma polja koja
sadrze C. Pomenuta familija nije prazna, u njoj se nalazi P(Q2). Koristeéi tvrdenje da je presjek o

polje takode o polje, zaklju¢ujemo da je

a(C) =) A
A€A
minimalno o polje koje sadrzi C. Naime, o polje o(C) je kao presjek sadrzano u svim o poljima koja
sadrze C te je minimalno. Minimalno ¢ polje koje sadrzi C se takode naziva minimalnim ¢ poljem

generisanim kolekcijom C

Borelovo o polje na R. Neka je Q = R, neka je C; kolekcija intervala (a,b), neka je Co kolekcija
polusegmenata [a, b), neka je Cs kolekeija polusegmenata (a, b], neka je C4 kolekcija segmenata [a, b],
neka je Cs; kolekcija intervala (—oo,a), neka je Cg kolekcija intervala (a,0), neka je C; kolekcija

otvorenih skupova i neka je Cg kolekcija zatvorenih skupova. Tada je
o(C1) =0(Ca) = ... = o(Cs),

a ovo sigma polje se naziva Borelovo o polje na R i oznacava se sa Bl.

Dokazimo da je 0(C1) = o(C5). Neka je (a,b) proizvoljni interval i neka je a, niz koji strogo
o0

monotono opada ka a. Kako je [a,b) = (—00,b)\(—00, a) slijedi [a,b) € 0(Cs5). 1z (a,b) = U [an, b)
n=1

slijedi (a,b) € 0(Cs). Dakle, 0(C1) C 0(C5). Neka je a > 0 (lako se dokazuje i za ostale vrijednosti
a). Kako je (—o0,a) = U (—n,a) slijedi (—oo,a) € o(C1). Dakle, o(Cs5) C o(Cy).
n=1

2 Vjerovatnosni prostor

Pokazimo kako se obi¢no formira matematicki model sluc¢ajnog opita sa kona¢nim brojem ishoda.
Kazemo obi¢no jer postoje moguénosti i drugacijeg modeliranja ali ti slu¢aji su praksi neinteresantni
i pripadaju teorijskoj egzotici. Neka je Q@ = {w;,w2,...,wn}. o polje dogadaja § je P(Q2). Svakom
ishodu wy,ws, ..., wn, pridruzujemo masu p(w;),7 = 1,2, ..., N koju nazivamo vjerovatnoca ishoda w;

i od vjerovatnoca zahtijevamo da vazi:
a) 0 < plw;) <1,i=1,2,...,N.
b) p(w1) + p(w2) + ... + p(wn) = 1.

Polazeé¢i od vjerovatnoca ishoda zadajemo vjerovatnocu svakog dogadaja A € § po formuli

PA) = 3 plw).

Lw; €A



Trojka (€2, F, P) predstavlja matematicki model opita i naziva se vjerovatnosni prostor opita. Lako

se dokazuje da vazi:
1) P(0)=0;2) P(Q) =1;3) PLAlUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B); 4) P(A°) =1— P(A).

Zapaza se da se u dugim serijama opita relativna ucestalost dogadaja ponasa stabilno. Ta sta-
bilnost ucestalosti ukazuje na to da se objektivno prisutna slucajnost realizacije dogadaja moze
kvantitativno mjeriti. Matematicka formalizacija gore pomenutog zapaZanja se ostvaruje kroz za-
kon velikih brojeva. Teorija vjerovatnoce se ne bavi zadatkom pravilnog zadavanja vjerovatnoca
pi,t = 1,2,..., N. Pri zadavanju ovih vjerovatnoé¢a vodi se ra¢una o intuitivnoj predstavi broja p;
kao relativnoj ucestalosti ishoda w; u dugoj seriji opita. Jedan od glavnih vjerovatnosnih zadataka

je da na osnovu vjerovatnoc¢a ishoda trazimo vjerovatnoce slozenih dogadaja.

U slu¢aju opita u kom je skup Q konacan ili prebrojiv, uobi¢ajeno, o polje dogadaja F je P(Q2).
Svakom ishodu wj, i € I, pridruzujemo masu p(w;),7 € I, koju nazivamo vjerovatnoca ishoda w; i

od vjerovatnoca zahtijevamo da vazi:
a) 0 < p(wi) <Liel,

b) Zielp(wi) =L

Vijerovatnoca svakog dogadaja A € § se ra¢una po formuli

PA) = 3 plw).

Tw;EA

U praksi se Cesto susreéu opiti sa konatno mnogo ravnopravnih ishoda. Zbog ravnopravnosti

ishoda u slu¢aju kada je Q = {w1,ws, ..., wny} razumno je svakom ishodu pridruziti vjerovatnoc¢u %

tj. p(wr) = ... = p(w1) = % odakle zaklju¢ujemo da je za svako A € §
| A|
P(A) = — (2.1)
| N |

Dakle vjerovatnoca dogadaja A je koli¢nik broja ishoda koji odgovaraju dogadaju A i broja svih

mogucéih ishoda. Formulom (5) je data tzv. klasi¢na definicija vjerovatnoce.

U sljede¢a dva primjera ishodi nisu ravnopravni.

Primjer 2.1 Nowcié¢ se baca do prvog padanja grba ali najvise dva puta.

Q= {P,GP,GG}; P(P) = 0,5; P(GP) = P(GG) = 0, 25.

Primjer 2.2 Nowcié se baca do prvog padanja pisma. Q@ = {P,GP,GGP, ...}, P(P) = 0,5; P(GP) =
0,25; P(GGP) = 0,125, ....



Primjer 2.3 Komplet u kome je 36 karata se na slucajan nacin dijeli na dva jednakobrojna dijela.

Kolika je vjerovatnoca da se u oba dijela nalazi po 9 crnih i crvenih karata?

»Broj podjela je odreden izborom 18 karata iz kompleta od 36 karata, a tih izbora ima (i’g) Iz
skupa od 18 crnih karata, 9 karata mozemo izabrati na (198) nacina. Isti rezon primjenjujemo i za

crvene karte. Koristeéi princip proizvoda, dobijamo

Prilikom rac¢unanja je korig¢ena Stirlingova formula

n! ~ V2mmn"e "
Navesc¢emo neke relativne frekvencije dogadaja ¢iju smo vjerovatnocu izracunali. Podaci poticu iz
jedne serije od 100 ponavljanja opita — podjela karata. Nakon 5 podjela relativna frekvencija je bila
0,4, nakon 10 podjela je bila 0,3, nakon 26 podjela je bila 0,23, nakon 50 podjela je bila 0,24, a
nakon svih 100 podjela relativna frekvencija je 0,24. Znaci, na pofetku serije relativna frekvencija

ima veliku fluktuaciju, a zatim se sa rastom serije relativna frekvencija stabilizuje. 4

Primjer 2.4 U kutiji se nalaze cedulje na kojima su brojevi od 1 do 10. Iz kutije se po modelu bez

vracanja vadi 5 cedulja. Kolika je vjerovatnoéa da brojevi na izvadenim ceduljama obrazuju rastuci
. 1
niz? Rig.

Primjer 2.5 U kutiji se nalazi b bijelih + ¢ crnih kuglica. Dva igraca jedan za drugim vade kuglicu
i pobjeduje onaj koji prvi izvuce bijelu kuglicu. Kolika je vjerovatnoéa pobjede igraca koi zapocinge

tgru? Uraditi oba modela.

a) Model sa vrac¢anjem. bl’j:gcc. b) Model bez vracanja.
c clll .
¢ parno, p= bz m, n® = n(n —1)...(n — k + 1), sumira se po parnim indeksima,
1=0
c—1 C[l]
c neparno, p= bz (bt o] sumira se po parnim indeksima.
=0

Primjer 2.6 Izracunati vjerovatnoéu da za 30 osoba izmedu 12 mjeseci w godini , 6 mjeseci sadrzi po

2, a ostalih 6 myeseci po 3 njihova rodendana. R: p = (162)266%% ~ 0,00035.

Primjer 2.7 1 kuglica se razmjesta v n kutija. Izracunati vierovatnocu da



r!
n’’

a) u svakoj od prvih v kutija bude tacno jedna kuglica (n > 1), R: p =

b) u prvoj kutiji bude tacno r1 kuglica, u drugoj kutiji bude tacno ro kuglica,..., u n-toj kutiji bude
n
taéno ry, kuglica, S r; =71, R: p= —2

i=1 n” [T ri!
i=1

¢) u jednoj od kutija bude r1, u nekoj drugoj ro itd pri cemu su brojevi r1,72, ..., medu sobom

n
it In!
radiciti, Y. r; =r. R:p= —"2—
i=1 nr 1] 7l
i

K3

Primjer 2.8 U kutiji se nalazi n — 1-na bijela i jedna crvena kuglica. Iz kutije se po modelu bez

vracanja vadi k,1 < k < n kuglica. Kolika je vjerovatnoca da medu njima bude crvena?

Primjer 2.9 m muskaraca i n Zena sjedaju u red. Kolika je vjerovatnoéa da sve Zene sjede jedna pored

druge?

— mfl .
p ('HH»IL)

Primjer 2.10 Na cetiri strane kocke A utisnute su po 2 tacke, a na dvije strane utisnuto je po 5 tacaka.
Na svim stranama kocke B utisnute su po 3 tacke. Na cetiri strane kocke C utisnute su po 4 tacke,
a na dvije po jedna tacka. Biraju se dvije kocke, istovremeno se bacaju ¢ "pobjeduje” ona kocka na

kojoj padne vise tacaka (padne veéi broj).

Analizirajmo varijante. Ako igraju kocke A i B, B pobjeduje ako na A padne 2. Dakle, pobjedu
kocke B povlage parovi 2 na A i 6 na B, a tih parova ima 4 -6 = 24. Kako mogucih ishoda ima
6-6 = 36 (6 je broj strana i na A i na B), to je vjerovatnoca pobjede kocke B, pp = % = %,
a vjerovatnoca pobjede kocke A, p4 = % Ako igraju kocke B i C, vjerovatnoc¢a pobjede kocke C
je pc = % (kocka C pobjeduje ako na njoj padne 4), dok je pp = % Ako igraju A i C, imamo

pA = 4'23% = g (A pobjeduje u varijantama 1Y : 2na A, 1na C,2%: 5na A)ipc = %.

Primijetimo, u igri kocaka A i B, bolja je kocka B — ima veéu Sansu (vjerovatnoc¢u) na pobjedu;
u igri B i C, bolja je kocka C; u igri A i C, bolja je kocka A. Dakle, relacija "biti bolji (bolja)" u

nasem slucaju nije tranzitivna.

Ako svaka od dvije osobe odabere po jednu kocku sa namjerom da otpo&nu opisanu igru, u boljoj
je poziciji osoba koja kocku bira nakon $to je svoju kocku veé¢ odabrala prva osoba. Naime, ako je
prva osoba odabrala A, druga ¢e odabrati B; ako je prva odabrala B, druga ¢e odabrati C; ako je prva
odabrala C, druga ¢e odabrati A. Prirodno, druga osoba uvijek bira kocku za koju je vjerovatnoca

pobjede veda.«



Primjer 2.11 Iz skupa od n osoba koje sjede za okruglim stolom, na sluccajan nacin bira se k osoba,

k < § . Kolika je vjerovatnoca da nikoje dvije izabrane osobe ne sjede jedna do druge?

Numerigimo stolice sa 1,2,...,n, koristimo numeraciju koja prati kretanje kazaljke na satu, a
zatim sto "presjecanjem" izmedu stolica n i 1 pretvorimo u pravougaoni (stolice 1,2, ..,n se nalaze
na jednoj strani pravougaonog stola). Tokom analize, stolice na kojima sjede odabrane osobe ¢emo
obiljeziti sa a, a neodabrane sa b. U procesu racunanja broja povoljnih ishoda razmotrimo dvije

varijante.

Prva. Na stolici sa rednim brojem 1 sjedi neka od k odabranih osoba. Na stolicama 2 i n moraju
sjedjeti neodabrane osobe. Isklju¢imo stolicu n i stolice na kojima sjede odabrane osobe. Ostala
je n — k — 1 stolica na kojima sjede neodabrane osobe. Da bi rekonstruisali raspored koji nam je
generisao stolice koje su ostale, treba odabrati kK — 1 od preostalih stolica i na prvoj desnoj poziciji
smjestiti odabranu. Recimo, n = 8, k = 3. Ostale su 4 stolice, dakle rekonstrukcija krece od bbbb.
Imajuéi u vidu da je u ovoj varijanti poznato da je stolica 1 obiljeZena sa a, a stolice 2 i 8 sa b, jedan

od rekonstrukcija je recimo abbabbab. Mi smo iz ¢etvorke bbbb odabrali prvi i Cetvrti ¢lan.

Druga. Razmatra se slucaj kada na stolici 1 sjedi neodabrana osoba.

- L)+ 0%
(")

DEFINICIJA 2.1 Neka je § o-polje na prostoru ishoda 2. Uredeni par (2,F) se naziva mjerljivi

prostor.

DEFINICIJA 2.2 Neka je (Q,F) mjerljivi prostor. Funkcija P :§ — R je vjerovatnocé¢a na § ako

vazi:
P1. P(A) >0 za svaki A € §; P(Q) = 1.
P2. Ako su A; € F,i€e NiA;NA;=0,i#j tada je P <Z Ai> = > P(4).
i=1 i=1

DEFINICUJA 2.3 Uredena trojka (0, F, P), gdje je § o-polje na QL i P vjerovatnoéa na §, naziva se

vjerovatnosni prostor.

Vjerovatnosni prostor je osnovni objekat u Teoriji vjerovatnoca. Svojstvo P(A) > 0,4 € §, je
svojstvo nenegativnosti vjerovatnoce, a svojstvo P(€2) = 1 je svojstvo normiranosti vjerovatnoce.

Svojstvo iz aksiome P2 je svojstvo o—aditivnosti vjerovatnoce.



Neka je (2, §, P) vjerovatnosni prostor. Elemente oc—polja § nazivamo dogadaji, a broj P(A), A €
§, naziva se vjerovatnoca dogadaja A.

Dokazacemo dvije teoreme koje slijede iz definicije vjerovatnoce. U tim teoremama ¢e biti evi-

dentirana neka znacajna svojstva vjerovatnoce.

Teorema 2.1 Neka je (2, F, P) vjerovatnosni prostor. Tada vrijedi:
(a) P(0) = 0.
(b) Ako su Aq,..., A, dogadaji tada je
P(£a) =% P
(svozjgévo konzzigllae aditivnosti vjerovatnoce).
(¢) Ako su A i B dogadaji, A C B tada je P(A) < P(B)
(svojstvo monotonosti vjerovatnode).
(d) Ako je A dogadaj tada je 0 < P(A) < 1.
(e) Ako je A dogadaj tada je P(A°) =1— P(A)
(vjerovatnoéa suprotnog dogadaja A°).
(f) Ako su A i B dogadaji tada je P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AB).
(9) Ako su A, n € N, dogadaji, tada je P < 6 An> < io: P(A,)

n=1 n=1
(0— poluaditivnost vjerovatnoée).

(h) Ako su A,, n € N, dogadagi, Ay C Ay C A3 C ... g
A= |J A, tada je P(A) = ILm P(Ay)

n=1
(neprekidnost vjerovatnoce u odnosu na rastuéi niz dogadaja).

(i) Ako us An,n € N, dogadaji, A1 O As D A3 D ... i
A= () A, tada je P(A) = le P(A,)

n=1
(neprekidnost vjerovatnoée u odnosu na opadajuéi niz dogadaja).

(j) Ako us An,n € N, dogadaji, A1 O As D A3 D ... i
N An =10 tada je li_>m P(A,) =0

n=1
(neprekidnost vjerovatnoce u nuli).

Dokaz.
(a) U aksiomi P2 stavimo A; = Qi A; = 0, i > 2. Dobijamo

1=1+P0)+P0)+...= P0)=0

(b) U P2 stavimo A; = 0, i > n i iskoristimo (a).
(c) ACB= B=AU(B\A). Zbog (b) je

P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A).
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(d) Za svaki dogadaj A vazi: ) C A C Q odakle iz monotonosti vjerovatnoce slijedi tvrdenje.
(e) A+ A° = Q — P(A) + P(4°) =
(f) Imamo AUB=A+ (B\ A), (4 ) (B\ A) = B. Odavde, zbog (b), dobijamo

P(AUB) = P(A) + P(B\ A), P(AN B) + P(B\ A) = P(B).

Nakon sabiranja jednakosti i sredivanja dobijamo tvrdenje.

n—1
(g) Neka je By = Ay, B, = A, \ U Ak, n > 2. Tada je B,, n € N, niz disjunktnih dogadaja,
k=1

(o) o
B,CA,,neNi|J A,= > B,.Zato imamo
n=1 n=1

P (G An> - iP(Bn) < iP(A )
n=1 n=1 n=1

(h) Stavimo By = Al, B, = A, \An 1,n>2 Tadaje B, € §F,ne NiB NB;j=0,i#j Osim
toga vrijedi A, = Z B;, A= Z B,,, pa imamo
=1 n=1

o0

A)=>"P(B,) = Tim > P(B) = lim P(An).
n=1 i=1

(i) Stavimo C,, = A; \ Ap,n € N. Tada je C), € §,C,, C Crqy1,n € NiA; \ A = |J C,. Sada
n=1
imamo P(C,) = P(A1) — P(A,), pa iz (h) slijedi

P(A;) — P(A) = P(A; \ A) = lim P(C,) = P(4;) — lim P(A,)

n—o0 n—o0

odakle dobijamo P(A) = ILm P(A,).

(j) Ovo tvrdenje je specijalni slu¢aj tvrdenja (i).<

Teorema 2.2 Neka je (Q,§) mjerljivi prostor i P : § — R funkcija koja je konacno aditivna,

neprekidna u nuli 1 ima svojstvo (P1). Tada funkcija P ima i svojstvo o aditivnosti.

[e.°]
Dokaz. Neka su A,, n € N, disjunktni dogadaji i A = > A;. Na osnovu konacne aditivnosti

vazi

P(A) = ZP(Ai) + P( 'Z A;). (2.2)

oo oo
Neka je B, = > A;. Primijetimo, By 2 B 2 B3 2 ... i () B, = 0. Na osnovu neprekidnosti u
i=n-+1 n=1
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[e.e]
nuli funkcije P slijedi lim P(B,) = 0. Pustaju¢i n — oo u (2.2) dobijamo P(A) = > P(4;). <
n—00 =1

o0
Borel Kantelijeva lema I Neka je A,,n € N, niz dogadaja. Ako red >  P(A,) konvergira

n=1
tada je P(A*) = 0.
(o) oo o
Dokaz. Prisjetimo se, A* = ﬂ U Ag. Neka je B, = U Ap. Primijetimo, B, |. Iz svojstava
n=1k=n k=n
(g) i (i) i pretpostavljene konvergencije reda dobijamo
o
o . _
P(A") = lim P(B,) < lim Y P(4) =0. <
k=n
Silvesterova formula. Neka je (2, F, P) vjerovatnosni prostor i A; € §, i = 1,2,...,n. Tada
vazi
n
PJa) = Y Py Y paa)
i=1 1<i<n 1<i<j<n
n
+ ) PAAAL) — -+ (=)™TIP([) A)). (2.3)
1<i<j<k<n i=1

Dokaz. Dokaz é¢emo sprovesti indukcijom po n. Za n = 1 tvrdenje je ocigledno, a za n = 2 to
je tvrdenje (f) iz Teoreme 1. Pretpostavimo da tvrdenje vrijedi za sve familije od najvise n — 1

dogadaja. Stavimo

n—1
B = UAZ', C; = AjA,, i <n.
=1
Tada vrijedi
P (U AZ-> = P(BUA,) = P(B) + P(A,) — P(BAy). (2.4)
=1

n—1
Osim toga je BA, = |J C; pa zbog induktivne pretpostavke imamo
i=1

n—1
P(B)= Y P(A)— Y P(A4j)+..+(-1)"P([)4) (2.5)
=1

1<i<n 1<i<j<n
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n—1
P(BA,) = Y PC)- > P(Cicj)+...+(—1)np<ﬂ CZ->
=1

1<i<n 1<i<g<n

IDE

= Y P(AiA)— > P(AAA) + ..+ (—1)"P(

1<i<n 1<i<j<n i=1

A). (2.6)

Iz (2.4),(2.5),(2.6) slijedi (2.3).<

Primijetimo da u desnoj strani jednakosti (2.3) prva suma ima (') ¢lanova, druga (}) ¢lanova,...,

a n-ta (Z) ¢lan.

Primjer 2.12 (Zadatak o rasijanom dekanu.) Na svecanoj dodjeli diploma bilo je n studenata i dekan

im je nasumce podijelio diplome. Kolika je vjerovatnocda da je bar jedan student dobio svoju diplomu?

Numerigimo studente brojevima od 1 do n. Oznalimo sa A; dogadaj da prvi student dobije
svoju diplomu, sa Ay dogadaj da drugi student dobije svoju diplomu,..., sa A, dogadaj da n-—ti
student dobije svoju diplomu. Ako sa W ozna¢imo dogadaj ¢iju vjerovatnocu trazimo, tada je
W =A,UAyU... A,. Da bismo nasli P(W) primijeni¢cemo Silvesterovu formulu. Nakon primjene
ove formule, treba izra¢unati vjerovatnocée presjeka raznih dogadaja iz kolekcije Ay, ..., A,. Kako je
ideologija u ra¢unanju ovih vjerovatnoca ista, demonstrira¢emo rac¢un, recimo na primjeru P(A;Az).
n diploma se n—torici studenata moZe podijeliti na n! nacina. Kada prvi i drugi student dobiju svoje
diplome, preostalih n — 2 diplome preostalim studentima (ima ih n — 2) moze biti podijeljeno na
(n — 2)! nadina. Dakle, P(4;, A5) = "2 Imamo

n!

Ako n — oo, dobijeni zbir tezi ka 1 — e~! ~ 0,6322. Zbog brze konvergencije niza — zbira, u
sluéaju kada je n > 20, dobijena vjerovatnoé¢a se odli¢no aproksimira sa 0,6322. Iz istog razloga,

rezultati se zanemarljivo razlikuju ako je, recimo, n = 100 ili n = 200.

Ovaj zadatak se moze formulisati u mnogo varijanti. Navedimo jednu. Slozili smo 100 listova,
zaduvao je vjetar i razbacao listove. Zatim smo listove nasumce ponovo slozili. Kolika je vjerovatnoca

da ¢e se bar jedan list na¢i na rednom mjestu na kojem je bio i ranije? <
Primjer 2.13 Kolika je vjerovatnoca da u seriji od 20 bacanja kocke ne budu zabiljeZeni svi brojevi?

Aj u seriji nije zabiljezena jedinica,..., Ag u seriji nije zabiljeZena Sestica.
‘ 510 (6 410 6\ 1
i=1

13



Primjer 2.14 Iz grupe od 8 bracnih parova bira se 6 osoba. Kolika je vierovatnoéa da medu izabranima

ne postoji bracni par?

Numerigimo bracne parove sa 1,2,...,8. Neka je A; dogadaj da je medu izabranim osobama

bra¢ni par 1 (tj. oba supruznika), Ay bra¢ni par 2,... TraZena vjerovatnoca je

Primjer 2.15 Neka je (2, F, P) vjerovatnosni prostor i A; € §,i=1,2,...,n. Tada vaZi

P((4) = > P(A)- Y P(AUA)
i=1 1<ign 1<i<j<n

=+ Z P(AlUA]UAk)—+(_1)n+1P(UAZ)

1<i<j<k<n i=1

U rjeSavanju nekih vaznih vjerovatnosnih zadataka koristi se sljede¢a dobro poznata teorema iz

Kombinatorike (Teorema 1, zbirka str 37).

Teorema 2.3 Neka je prostor ishoda Q2 konacan skup, § = P(Q) i Ay, Aa, ..., Ay su dogadaji. Tada
je
[ArAg. An =191 = Y A+ ) JATAG — o (1) AGLAG)

1<i<n 1<i<y<n

Primjer 2.16 Kocka se baca do pojave svih Sest strana. Izracunati vjerovatnoéu dogadaja da ée biti

1zvedeno tacno n,n = 6, bacanja.

Q je skup n torki @ji su elementi iz S = {1,2,3,4,5,6}, Q| = 6™. Odgovaraju n torke koje se
zavrSavaju sa nekim brojem iz S (6 moguénosti), a na prvih n — 1 mjesta se nalaze svi brojevi iz S

sa izuzetkom broja koji je na n tom mjestu. n — 1 torki napravljenih od 5 brojeva (svi ucestvuju)

P (e (-0 )

(vidi Teoremu (prilagodavamo je slu¢aju kada se kocka baca n — 1 puta), ako je na n tom mjestu

ma

recimo 6, tada n — 1 torke pravimo sa brojevima 1,2, 3,4, 5; skup - dogadaj A; - uCestvuje Lun—1

torki, skup - dogadaj As - ucestvuje 2 u n — 1 torki itd). Dakle,

65" = () (! = (2t )
67’L

A ) )
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Primjer 2.17 r kuglica se razmjesta u n kutija, v > n. Kolika je vjerovatnoéa da tacno m,0 < m <

n — 1 kutija bude prazno?

Zapisujemo redni broj kutije u koju ide kuglica 1,2,....r i dobijamo r torku ¢&iji su ¢lanovi iz
S=1{1,2,...,n},|Q =n". Odgovaraju sve r torke napravljene od n —m brojeva iz S (svi ti brojevi
ucestvuju). n — m brojeva iz S moZzemo izabrati na (:1) nacina. Izabrane brojeve oznac¢imo sa
81,82, ---y Sp—m- lzratunajmo koliko ima r torki koje nam odgovaraju. Neka je A; dogadaj-skup s;

ucetvuje; ..., Ap_m dogadaj-skup s,_m, uCetvuje. Sada je

1 2
+ (=1t [n—n—(n-—m-1)]"

AreAnem| = (n—m)" — <” B m) (n—m—1)" + (” B m) (n—m—2)..

te je

= Gllttoonl ()5S ()0 2

Primjer 2.18 Kocka se baca 7 puta. Kolika je vjerovatnoéa da je suma palih brojeva 277

14 ...+ =27,1<2; <6. y; =2, — L;y1 + ... +y7 = 20,0 < y; < 5.

y1+...+y7 = 20,0 < y; ima (266) rjesenja. Koristicemomo formulu ukljucenja isklju¢enja. Trazimo
koliko ima rjesSenja takvih da je jedna nepoznata > 6, zy = y7 —6; y1 +... + y¢ + 27 = 14 nenegativnih
rjeSenja ima (260). Dvije nepoznate > 6, y1 +... +y5 + 26 + 27 = 8 ima ih (16?) i na kraju tri nepoznate
26, y1 +...ya+ 25 + 26 + 27 = 2 ima ih (2). Dakle,

=3[0 (6O

Ovaj zadatak se moZe uraditi i metodom funkcije izvodnica. Metod ¢emo usvojiti u toku jedne

kasnije faze ucenja stohastike.

3 Uslovna vjerovatnoca i nezavisnost dogadaja

Neka je A dogadaj iz slufajnog opita koji je matematicki modeliran trojkom (9, F,P). Ako
osim kompleksa uslova koji generiSu opit nema drugih ograni¢enja koja mogu uticati na racunanje

vjerovatnoce dogadaja A, tada kazemo da je P(A) bezuslovna vjerovatnoc¢a dogadaja A.

Medutim, praksa Cesto namece potrebu za ratunanjem vjerovatnoce dogadaja A pri dopunskom

uslovu da je ostvaren neki dogadaj B. Takve vjerovatnoée se zovu uslovne. Koristiéemo zapis
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P(A|B); njime je oznacena vjerovatnoca dogadaja A pri uslovu B (ili preciznije, pri uslovu da je

ostvaren dogadaj B).

Da bismo priblizili motive za definiciju kroz koju se ukazuje na postupak ra¢unanja uslovne

vjerovatnoée, naveséemo dva primjera.

Primjer 3.1 Kocka za igru se baca dva puta. Neka je A dogadaj da je u oba bacanja pao paran broj,

a B dogadaj da je zbir brojeva u oba bacanja < 6.

Konstatujmo

odakle slijedi P(4) = &, P(B) = 2. Kako ratunati P(A|B)? Izvjesno je, B je ostvareno pa se

skup ishoda suzava i redukuje na skup koji ima 15 elemenata. Medu tim elementima — ishodima
nadimo one koji odgovaraju dogadaju A. Ti elementi su {(2,2),(2,4), (4,2)}, a ovim pretrazivanjem

je u stvari naden skup — dogadaj AB. Slijede¢i ideju iz klasi¢ne definicije vjerovatnoce imamo

3 3 PAB)
P(A|B) = 1= = == P . <

Primjer 3.2 Slucajno se bira tacka iz kvadrata K duZine stranice 1. Neka su A i B dva podskupa sa

K. Neka je A dogadaj da je slucajno izabrana tacka iz A, a B dogadaj da je slucajno izabrana tacka
iz B. Nadimo P(A|B).

Budud¢i da je B izvjesno ostvareno, tj. slucajno izabrana tacka pripada skupu B, skup ishoda se
svodi na B. Traze¢i medu elementima skupa B one koji pripadaju skupu A, mi dobijamo skup AB.

Slijededi ideju iz geometrijske vjerovatnoce, sada imamo

mes AB  P(AB)

PAIB) =B P(B)

Posljednja jednakost slijedi iz ¢injenice mes K = 1.

Vratimo se izlaganju teorije. Neka je (£, F, P) prostor vjerovatnoce i neka je B € F, P(B) > 0.
Definisimo preslikavanje Pp : F — [0, 1] sa:

P(AB)
P(B)

Pgp(A) = P(A|B) = A€ F. (3.1)
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Lako se provjerava da je Pp vjerovatnoca na F. Nazivamo je uslovna vjerovatnoca uz uslov B.
Druga jednakost u formuli (3.1) sluzi kao obrazac za ra¢unanje uslovne vjerovatnoc¢e. Buduéi da su

primjeri (3.1) i (3.2) u svjeZzem sjecanju, jasno je odakle poti¢e motiv za drugu jednakost u (3.1).
Znadi, svaki dogadaj B za koji je P(B) > 0 generiSe prostor vjerovatnoce (2, F, Pp).

Zato §to je Pp vjerovatnoca na F, neposredno slijedi

Teorema 3.1 Neka je (0, F, P) prostor vjerovatnoce i neka je B € F, P(B)
> 0. Tada je

(a) P(0|B) = 0.

(b) P(A°|B) = 1— P(A|B), A € F.

(c) Ay, Ay € F = P(A, U Ay|B) = P(A1|B) + P(As|B) — P(A,Ay|B).
(d) Ay, Ay € F, Ay C Ay = P(A|B) < P(A,|B).

(¢) A, € Fone N — P (f An|B> < S P(A,|B).

n=1 n=1
Iz jednakosti (3.1) slijedi da uz uslove P(A) > 0, P(B) > 0 vazi formula mnoZenja vjerovat-

noca

P(AB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A). (3.2)
Postoji prirodno uopstenje formule (3.2). Naime
P(A1As...A,) = P(A1)P(A3]A1)P(As|A1Ag)...P(A|A1As. Apq),

uz pretpostavku da su vjerovatnocée dogadaja iz uslova pozitivne.

DEFINICUJA 3.1 Konacna ili prebrogiva familija H;,i € I dogadaja u prostoru vjerovatnoée (Q, F, P)
je potpuni sistem dogadaja ako je P(H;) > 0 za svakoi €l i)Y H; = Q.
el

Sljedece dvije teoreme se Cesto primjenjuju prilikom rjeSavanja zadataka.

Teorema 3.2 (Formula potpune vjerovatnoée.) Neka je H;,i € I potpuni sistem dogadaja u

vjerovatnosnom prostoru (2, F, P). Tada za svako A € F vazi

P(A) = ZP(A’Hi)P(Hi)'

iel
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Dokaz. Za proizvoljno A € F vazi

P(A) = P(AQ) = P (AZ H) =P <Z(AH1‘)>

el el

= > P(AH;) =) P(A|H;)P(H,)-4

el il

Teorema 3.3 (Bajesova formula.) Neka je H;,i € I potpuni sistem dogadaja u vjerovatnosnom
prostoru (Q, F, P) i neka je A € F, P(A) > 0. Tada za svako ig € I vazi

_ P(A[Hi,)P(Hi,)
P = S~ B my Py
el

Dokaz. Iz formule proizvoda vjerovatnoca i formule potpune vjerovatnoce slijedi
P(AHio) P(A’Hi())P(Hio)

P(4) > PUAJH)P(H:)

P(HiolA) = ¢

Budué¢i da dogadaji iz sistema H;,7 € I ¢ine jednu potpunu kolekciju moguéih dogadaja, gov-

oricemo da su H; hipoteze.

DEFINICIIA 3.2 Dogadaji A i B su nezavisni ako je

P(AB) = P(A)P(B). (3.3)
Teorema 3.4 Neka je P(B) > 0. Dogadaji A i B su nezavisni ako ¢ samo ako je P(A|B) = P(A).

Neka je P(AB) = P(A)P(B). Uz ovaj uslov dobijamo P(A|B) = % = P(A). Obrnuto, uz

uslov P(A|B) = P(A) imamo P(A|B) = P(A) = Z%5) = P(AB) = P(A)P(B).4

Dakle, uz uslov P(A) > 0, P(B) > 0 nezavisnost dogadaja A i B je ekvivalentna sa P(A|B) =
P(A), P(B|A) = P(B). Jednakost P(A|B) = P(A) se odnosi na slucaj kada je vjerovatnoca re-
alizacije dogadaja A uz uslov da je ostvaren dogadaj B jednaka bezuslovnoj. Dakle, realizacija
dogadaja B nije "uticala" na vjerovatnocu realizacije dogadaja A. Primijetimo, definicija 3.2 nije
optereéena uslovom P(A) > 0, P(B) > 0.

Svi pojmovi koje smo do uvodenja pojma nezavisnosti pomenuli, imaju svoje analogone u Teoriji
mjere. Nezavisnost je izvorno vjerovatnosni pojam. Pojavom pojma nezavisnosti, Vjerovatnoca je

izasla iz okrilja Teorije mjere.
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Kod rjesavanja prakti¢nih vjerovatnosnih zadataka, nezavisnost se obi¢no prihvata na osnovu
nasih intuitivnih predstava o opitu. Prirodno je smatrati da u opitu u kome bacamo dva novcica,
pojava, recimo grba kod jednog nov¢i¢a nema uticaja na pojavu, recimo, grba na drugom novéic¢u
(osim ako nov¢ic¢i nisu fizicki povezani npr. tankom Zzicom). Takode, to §to je neka zena rodila sina
nema uticaja na pol djeteta koje ée roditi neka druga Zena te je vjerovatnoca da su dva slu¢ajno

odabrana novorodenceta djecaci % . %

Postoje situacije kada nezavisnost dogadaja nije ocigledna i ustanovljava se tek nakon provjere

vazenja jednakosti (3.3) (pogledati primjere (3.12) i (3.13)).

U vjerovatnodi se pojavljuje potreba za razmatranjem nezavisnosti familije dogadaja. Formalizu-

jmo.

DEFINICUIJA 3.3 Neka je (2, F, P), vjerovatnosni prostor i A; € F,i € I proizvoljna familija do-
gadaja. KaZemo da je to familija nezavisnih dogadaja ako za svaki konacni podskup razlicitih
indeksa i1,19, ...,1, € I vazi

k k
P( ﬂ A;) =[] P(As).

J=1 Jj=1

Do za sada izlozenu teoriju ¢emo ilustrovati primjerima.

Primjer 3.3 Profesor je za ispit pripremio n dobrih i m loSih cedulja. Kolika je vjerovatnoéa da

student koji cedulju izvlaci kao I+ 1 po redu, 0 <1 < m+n —1, izoude dobru cedulju?

»Neka je A dogadaj Ciju vjerovatnocu trazimo, a B, 0V (I —m) < k < n Al, dogadaj da prvih

I studenata izvuku k dobrih cedulja. Na osnovu formule potpune vjerovatnoée dobijamo

(n—1)Al (n—1)Al n—k (Z) (lmk)
P Y PABgrEy = Y, kWL
k=0v(l—m) k=0v(l—m) ( l )

Kad smo zadavali By, maksimalna vrijednost za k je bila n A l. Primijetimo, ako je n < [ tada za
k=nAl=mnvazi P(A|By) = P(A|B,) = 0 te nema potrebe da u sumi ra¢unamo ¢lan sa indeksom
n A l. Dakle sumiranje zavrsavamo sa k = (n — 1) Al. Ako je [ < n tada je najveéi indeks u sumi [
i on se dobija bez obzira da li je najvedi indeks zadat kao n Al ili (n — 1) Al. Ovim smo opravdali

korektnost sumiranja do indeksa k = (n — 1) A L.
Nakon sredivanja opsteg ¢lana u sumi, dobijamo
")

n E J\l—k n
(4) n+m kovz(l:—m) ("t mtm
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Naime, suma je jednaka 1. Objasnimo zbog ¢ega. U slucaju [ = 0 jednakost je ocigledna.
A sada se za trenutak skoncetrisimo na model sa n — 1 dobrih i m logih cedulja, i cedulje izvladi
[, 1 <1< n+m—1studenata. Ako sa k ozna¢imo broj izvucéenih dobrih cedulja, tada je OV (I—m) <
kE < (n—1) Al, a vjerovatnoée da se izvute k dobrih cedulja se nalaze u sumi. Sumirajué¢i te

vjerovatnoée dobijamo 1. Vidimo da u rezultatu ne figuriSe [. Dakle, bez obzira na poziciju studenta

n
m4+n’

u "redu", vjerovatnoca izvlafenja dobre cedulje je

Nas model sa ceduljama je ekvivalentan sa sljede¢im. U kutiji se nalazi m bijelih i n — m crnih

kuglica. Po modelu bez vra¢anja se vade kuglice. Izratunajmo vjerovatnoce da
a) je j-ta izvadena kuglica bijela?
b) su i-ta i j-ta izvadena kuglica bijele, i # 57
c) je i-ta bijela a j-ta crna, i # 57

a) Kuglice se mogu izvuéi na n! nacina. Svakom od tih izvladenja-nizova pridruzujemo istu
1

vjerovatnocu (mjeru) —.

Interesuje nas koliko ima nizova sa bijelom kuglicom na j-tom mjestu. j-to
mjesto u nizu popunjava neka od m bijelih, a ostalih n — 1 mjesta popunjavaju ostalih n — 1 kuglica.

Dakle,
m(n—1)(n—2)..1 m

n: n

Mozemo rezonovati i ovako. j ta izvadena kuglica moze biti bilo koja od n kuglica iz kutije (kuglice

m
ponl)

su ravnopravne), a nama odgovara bilo koja od m bijelih. Dakle, p =
b) j-to mjesto u nizu popunjava neka od m bijelih, i-to mjesto u nizu popunjava neka od m — 1
bijelih, a za preostalih n — 2 mjesta ostaje n — 2 kuglica. Dakle,
m(m—1)(n—2)...1 m(m—1)

b= n! - nn—1)"

Mozemo rezonovati i ovako. Dvije bijele kuglice koje ¢e biti izvadene u ¢ tom i j tom vadenju moZemo
izabrati na (g‘) nacina, dvije kuglice koje ¢e biti izvadene u ¢ tom i j tom vadenju mozemo izabrati
na (}) nacina. Dakle,

7@7m(m—1)
p= (”) onn—1)"

Primjer 3.4 Iz kutije u kojoj se se nalazi 10 bijlih, 11 crvenih i 12 crnih kuglica, po modelu a) sa
vracanjem; b) bez vracanga, vade se kuglica. Kolika je vjerovatnoéa da ce bijela kugica biti izvadena

prije crne?

Primjer 3.5 U svakoj od dvije kutije se nalazi po 10B ¢ 5C kuglica. Iz prve kutije se vadi kuglica,
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prebacuje u drugu, zatim se iz druge vadi kuglica @ prebacuje u prvu. Na kraju se iz prve kutije vadi

kuglica. Kolika je vjerovatnoéa da je ta kuglica bijela?

» Uvedimo hipoteze H; : BB (u prvom vadenju je iz prve kutije izvucena bijela kuglica, a iz
druge kutije je izvucena bijela kuglica), Hy : BC, Hs: CB, Hy: CC. Ako sa W oznaimo dogadaj

¢iju vjerovatnoéu trazimo, dobijamo

P(W) = P(W|H,)P(Hy)+ P(W|H)P(Hs) + P(W|H3)P(Hz) +
2211 6 2 5 11 1 10
P(W|H,)P(H 2z 2y 2
HPWIHOP(H) =33 56T 53 67153 16

21 62

3'3°16 3

Dakle, vjerovatnoce prije i poslije prebacivanja su iste.«

Primjer 3.6 Igraci A i B igraju do bankrota jednog od njih. Na pocetku igraé A ima a eura, a igré
B ima b eura. U svakoj partiji vjerovatnoca pobjede igraca A je p, a igraca B je q, p+ q = 1. Kad
partiju dobije igra¢ A tada mu igrac¢ B daje euro, a kad partiju dobije igra¢ B tada mu igra¢ A daje

euro. Naéi vierovatnoéu bankrota za svakog igraca.

Neka je pp,n = 0,1,...,a + b vjerovatno¢a bankrota igraca A kad ima n eura. Jasno, p,ip =

0,po = 1. Neka je Hy-u prvoj partiji pobjeduje A, Hs-u prvoj partiji pobjeduje B. Sada je

pn = P(A|Hy)P(Hy) + P(A|H2)P(H2) = pppi1 + qpn—1 =
(P + @Q)pn = PPr+1 + qPn—1 = ¢(Pn — Pn—1) = P(Png1 —Pn)sn=1,2,...,a+b— 1.

1
10 P=4= 5, Patl —Pn=Pp = Pn—1 = = P1 = D0 = €= P = Po + 16,
+b= 1 = 1— " b ¢
n= a c= ——— = ,Pa = Ly = )
a-+b Pn = a—I—bpa a—i—bqb a+b
n
qn
2 p#qqnpk—pkl p" [T rs1 = pr) = poir — pn:<5) (pr—1).
k=1

a+b—1 a+b—1 K q 2)‘””
Patb—Pn= Y Prs1—pk) = D (;) (p1—1) = (p1 — 1)%
_ p

e

g)atb _ cqyn 1—
O -@

(
Pn= " arb e
() -1 1-(§
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Primjer 3.7 U kutiji se nalaze tri novéica. Dva su "normalna”, o treéi je iskovan tako da na obje
strane ima pismo. Slucajno se bira jedan novcéi¢ ¢ baca Cetiri puta. Naéi vjerovatnoéu da je uzet

"normalni" novéié ako je u sva cetiri bacanja palo pismo?

»Oznacimo sa A dogadaj da je u sva Cetiri bacanja palo pismo, sa H; hipotezu da je uzet
"normalni" nov¢i¢, a sa Ho hipotezu da je uzet "feleriéni" nov¢ié. Primjenom Bajesove formule

dobijamo

P(A|H,)P(H EUN
P(Hl‘A) — 5 ( ‘ 1) ( 1) — %6 3 —
16

(A|H,)P(Hy) + P(A|H2)P(H>)

win

Primjer 3.8 U kutiji se nalazi 91 kuglica i svaka moZe biti bijela ili crna. Iz kutije je po modelu
bez vracanja izvuceno 19 kuglica i medu njima je registrovano 7 bijelth 1 12 crnih kuglica. Naéi

najujerovatniji prvobitni sastav kutije.

» Oznacimo sa Hy hipotezu da je u kutiji k, £k = 0,1, ..., 91, bijelih kuglica. Naravno, P(Hy) = 9—12
za svako k. OznaCimo sa A dogadaj da je izvuCeno 7B i 12C kuglica. Nakon primjene Bajesove

formule dobijamo

p()A) = L HPARY PR
:ZOP(Hi)P(A\Ho ;0 P(A|H;)

Zadatak trazenja maksimuma za P(Hj|A) ekvivalentan je zadatku trazenja maksimuma za P(A|Hy).
Imamo
(k) (91—k:)
P(A|Hy) = { 9112 .
(o)

Nakon krace analize se dobija P(A|Hy) < P(A|Hyy1) za k < 321 P(A|Hy,) > P(A|Hp41) za k > 33.
Odavde zaklju¢ujemo da je najvjerovatniji sastav kutije 33B 1 58C. Primijetimo da je % -91 =~ 33
te mozemo konstatovati da dobijeni rezultat korespondira sa nafom intuicijom.<

Primjer 3.9 U svakoj od n kutija se nalazi b bijelith i ¢ crnih kuglica. 1z prve se kutije u drugu
prebacuje jedna, zatim se 1z druge u trecu prebacuje jedna,.... Kolika je vjerovatnoéa da se iz n-te

izvadi bijela kuglica?

Hi, k=1,2,..,n je dogadaj da se iz kte kutije izvadi bijela kuglica.

. o b+ P(H
P(Hgy1) = P(Hpqa | He) P(Hy) + P(Hiy | HR) P(HE) = b+c(+l;),k =1,2,..,n— 1
Iz P(Hy) = 52 slijedi P(Hp) = ... = P(H,) = 2.
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Primjer 3.10 U kutiji je k kuglica, svaka od njih sa vjerovatnoéom % (nezavisno od ostalih) moze biti
bijela ili crna. Iz kutije n puta vadimo kuglicu, model sa vracanjem. Izmedu izvadenih kuglica m su

bijele, 0 < m < n. Kolika je vjerovatnoéa da u kutiji ima tacéno s bijelih kuglica (0 < s < k)?

by = Py OFQE )

S P HIP(H) S (7

|
—
T
—
3
N—
VS
ESl B
N———
3
~~
=
|
ESl B
N———
i
3
—
S
SN—"
-

.

(7) (e =iy

—
| | o= |l
— = =

B

@
Il
—

Primjer 3.11 Iz skupa {1,2,...,n} jedan za drugim se biraju dva broja. Kolika je vjerovatnocéa da je

razlika izmedu prvog i drugog izvadenog broja > m,0 < m < n?

POV) = >, POVIH)P(H) = %(n i 1 n i e 2:?) = 21(31(715? 2
i=m+1

Primjer 3.12 Iz kompleta od 32 karte, slucajno se vadi karta. Neka je A dogadaj da je izvucena karta
as, a B dogadaj da je izvucena karta krsta. Da li su dogadaji A i B nezavisni?

» P(A) =+ =1, P(B) =3 =1, P(AB) = 35 (postoji samo jedan as krsta). Dakle P(AB) =
P(A)P(B) te su dogadaji A i B nezavisni. Da li se nezavisnost naruSava kada se u komplet stavi

"prazna' karta? <

Primjer 3.13 U kvadratu K = (0,1) x (0,1) slucajnio se bira tacka. Neka je A dogadaj da je izabrana
tacka iz oblasti A = {(x,y) : (z,y) € K,z > a}, 0 < a <1 i neka je B dogadaj da je izabrana tacka
iz oblasti B = {(x,y) : (x,y) € K,y > b}, 0 <b< 1. Da li su dogadaji A i B nezavisni?

Primjer 3.14 U kutiji se nalaze cetiri kuglice na kojima su zapisani redom brojevi 2, 3,5, 30. Iz kutije
se vadi kuglica. Oznacimo sa Ay, k € {2,3,5,30} dogadaj da je broj na izvucenoj kuglici djeljiv sa
k.

Imamo

P(A;) = P(A43) = P(45) = = P(A2A3) = P(A2)P(As3)

)

N |
e

= P(A245) = P(A2)P(A5) = P(A3As5) = P(A3)P(As),

= P(A2A345) # P(A2)P(A3)P(As) = é

B~ =

Dogadaji As, A3, A5 su nezavisni u parovima, ali ne i u ukupnosti.

23



Primjer 3.15 Kocka se baca dva puta. Izdvojimo dogadaje

A= {('Lv]) D J € {17275}}’ B = {(Z’]) D J € {4’576}}7
C={(i,j): i+j=09}

Imamo,

pa mozemo konstatovati

P(AB) # P(A)P(B) i P(ABC) = P(A)P(B)P(C).

Primjer 3.16 U svakom susretu igracéi A 1 B imaju jednake Sanse da osvoje bod. Pobjeduje igraé koji
prvt osvoji 6 bodova. Naéi vierovatnoéu dogadaja da pobijedi igrac¢ A ako trenutno vodi rezultatom
4:2.

»Sa A ¢emo simboli¢ki oznacavati pobjedu igraca A u pojedinaénoj igri, a sa B pobjedu igraca B u
pojedinac¢nojigri. B ¢e biti ukupni pobjednik ako se ostvari neka od shema BBBB, ABBBB, BABBB,
BBABB, BBBAB. Zbog podrazumijevane nezavisnosti izmedu igara, imamo da je vjerovatnoca

pobjede igraca B

a vjerovatnoca pobjede igraca A je pg = %' <

Primjer 3.17 U populaciji je 2% oboljelih. Kada se testira oboljela osoba test je pozitivan sa vjerovat-

noéom 0,99, a kad se testira zdrava test je pozitivan u 0,5% slucajeva.
a) Kolika je vjerovatnoéa da je test pozitivan?

b) Ako je test pozitivan, kolika je vjerovatnoca da je testirana oboljela osoba?
A- test je pozitivan, Hp - testira se oboljela osoba, Hjy - testira se zdrava osoba. P(Hj;) =
0,02, P(Hy) = 0,98, P(A|H;) = 0,99, P(A|H3) = 0,005. a) Nakon primjene formule potpune

vjerovatnoce dobijamo P(A) = 0,0247. b) Nakon primjene Bajesove formule dobijamo P(H;|A) =
0, 8016.

Zavrsicemo ovu temu sa Borel Kantelijevom lemom II. Za njen dokaz nam je potrebna sljedeca

lema

Lema 3.1 Ako su dogadaji Ay, Aa, ... nezavisni tada su i dogadaji A, AS, .... takode nezavisni.
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Dokazacemo da iz nezavisnosti dogadaja A; i A slijedi nezavisnost dogadaja A i A§. Opsti slucaj

se dokazuje analogno. Dakle, neka su A; i Ao nezavisni dogadaji. Sada je

P(A7A3) =1—-P(A1UAy) =1 — P(A1) — P(Ag) + P(A1)P(Az) = P(A7)P(A3).
U dokazu najavljene leme ¢emo koristiti dobro poznatu nejednakost: 1 —z < e ™, 0 <z < 1.

Lema 3.2 (Borel Kantelijeva lema II) Ako su dogadaji A,,n = 1,2,... nezavisni i

> P(Ay) = oo tada je P(A*) = 1.
n=1

Dokaz.P(A*) =1 — P( G ﬁ A;) —1- nangoP< ﬁ A;) (jer je ﬁ AS = B, T)
n=1k=n k=n k=n

n—oo m—oo

=1- lim lim P(ﬁAi)(jerje ﬁA‘,;:Cmi,mEn, ﬁAc: ﬁ C’m>
k=n k=n m=n

k=n

m
=1- lim lim JJ(1—-P(Ax)>1- lim lim e Zk=n P4 =1,

n—00 M—00 n—00 M—00
k=n
. . y 0 =3 P
jer je zbog divergencije reda ) P(4;), lim e k= = 0 za svako n. Dakle, P(A*) = 1.

Primjer 3.18 Kolika je vjerovatnoca da se u fiktivnom beskonacnom nizu bacanja kocke bar jednom

zabiljezi 1000 uzastopnih Sestica?

Oznagimo sa W dogadaj ¢iju vjerovatnocu trazimo. Neka je A; dogadaj da Sestica stalno pada od
prvog do hiljaditog bacanja, A2 dogadaj da Sestica stalno pada od hiljadu prvog do dvije hiljaditog
bacanja, .... Primijetimo, A* C W, 61% = P(A;) = P(Ay) = ... i dogadaji A,,n = 1,2,.. su

nezavisni. Na osnovu Borel Kantelijeve leme II zaklju¢ujemo P(A*) =1 te je P(W) = 1.

Primjer 3.19 Izvodi se serija nezavisnih opita. Neka je A dogadaj iz opita, P(A) = p i neka je
Ap,n = 1,2,... dogadaj da se izmedu2™-tog i 2"t — 1-0g ponavljanja dogadaj A realizuje n puta
uzastopno. Ako jep < % tada je P(A*) =0, ako jep > % tada je P(A*) = 1. Dokazati!

a)p < % Neka je B; dogadaj da se pocevsi od i-tog ponavljanja realizuje n uzastopnih dogadaja A.

Sada je
2n+17,n 0o
A= |J Bi= P(A4) < (2" —n+1)p" <(20)" =Y P(A) < o0 = P(A) = 0.
1=2" n=1
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- (\ D, gdjeje D; dogadaj da od 2"+ (i — 1)n-tog do 2" +in — 1-tog ponavljanja
i=1
nisu realizovani samo dogadaji A. Koriste¢i P(D;) = 1 — p" dobijamo

[ﬁ—l]ﬂ

pag) < (- 5 Py > 1 - -] L B2

o0 n
Iz nezavisnosti dogadaja u nizu A,,n = 1,2, ... i divergencije reda ) % slijedi P(A*) = 1.
n=1

Primjer 3.20 Neka su dogadaji Ap,n = 1,2, .. nezavisni. Dokazati da je P(A*) = 0 ako i samo ako
o0

je > P(A;) < oo.
i=1

4 Slucajne promjenljive (veli¢ine)

Sva teorijska razmatranja u tekstu koji slijedi su vezana za vjerovatnosni prostor (2, §, P). Prirodno
je da se sa skupa ) prede na, u matematici najbolje izuceni, skup realnih brojeva R. Taj prelazak

se ostvaruje uz posredovanje funkcije koja se naziva slué¢ajna promjenljiva.

DEFINICIJA 4.1 Funkcija X : © — R se naziva slu€ajna promjenljiva ako za svaki Borelov skup
B vazi

X '(B)={w:X(w)eB}e§. (4.1)

Za funkciju kojom je definisana slu¢ajna promjenljiva kaze se da je (&, B') mjerljiva. Iz teoreme
koja slijedi (ne¢emo je dokazivati) zaklju¢ujemo da se slu¢ajna promjenljiva moze definisati tako §to

¢e se uslovom (4.1) zamijeniti sa nekim od pet navedenih.
Teorema 4.1 Svaki od navedenih uslova potreban je i dovoljan da bi funkcija X : Q — R bila
sluc¢ajna promgjenljiva.

a) X YG) ={w: X(w) € G} € F za svaki otvoreni skup G C R.

b) X H(~o0,2)) = {w: X(w) <z} €F, za svako x € R.

¢) X7 ((—o0,2]) = {w: X(w) <z} €F, za svako z € R.

d) X Y[x,00)) = {w: X(w) =2} €T, za svako x € R.

e) X (z,00)) = {w: X(w) >} €F, za svako x € R.

Sljede¢om teoremom ¢emo zadati jedno znacajno o polje.
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Teorema 4.2 Neka je X slucajna promjenljiva. Tada je familija
o(X)={X"YB): BeB'}
o-polje.
a) Q= X"YR) € o(X).
b) Neka je A € o(X). Tada postoji skup B € B! takav da je A = X ~!(B). Sada imamo

A° = (X"Y(B))° = X 1(B°) € o(X).

c¢) Neka je A,, n € N, niz skupova iz o(X). Zbog toga §to je X slucajna promjenljiva, za svako
n € N postoji skup B, € B! takav da je A, = X 1(B,). Sada imamo

D A, = G X 4B, = X*l(fj B,) € o(X).
n=1 n=1 n=1

Ovim je dokazano da je o(X) o polje. o(X) je pod polje o polja § i naziva se o polje generisano
sluéajnom promjenljivom X .4

Neka je X slucajna promjenljiva zadata na vjerovatnosnom prostoru (€2, F, P) i neka je Px :
B! — [0, 1] funkcija definisana sa

Px(B) = P{w: X(w) € B} = P(X"Y(B)),B € B.. (4.2)
Lema 4.1 Funkcija Px () je vjerovatnoéa na mjerljivom prostoru (R, B).

a) Px(B) = P{w: X(w) € B} >0, B € B' i Px(R) = P(X"}(R)) = P(Q) = 1.

b) Neka je B;, i € N, BN B; =0, i # j. Sada je

Px(d> Bi)=P(X'(D_B)) =P _ (X (B)) =) Px(Bi).¢

1€eN ieN ieN 1€EN

DEFINICIJA 4.2 Funkcija Px se naziva raspodjela vjerovatnocée slu¢ajne promjenljive X il

kraée raspodjela slucajne promjenljive X. Vjerovatnosni prostor (R, B, Px) naziva se fazni
prostor slué¢ajne promjenljive X.

Primjer 4.1 Now¢i¢ se baca dva puta. Prostor ishoda je Q = {PP, PG, GP, GG}.
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Slu¢ajna promjenljiva¢ina X koja predstavlja broj palih pisama data je sa:

X(GG) =0, X(PG) = X(GP) =1, X(PP) =2.

Slu¢ajna promjenljiva Y koja predstavlja razliku broja palih pisama i grbova data je sa:
Y(PP)=2, Y(PG)=Y(GP)=0, Y(GG) = -2.

Kao sto vidimo iz ovog primjera, na jednom vjerovatnosnom prostoru mozemo zadati vise slu¢ajnih

promjenljivih. <

Primjer 4.2 Neka je (2, §, P) vjerovatnosni prostor,

Q= {a7 b, C}, §= {{av b}v {C}aQ;®}7 P({G,b}) = %, P({c}) = %

Neka je funkcija X : Q — R zadato sa

Tada je X 1(1) = {b} ¢ §. Dakle, X nije slucajna promjenljiva. Ovim primjerom je pokazano da

postoje funkcije iz 2 u R koja nisu slu¢ajne promjenljive. <

Primjer 4.3 Kocka se baca jednom. Zadacemo slucajne promjenljive:
a) X(1)=X(2)=X3)=X(4)=X(5) =X(6)=0,
b)Y(1)=Y3)=Y(5)=0,Y(2)=Y(4)=Y(6) =1,

c) Z(1)=1,Z(2)=2,7(3)=3, Z(4) =4, Z(5) =5, Z(6) = 6.
Imamo
o(X)=1{0,Q}, o(Y) ={{1,3,5},{2,4,6},Q,0}, 0(Z) = P(2). «

Primjer 4.4 Neka je A € § i neka je

0, we A°
IA(W):{l weA

Slucajna promjenljiva I4 se naziva indikator dogadaja A.«
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DEFINICIIA 4.3 Za slucajnu promjenljivu &iji je skup realizacija konacan ili prebrojiv kazemo da je

diskretnog tipa. Ako je kodomen konacan, tada govorimo o prostoj sluéajnoj promjenljivoj.

Neka je W = {x; : i € I}, I je konacan ili prebrojiv skup, kodomen diskretne slu¢ajne promjenljive

XiAi={w:X(w)=ua;},i €I. Jasno, > A, =Qi
icl

X(w) = inui (w).

Vazi i obrnuto. Naime, ako su dogadaji A;,i € I, I je konacan ili prebrojiv skup, takvi da je
YA, =01 X(w) = > xila,(w) gdje su z;,i € I realni brojevi, tada je X (w) diskretna slucajna
i€l iel

promjenljiva.

Neka je X(w) = > wila,(w). Ako je w € A;, tada je X(w) = x;, ¢ € I. Neka je p; =
i€l
P(A;),i € I. Raspodjela vierovatnoca Px slu¢ajne promjenljive X odredena je nizom parova brojeva

(x1,p1), (x2,p2),. ... Zaista, za svaki Borelov skup B vazi Px(B) = Y. p;. Kako je Px(R) =1,

i:x;EB
to je > p; = 1. Standardni nacin biljeZenja raspodjele vjerovatnoce diskretne slu¢ajne promjenljive
i€l
X je dat tabelom
r1 Xy X
X 1 T2 T3
b1 P2 P3

Primjer 4.5 Tetraedar na c¢ijim su stranama zapisani brojevi 1,2,3,4 baca se dva puta. Neka je X

zbir palih brojeva.

Imamo, Q = {(1,1),(1,2),...,(4,4)}, § =P(Q) i P je indukovano ¢injenicom da je P(w) = 15, Vw €

Q). Formirajmo skupove

Ay = {X(w) = 2} = {(17 1)}7142 = {X(w) = 3} = {(172)7 (27 1)}7
As = {X(w) = 4} = {(1,3), (272)’ (37 1)}7A5 - {X(w) = 6} = {(2,4), (472)7 (3’3)}7
Ag ={X(w) =71 ={(3,4),(4,3)}, A7 = {X(w) =8} = {(4,4)}

ineka je x1 = 2,29 = 3,23 = 4,24 = 5,25 = 6,26 = 7,27 = 8. Sada je

7
X(w) = Z xpla, (W),
k=1
a raspodjela slucajne promjenljive X je data shemom

X :

®©l= W
wl— =3

Sh=
S~
= O
Sl o
5\“ o0
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Naime,
Pr = P(Ak),k =1,2,...,7. <

Bernulijeva shema i binomna raspodjela

Kao rezultat izu¢avanja sljedeé¢e jednostavne sheme dobijeno je nekoliko znacajnih teorema Teorije

vjerovatnoce.

Neka je (Q0,80, Po) vjerovatnosni prostor inicijalnog opita. Iz §p izdvajamo dva dogadaja:
A, Py(A) = p naziva se uspjeh i A¢, Py(A°) = q,p + ¢ = 1 naziva se neuspjeh. Mi ¢emo po za-
vrSetku inicijalnog opita u slucaju realizacije uspjeha biljeziti 1, u slucaju realizacije neuspjeha
biljeziti 0. Matematicki model koji prati ovakvo postupanje je vjerovatnosni prostor (21,31, P1)
gdje je Q1 = {0,1}, §1 =P(1) i P; je indukovana sa P;({1}) = p; P1({0}) = ¢. Dakle, polaze¢i od

inicijalnog opita dogli smo do opita u kome postoje samo dva ishoda - uspjeh i neuspjeh.

DEFINICIIA 4.4 Opit u kome se n puta ponavlja opit sa samo dva ishoda u uslovima koji obezbjeduju

nezavisnost ponovljenih opita naziva se Bernulijeva shema.

Vjerovatnosni prostor Bernulijeve sheme je (€2, F, P) gdje je
Q=07 ={w:w=(wi,....wp),w; €{0,1},i=1,2,....,n}, F=P(Q).

Ako je w € , tada je
P(w) =p*q" ",

n
gdje je k broj jedinica odnosno uspjeha kod ishoda w, tj. k= > w;.
i=1
Neka je u Bernulijevoj shemi S, broj uspjeha. Nadimo raspodjelu slu¢ajne promjenljive S, tj.
nadimo P{S, = k},k = 0,1,...,n. Dogadaju {w : Sp(w) = k} odgovaraju n-torke sa k jedinica a

njih ima (Z) Vjerovatnoca svake n-torke sa k jedinica je p*¢"* te je
_ _(n k n—k _
P{S, =k} = )P ,k=0,1,...,n.

Za slucajnu promjenljivu S, kaZzemo da ima binomnu raspodjelu sa parametrima n i p i koristimo

zapis Sy, : B(n,p). Imamo,

> P{S, =k} =) <Z>pkq”_k =(p+q" =1 (4.3)
k=0 k=0

Jednakost (4.3) pokazuje da je suma vjerovatnoca koje se pojavljuju kod binomne raspodjele jednaka
1. Takode, iz jednakosti (4.3) se vidi da su vjerovatnoce iz binomne raspodjele jednake ¢lanovima

Njutnovog razvoja n tog stepena binoma p + q.
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Primjer 4.6 Kocka se baca deset puta. Naéi raspodjelu slucajne promjenljive X koja je jednaka broju

pojavlyivanja brojeva djeljivih sa tri.

Opit tretiramo kao Bernuilijevu shemu sa 10 ponavljanja (bacanja) opita u kome su ishodi padanje
broja koji je djeljiv sa 3-uspjeh i padanje broja koji nije djeljiv sa 3-neuspjeh. Vjerovatnocéa uspjeha

Jje % Slu¢ajna promjenljiva X prebrojava uspjehe te mozemo konstatovati X : B(10, %), iza Cega

10 1 k 2 10—k
per = () () (2)" koo

Primjer 4.7 r cestica se rasporeduje na n orbita oko atomskog jezgra. Nadéi raspodjelu slucajne prom-

stoji

jenljive X koja je jednaka broju cestica rasporedenih na orbiti koja je najbliZa jezgru.

Trazimo P{X = k},k = 0,1,2,...,r tj. vjerovatno¢u dogadaja da je na orbiti koja je najbliza
jezgru rasporedeno k cestica. r Cestica se na n orbita moze rasporediti na n” nacina. k Cestica koje

¢e biti rasporedene na orbiti koja je najbliza jezgru se moze izdvojiti na (2) nacina, a preostalih

r — k Cestica se moze razmjestiti na preostalih n — 1 orbita na (n — 1)"~* nac¢ina. Dobijamo
V(n—1)—k
P{X == k} - (k)(—r)7k - 071’2,...,T.

Primijetimo, ako je r = 2n tada

2k
P{X =k} — Ee_Q,n —00,k=0,1,2,...

Rasporedivanje Cestica na orbite mozemo tretirati kao Bernulijevu shemu u kojoj se opit biranja
orbite za ¢esticu ponavlja r puta, a uspjehom se smatra izbor orbite koja je najbliza jezgru. Jasno,

vjerovatnocéa uspjeha je % Imamo X : B(r, %) te je

P{X =k} = (;) (%)k(l - l)rfk, k=0,1,2,..,1. 4

n

Primjer 4.8 U kutiji je n bijelih i m crnih kuglica. Slucajno se a) po modelu sa vradanjem, b) po
modelu bez vraéanja, vadi k,1 < k < n+m kuglica. Naéi raspodjelu slucajne promjenljive X koja je

jednaka broju izvadenih bijelih kuglica.

n
n+m’

a) X : B(k, 1) jer je vierovatnoca vadenja bijele kuglice u svakom vadenju

b)
(1) (%)

P{X:l}:W
k

, max{0,k —m} <! < min{n, k}. (4.4)
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Raspodjela zadata sa (4.4) se naziva hipergeometrijska i koristi se notacija X : H(n, m, k).

n
m—+n

U slucaju kada —-p, 0<p<1,n— oo, tada

k
P{X =1} - <l>plqk_l,l:(),1,...,k‘,p: 1—q, n— oo.

Dakle, grani¢na raspodjela je binomna. «

Primjer 4.9 Naéi raspodjelu slucagne promgjenljive X koja je
a) jednaka broju ponavljanja neuspjeha (ili prosto broju neuspjeha) do ostvarivanja prvog uspjeha,
b) jednaka broju neuspjeha do ostvarivanja r tog uspjeha, v > 1.

Vjerovatnoca uspjeha je p.

o0
a) P{X =k} = ¢"p,k =0,1,2,..; 3" pg" = {£. = 1.
k=0

b) P{X =k} = (*7 1)k k=0,1,2,...

Raspodjela iz a) se naziva geometrijska sa parametrom p i koristi se notacija X : G(p), a iz b)
negativna binomna sa parametrima r i p i koristi se notacija X : Bi(r,p). U sluc¢aju r = 1 dobija

se geometrijska raspodjela.
Ako X : G(p), tada je P{X =m+n|X >n} =P{X =m},m=0,1,..;n=1,2,...(x). Zaista,
_P{X=m+n} ¢"™Mp

P{X=m+n|X >n} = -
P{X >n} S
> @p

i=n

=pq" = P{X =mj}.

Primijetimo, uslov-dogadaj X > n je ekvivalentan dogadaju da se u prvih n ponavljanja opita
registruju neuspjesi. Sa (%) se tvrdi da je nakon registrovanja neuspjeha u prvih n ponavljanja
opita, vjerovatnoc¢a registrovanja jo§ m neuspjeha do ostvarivanja uspjeha jednaka vjerovatnoéi da
se nakon registrovanja neuspjeha u prvih m ponavljanja opita, ostvari uspjeh. Dakle, rezultati su
jednaki bez obzira da li brojanje neuspjeha do ostvarivanja uspjeha kreée od pocetka ili nakon n,n €
N, registrovanih neuspjeha. Svojstvo raspodjele izraZeno sa (x) se naziva svojstvom odsustva

pamédéenja ili svojstvom odsustva posljedice.

Pokazimo da je geometrijska jedina raspodjela ¢iji je domen Ny i koja ima svojstvo odsustva
pamcenja (*).. Neka je X slucajna promjenljiva za koju vazi (x). Uvedimo oznaku py = P{X =
k}, k, k=0,1,... Iz (x) slijedi

P{X =m+n}=P{X =m}P{X >n}.
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Zamjenom m = 0 dobijamo p, = poP{X > n}, odakle slijedi p1 = po(1 — po), p2 = po(1 —
10)%, sk = po(1 — po)*, ... «

Primjer 4.10 U kutiji se nalazi n bijelih ©+ m crnih kuglica. Iz kutije se po modelu bez vraéanja vade
kuglice. Naéi raspodjelu slucajne promjenljive X koja je jednaka broju crnih kuglica koje se izvade

prije nego Sto se izvadi r-ta bijela kuglica.

P{X =k} = (") (%) n—r+1 _ (kal) (m+:lz_—:c—r) .
(kn-ljfl) m+n—k—r+1 (my—l—n) ) , 1, ... m.

Dobijena raspodjela se naziva negativna hipergeometrijska i koristi se zapis Hi(n, m,r).

n
m—+n

U slucaju kada —-p, 0<p<1, n— oo, tada

k+r—1

P{X:/-c}—>< ]

>qkpr,k:(),1,2,...,qzl—p,n—>oo.

Dakle, grani¢na raspodjela je negativna binomna. U modelu sa vracanjem, raspodjela slucajne

promjenljive Y koja je jednaka broju crnih kuglica izvadenih prije nego Sto se izvadi r-ta bijela

P =i = (T () () =002

r—1 m+n m+n

kuglica je

Primjer 4.11 n kuglica na kojima su zapisani brojevi 1,2, ....,n se na slucajan nacin razmijesta u n
kutija koje su oznacene brojevima 1,2, ....,n i to tako da se u svaku kutiju smjesti tacno jedna kuglica.
Naéi raspodjelu slucajne promjenljive X koja je jednaka broju kutija kod kojih je broj kutije jednak

broju kuglice koja je smjestena u kutiju.

Iz zadatka o rasijanom dekanu slijedi da je

11 (—1)"
P{X =0} =g =g+t

Oznagimo sa A dogadaj da su brojevi na r izabranih kuglica jednaki brojevima kutija u koje se
kuglice smjestaju. Oznacimo sa B dogadaj da se ni jedan od preostalih n — r brojeva na kuglicama

ne podudara sa brojem kutije u koju se kuglica smjesta.
n n n\(n—r)!/1 1 (=1)n=r
P{X=r}= P(AB) = P(A)P(B|A) = — ==+ =0,1,...,n.
{ } (7’) (AB) <r> (A)P(B|4) <r> n! (2! 3!+ +(n—7’)!)’r el

Granicni sluc¢ajevi binomne raspodjele dovode do dvije znacajne raspodjele: Puasonove i nor-

malne.
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Teorema 4.3 Neka je S, : B(n,p,), (n € N) i neka je lim np, = \,0 < A < co. Tada za svako
n—o0
k=0,1,2,... vaZi
Ak
lim P{S, =k} = ge*%

n—oo

Uvedimo oznaku np, = A,. Na osnovu uslova imamo lim A\, = \. Za proizvoljno k = 0,1,2,..

n—oo
imamo
nn—1)...(n—k+1) /A \\* Ap \ "k
Pis, 1) - (B (- 2y
{5n } k! n n
Y An\ " 1 k—1 An\h AR
- —”(1——") (1—f)...(1— )(1—4) AN TGN
k! n n n n k!
Grani¢ne vjerovatnoce iz prethodne teoreme su vezane za realizacije k,k = 0,1,2,..., a kako je
oo
}\C—Te_A =1 to prethodna teorema sugeriSe sluc¢ajnu promjenljivac¢inu X sa raspodjelom
k=1
)\k
P{X =k} = ﬁe_’\, k=0,1,2,...,A>0.

Za ovako raspodjeljenu sluc¢ajnu promjenljivu kazemo da ima Puasonovu raspodjelu sa parametrom
A 1 koristimo zapis X : P(A). Puasonova raspodjela je rasprostranjena u praksi. Suptilna analiza
pokazuje da je po Puasonovom zakonu raspodijeljena slu¢ajna promjenljiva koja prebrojava kosmicke

Cestice koje padnu na neki lokalitet u toku, recimo jednog sata.

Ako je S, : B(n,p,) tada na osnovu Teoreme (4.3) za promjenljivake n i male p,, vazi priblizna

formula .

A
P{S, =k}~ ﬁe—xn’ k=0,1,2,...,n, A0 = npn.

Ova aproksimacija se obi¢no upotrebljava ako je n > 20, np, < 10.

Primjer 4.12 Kolika je vjerovatnoéa da medu 1000 slucajno odabranih osoba njih cetvoro slavi rodan-

dan prvog januara?

Slu¢ajna promjenljiva X koja medu odabranim "prebrojava" osobe rodene prvog januara ima (1000, %)

raspodjelu koja se aproksimira sa P(2,73) raspodjelom. Dakle, traZena vjerovatnoca je

9 4
2.73) ’47'3) e »™ =0,151.
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Funkcija raspodjele slu¢ajne promjenljive

DEFINICIJA 4.5 Funkcija raspodjele vjerovatnocée slu¢ajne promjenljive X (ili kratko funkcija
raspodjele) je funkcija Fixy = F': R — [0, 1] zadata sa

Flz)=P{X <z}=Plw: X(w) <z}, z€R.

Primjer 4.13 Nowcié se baca dva puta. Neka je X broj palih pisama. Imamo:

Q= {(GG). (GP), (PG), (PP)},§ = B(Q)

1

i yjerovatnoca se zadage tako $to se svakom elemntarnom ishodu pridruzi vjerovatnoca .

Za x < 0 imamo F(z) = P{w: X(w) <} = P{0} = 0.

Za 0 < z < 1 imamo F(z) = P{w: X(w) < 2} = P{(GG)} = 1/4.

Za 1<z < 2imamo F(z) = P{w: X(w) < 2} = P{(GG), (GP),(PG)} = 3/4.
Za x> 2 imamo F(z) = P{w: X(w) < 2} = P{Q} = 1.

Funkcija raspodjele slu¢ajne promjenljive X je

0, =<0
Pla) = 1/4, 0<x<1.
3/4, 1<z<2

1, >2

Primijetimo da se raspodjela slu¢ajne promjenljiva X moze procitati sa grafika funkcije F(z).
Naime, tacke u kojima funkcija F'(z) ima skok su vrijednosti slu¢ajne promjenljive, a veli¢ina skoka

jednaka je vjerovatnoéi sa kojom se uzima odgovarajué¢a vrijednost. «
Nave§c¢emo svojstva funkcije ragspodjele.

a) F(r) je monotono rastuc¢a funkcija. Dokazimo. Neka su x1 i xo proizvoljni realni brojevi

takvi da je 1 < 9. Imamo

{X <z} C{X <22} = F(x1) = P{X <21} < P{X < 22} = F(x2).

b) F(—o0) = lim F(x) =0, F(co) = lim F(z)=1.
T——00 T—00
Zbog monotonosti funkcije F'(z) dovoljno je dokazati da je lim F(—n) = 01i lim F(n) = 1.

n—o0 n—oo
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Dogadaji A, = {X < —n}, n € N, ¢ine monotono opadajudi niz i (| A, = 0 (ne postoji ishod w
n=1

takav da je X (w) manji od svih negativnih cijelih brojeva). Iz neprekidnosti vjerovatnoce u odnosu

na opadajuéi niz dogadaja slijedi

lim P(A4,) = lim F(—n) = F(—o0) = P(:fi A,) = P{0} = 0.

n—o0 n—oo

Dogadaji A, = {X > n}, n € N, ¢ne monotono rastuciuéi niz i |J 4, = Q. Iz neprekidnosti
n=1

vjerovatnoée u odnosu na rastuéi niz dogadaja slijedi

lim P(A4,) = lim F(n) = F(c0) = P(gl A,) = P{Q} = 1.

n—oo n—oo
c) Za Vx € R vazi F(x —0) = F(z) tj. funkcija F(z) je neprekidna sa lijeve strane u
svim tac¢kama. Dokazimo ovo tvrdenje.

Neka je x proizvoljan realan broj i neka je z, = x — %m € N. Za niz dogadaja A, = {X < z,}

oo
vazi Ap T1{X <z} = |J An. Na osnovu neprekidnosti vjerovatnoée u odnosu na monotono rastuci
n=1

niz dogadaja, imamo

F(z) =P{X <z} =P{ @1 Ap} = ILm P{X <uz,} = ILm F(z,)=F(z—0).

d) Funkcija raspodjele F(x) ima najviSe prebrojivo tacaka prekida. Uspostavi¢emo 1-1
preslikavanje sa skupa tacaka prekida u skup Q odakle ¢e slijediti tvrdenje. Neka je xg proizvoljna
tatka prekida i preslikajmo je u racionalnu tacka go sa polusegmenta [F'(xg), F'(x + 0)). Istovjetno
preslikavamo svaku tacku prekida tj slikamo je u neku racionalnu tacku sa polusegmenta "prekida".

Zbog disjunktnosti polusegmenata slijedi injektivnost preslikavanja.
e) Neka je [a,b) proizvoljan segment na realnoj pravoj. Tada je
P{X € [a,b)} = F(b) — F(a). Dokazimo.
{w: X(w) €a,b)} ={a < X <b} ={X <b} \{X < a},
dobijamo

P{X € [a,b)} = P{{X < b} \ {X < a}} = P{X < b} — P{X < a} = F(b) — F(a).

f) Neka je xg proizvoljan realan broj. Vazi: P{X = x¢} = F(xo + 0) — F(x¢). Zaista,

P{X =z} = P( ﬂ {xo < X <0+ %}) = lim [F(zo + %) — F(zo)] = F(zo + 0) — F(x0).

n=1
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g) Neka je Fx funkcije raspodjele vjerovatnoce slu¢ajne promjenljive X. Neposredno iz f) slijedi:

funkcija F'x je neprekidna u tacki zg ako i samo ako je P{X = x¢} > 0.

Primjer 4.14 Neka je g,,n = 1,2,... jedno nizanje racionalnih brojeva sa R i neka je X slucajna

promgjenljiva sa raspodjelom
1
pn=P{X =q,} = o= 1,2,..

Imamo,

F(x) = Z Dn.

n:gn<r

Skup tacaka prekida funkcije F'(z) je ve¢ pomenuto nizanje racionalnih brojeva. Dakle, funkcija

F(x) je monotono rastuca i njen skup tacaka prekida je svuda gust na R. <«

Kratak izvod iz Teorije mjere
Generalni skup ¢emo oznacavati sa S.

DEFINICIIA 4.6 Nenegativna o aditivna funkcija skupa na o polju V se naziva mjera. Ako na o

polju V postogi mjera, skupovi sa'V se nazivaju mjerljivim, a par (S,V) mjerljivim prostorom.
Vjerovatnoca je normirana mjera na (€2, §).

DEFINICIJA 4.7 Mjera m na polju P je nenegativne funkcijo skupa takva da za disjunkine skupove

Ap,n €N za koje je > Ap € Pwazim( ), An) = >, m(Ay).
neN neN neN

Teorema 4.4 (Karateodorijeva teorema o proSirenju mjere) Za mjeru zadatu na polju P pos-
toji jedinstveno progirenje na o(P).
DEFINICUJA 4.8 Funkcija F : R — [0,1]: koja je

19 monotono rastuca,

20 neprekidna sa lijeve strane i

30 F(—x) =0, F(oo) =1

se naziva funkcija raspodjele.

Komentar. Funkcija raspodjele iz (4.5) je bila vezana za konkretnu sluc¢ajnu promjenljivu dok se

definicijom (4.8) opisuju funkcije koje nazivamo raspodjelama. Upotrebu istog termina objasnice
posljedica (4.1).
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Teorema 4.5 a) Ako je P vjerovatnoca na mjerljivom prostoru (R,B') tada je
F(z) = P((~c0,2)), 7 € B

funkcija raspodjele.

b) Ako je F funkcija raspodjele tada postoji jedinstvena vjerovatnosna mijera (vjerovatnoéa) P =
Pr (indeksom F naglasavamo da je mjera zadata pomocu F) na mjerljivom prostoru (R, B') takva
da je

Pp((—00,2)) = F(x) zaVx € R.

POSLJEDICA 4.1 Neka je F funkcija raspodjele. Tada postoji vierovatnosni prostor (2, §, P) i sluca-

gna promjenljiva X na njemu takva da je Fx = F.

Dokaz. Na (R, B!, Pr) definisimo slu¢ajnu promjenljivu X (w) = w,w € Q. Imamo

Fx(z) = Pp{w: X(w) <z} = Pr{w : w <z} = Pp((—o0,z)) = F(x) za Vz € R.

POSLJEDICA 4.2 Ako je P normirana mjera na mjerljivom prostoru (R,BY) tada postoji slucajna
promjenljiva X takva da je P = Px. To je slucajna promjenljiva ¢ija je funkcija raspodjele F(x) =
P((_OO7 .@))71} eR.

Posriepica 4.3 Sa P = Px — Fx se uspaostavlja biunivoka korespondencija izmedu skupa

vjerovatnosnih mjera na (R, B') i skupa funkcija raspodjele.

Neka je X slu¢ajna promjenljiva sa raspodjelom Px i funkcijom raspodjele Fx. Neka je za
proizvoljni polusegment [a,b), uy ([a,b)) := Fx(b) — Fx(a). Prisjetimo se da je Fix(b) — Fx(a) =
Px([a,b)). Funkciju p #y koju smo zadali na polusegmentima proirimo do vjerovatnosne mjere na
mjerljivom prostoru (R, B). Imamo tp, = Px. Mjera p,, - se naziva Lebeg-Stiltjesovom. Koristeci

uobiCajenu notaciju iz teorije Lebegovih integrala imamo

P(X7Y8)) = Px(S) = / P(dw) = /Px(dx) = /dFX(z),S c B
S

X-1(S) S

Dakle, zadatak trazenja vjerovatnoce sa kojom slu¢ajna promjenljiva "upada" u Borelov skup se
moze rijesiti kori§¢enjem funkcije raspodjele-treéi intagral, u literaturi je poznat kao Lebeg-Stiltjesov.
Ovakav postupak je jednostavniji u odnosu na dva prethodna koja podrazumijevaju kori§¢enje mjera

P i Px (dva prva integrala).
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DEFINICIIA 4.9 Funkcija F' je funkcija raspodjele diskretnog tipa ako za nju vazi
F(z)= Z i, T € R,
1, <x
gdje su p;,i € I, I je konacan ili prebrojiv skup, neki nenegativni brojevi za koje je > . p; = 1, a

i€l
xi, 1 € Isu neki realns brojevi.

Lako se provjerava da je diskretna funkcija raspodjele funkcija raspodjele.

Teorema 4.6 Slucajna promjenljiva X je diskretnog tipa ako 1 samo ako je njena funkcija raspodjele

Fx diskretnog tipa.

Ako je X diskretna slu¢ajna promjenliva sa raspodjelom P{X = x;} = p; tada je Fx(z) =
> pi. Obrnuto, ako je Fx(x) = Y. p; tada je P{X = z;} = p;.

122 <T x; <x

DEFINICIJA 4.10 Za slucajnu promjenljivu X kaZemo da je neprekidna ako je funkcijo Fx neprekidna.

DEFINICIJA 4.11 Za sluc¢ajnu promjenljivu X kaZemo da je apsolutno neprekidnog tipa ako

postoji nenegativna funkcija g takva da

xT

Fx(z) = / g(t)dt za Vx € R. (4.5)

—00

Za funkciju raspodjele slucajne promjenljive apsolutno neprekidnog tipa kaZemo da je apsolutno

neprekidnog tipa.

Slu¢ajne promjenljive apsolutno neprekidnog tipa su neprekidne. Funkcija g se naziva gustina
oo
slu¢ajne promjenljive X ili prosto gustina od X. Jasno, [ g¢(t)dt = Fx(oco) = 1. U Analizi se
—0o0
dokazuje da u svim tackama neprekidnosti funkcije g vazi F'(z) = g(x).
Neka je [a,b) proizvoljni polusegment na realnoj pravoj i neka je X slu¢ajna promjenljiva apso-
lutno neprekidnog tipa sa funkcijom raspodjele F' i funkcijom gustine g. Imamo

b a b

P{X € [a,b)} = F(b) — F(a) = / g(t)dt — / g(t)dt = / g(t)dt.

—0o0 —0o0
Takode, za proizvoljni Borelov skup S vazi
P{X € B} = / dF(t) = / o(t)dt.
B B
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Prvi integral je Lebeg Stltjesov, a drugi Lebegov. Znagdi, raspodjela slu¢ajne promjenljive apsolutno
neprekidnog tipa je odredena njenom gustinom (ili njenom funkcijom raspodjele, znamo iz opsteg

slucaja).
Ako je gustina g slu¢ajne promjenljive X neprekidna, iz teoreme o srednjoj vrijednosti integrala
slijedi
P{zg < X <z + Az} = g(xo)Az + o(Azx), Az — 0.

Ako je
P{zo < X <x0+ Az} = h(xo)Az + o(Ax), Az — 0, za Vo € R,

dokazuje se da je F'x apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom h. Isto tvrdenje vazi u slucaju

promjenljive X ¢iji je nosa¢ mjere interval (a,b), stim da se u prethodnoj formulaciji R mijenja sa
(a,b).

Teorema 4.7 Ako za neprekidnu funkciju raspodjele F' neke slucajne promjenljive X vazi

tada je X slucajna promjenljiva apsolutno neprekidnog tipa i njena gustina je F'.

Teorema 4.8 Funkcija g je funkcija gustine neke slucajne promjenljive X ako i samo ako je neneg-

o0
ativna i [ g(t)dt = 1.

—0o0

Postoje dvije definicije koje su ekvivalentne definiciji (4.11).

DEFINICIJA 4.12 Za sluc¢ajnu promjenljivu X kaZemo da je apsolutno neprekidnog tipa ako

postoji nenegativna funkcija g takva da za svaki polusegment [a,b) vaZi
P((a.t) = [ g(t)dr

DEFINICIIA 4.13 Za slucajnu promjenljivu X kaZemo da je apsolutno neprekidnog tipa ako

postoji nenegativna funkcija g takva da za svaki Borelov skup S sa R vaZi
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Primjer 4.15 Slucajno biramo tacku iz intervala (a,b). Odgovarajuéi vierovatnosni prostor formiramo
u tri koraka. Prvo, za dogadaje proglasavamo polusegmente sa (a,b) (jer je najlakSe provjeriti da li se
takav dogadaj realizovao, tj da li izabrana tacka pripada polusegmentu) a za proizvoljni [c,d), [c,d) C
(a,b), P([c,d)) = g. Zatim formiramo polje C koje ¢ine konacéne unije disjunkinih polusegmenata
sa (a,b), a vjerovatnoéa se zadaje kao zbir vjerovatnocéa polusegmenata koji ¢ine uniju. Pokazuje se
da je ovako zadata vjerovatnoéa-mjera korektno definisana na C. I na kraju, formiramo (Q,§, P)
gdje je Q2 = (a,b),§ = a(C) = By i P je prosirenje (jednoznacno, teorema Karateodori) sa C na
o(C). Konkretno, ako je B € B,y tj B je Borelov skup sa (a,b) tada je P(B) = %(QB) gdje je mes

Borelova mjera. <

Primjer 4.16 Slucajno biramo tacku iz G € B"™ tj G je Borelov skup sa R™. Po analogiji sa primjerom

(4.15), Q = G,§ = Bg, a P(g) = ;;f;((g)),g € Bg, mes je Borelova mjera na R™. Ouvako zadata

vjerovatnoda se naziva geometrijska. 4

Primjer 4.17 U sluc¢ajnom opitu iz primjera (4.15), formirajmo slucajnu promjenljivy X (w) = w.
Slucagna promgjenljiva X prati opit slucajnog izbora tacke sa intervala (a,b). Realizacije promjenljive

X cine skup (a,b) (nosac mjere-vjerovatnocde). Za proizvoljni interval (¢, d) C (a,b) imamo

d
merle 0ot _ f
P X <d} = = t)dt
{c< X < d} mes(ab) g(t)dt,
gdje je
L te(ab),
gt)=4q "¢ ()
07 tg(aa
Sada je
x 0, z<a,
Fla) = /g(t)dt: so <o,
—00 1, =z

Mozemo postupiti 1 drugacije. Naime, imajuéi v vidu geometriju slucajne promgjenljive X nalazimo
F(z) a zatim gustinu dobijamo kao izvod od F(x). Za slucajnu promjenljivu X kaZemo da ima

ravnomjernu (uniformnu) raspodjelu na intervalu (a,b) i koristimo zapis X : U(a,b). <

Komentar. Funkcija gustine je odredena do na skup mjere 0. U prethodnom primjeru smo
nenulti dio funkcije gustine zadali na (a,b) ali smo nenulti dio mogli zadati i na [a,b) ili (a,b] ili
[a, b].

Primjer 4.18 Slucajna promjenljiva X ima eksponencijalnu raspodjelu sa parametrom X\, ako je
njena gustina g(x) = \e ™ x >0, A > 0. Koristimo notaciju X : E(\).
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Navedimo model u kome se pojavljuje slu¢ajna promjenljiva koja ima eksponencijalnu raspodjelu.
Sijalica pod¢inje sa radom u moment ¢ = 0 i radi neprekidno dok ne pregori. Pretpostavimo da je
vjerovatnoca da sijalica pregori u toku vremenskog intervala (t,t + At) uz uslov da nije pregorila
do momenta t jednaka AAt 4 o(At). Ova pretpostavka je u saglasju sa onim §to se u praksi desava.

Ozna¢imo sa X vrijeme rada sijalice do momenta kada pregori. Neka je Q(¢) = P{X > t}. Imamo

Q(t + At) = P{X > t}P{X >t + At|X >t} = Q(t)[1 — AAL + o(At)].

Dobijamo
QU+ A1) — Q(1) o( A1)
= —AQ(t t .
) Q) +Q(1) "
Nakon traZenja grani¢ne vrijednosti kada A — 0 dobijamo diferencijalnu jednadinu
dQ
— = =AQ(¢).
=

Nakon rjefavanja, uzimajuéi u obzir da je Q(0) = 1, dobijamo Q(t) = e~*. Dakle F(t) = 1—e™ t >
0, i gustina g(t) = Ae™™, t > 0. Lako se provjerava

P{t < X <t+4ulX >t} = P{X <u}.(%)

Dakle, eksponencijalna raspodjela ima svojstvo odsustva pamdéenja. Dokazimo da je eksponenci-
jalna jedina nenegativna apsolutno neprekidna raspodjela sa svojstvom odsustva pamcenja. (x) je

ekvivalentno sa

Q) — Q(t+u)
Q)
Uzimajuéi u obzir da je funkcija Q(t) neprekidna i ograni¢ena, dobijena funkcionalna jednacina ima
rjegenje Q(t) = e M A >0,t> 0. <

=1-Q(u) & Q(t +u) = Q)Q(w).

Primjer 4.19 Slucajna promjenljiva X ima normalnu raspodjelu sa parametrima m i o2, ako je

njena gustina

ey
= 202
o(z) We o° ,r€R

Koristimo notaciju X : N'(m,c?). 4

DEFINICIIA 4.14 Slucajna promjenljiva X je singularnog tipa ako je Fx neprekidna i Fi(z) =0

skoro svuda na R. Za funkciju raspodjele Fx kazZemo da je singularnog tipa.

Kantorova stepenica 7 je funkcija raspodjele singularnog tipa. Jedna znacajna teorema analize

42



kaze da funkcija raspodjele F' ima prvi izvod skoro svuda na R i za svaki polusegment [a,b) vazi

b

/ F(#)dt < F(b) — Fla).

a
Funkcija raspodjele F' je apsolutno neprekidnog tipa ako i samo ako za svaki polusegment [a, b) vaZi

b

/ F(t)dt = F(b) — Fla).
1
Primijetimo, [7/(t)dt =0 < 7(1) — 7(0) = 1.
0

Iz do sada izlozenog se vidi da se pripadnost sluc¢ajne promjenljive nekom od tipova izrazava u
terminima pripadnosti odgovarajuce funkcije raspodjele odgovarajucem tipu. Vjerovatnosnu mjeru
na (R, B) nazivamo diskretnom, apsolutno neprekidnom ili singularnom u zavisnosti od tipa slu¢ajne
promjenljive koja tu mjeru generiSe. Postoje slu¢ajne promjenljive ¢ija funkcija raspodjele ne pripada

ni jednom od tipova.

Teorema 4.9 Svaka funkcija raspodjele F' se na jedinstven nacin moZe zapisati u obliku
F(z) = a1 Fi(z) + agFa(x) + asFs(x)

gdje je F1 funkcija raspodjele diskretnog tipa, Fo funkcija raspodjele apsolutno neprekidnog tipa a F3
funkcija raspodjele singularnog tipa, oy, s, a3 2 0,1 + ag + a3 = 1.

Primjer 8. Neka je

0, =<
Fla)=4 ¢4+ 270 g<rgi
1, z>1.

F' je funkcija raspodjele i za nju vazi

Flz) = éFg(x) + gpg(x),

gdje je Fy funkcija raspodjele slucajne veli¢ine koja ima U(0, 1) raspodjelu a F3(x) = 7(z). Odgovara-
juéa vjerovatnosna mjera na (R, B') je mjesavina apsolutno neprekidne i singularne mjere. Primije-

o
timao, F' je neprekidna funkcijai [ F'(t)dt = %

—0o0
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5 Slucajni vektori

Skupovi oblika P = [ay,b1) X [ag,b2) X ...[an, b,) se nazivaju paralelopipedima na prostoru R™. Sa

‘P oznacimo kolekciju paralelopipeda.

DEFINICIIA 5.1 Minimalno o polje generisano kolekcijom P nazivamo Borelovim o poljem na R™.

Uobicajena oznaka je B"

Kao i u jednodimenzionalnom slucaju B" se moZe zadati na viSe nac¢ina. Sljedeéi analogiju mozemo

recimo konstatovati da je B minimalno o polje generisano otvorenim skupovima sa R"™.

Sva teorijska razmatranja u tekstu koji slijedi su vezana za vjerovatnosni prostor (2, §, P).

DEFINICUJA 5.2 Funkcija X = (X1, Xo, ..., Xp,) : Q@ — R" se naziva slu¢ajni vektor ako za svaki

Borelov skup B vazi
X YB)={w:X(w) € B} 5.

Kao 8to znamo iz analize, X(w) = (X1 (w), Xo(w), ..., Xp(w)) i X; : Q@ = R,i =1,2,...,n. Ako zelimo

da naglasimo dimenziju prostora, govorimo o n dimanzioalnom sluc¢ajnom vektoru.

Kao i u jednodimenzionalnom slucaju postoje ekvivalentne definicije. Recimo,

DEFINICUJA 5.3 Funkcija X = (X1, Xo, ..., X)) : Q@ — R" se naziva sluéajni vektor ako za svaki

paralelopiped P vazi
X HP) = {w: X(w) € P} € 3.

Teorema 5.1 Funkcija X = (X1, X9, ..., Xy) : Q@ — R” je slucagni vektor ako i samo ako je svaka

funkcija X;,1=1,2,....n slucajna promjenljiva.

(=) Dokazimo da je X; slu¢ajna promjenljiva. Za ostale funkcije dokaz je identi¢an. Neka je B

prozvoljan Borelov skup sa R.

X'B) = {w:Xi(w)e B}
= {w:(X1(w), Xo(w), .; Xn(w) E BXxRx ... xR} =X"YBxRx..xR)€F.

(<) Neka je P = [a1,b1) X [a2,b2) X ...[an, by). Imamo
XH(P) = {w: (X1(w), Xo(w), ... Xn(w)) € P} = [ {w: Xi(w) € [a5, 1)} € F.
=1
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Neka je X slu¢ajni vektor zadat na vjerovatnosnom prostoru (2, §, P) i neka je Px : B" — [0, 1]

funkcija definisana sa

Px(B) = P{w: X(w) € B} = P(X"'(B)), B € B".
Lema 5.1 Funkcija Px(-) je vjerovatnoéa na mjerljivom prostoru (R™, B™).

DEFINICIIA 5.4 Funkcija Px se naziva raspodjela vjerovatnodée sluéajnog vektora X ili krace
raspodjela slu¢ajnog vektora X. Vjerovatnosni prostor (R™,B"™, Px) naziva se fazni prostor
slu¢ajnog vektora X.

DEFINICUJA 5.5 Neka je X = (X1, X9, ..., Xy) : Q@ — R” slucajni vektor. Funkcija raspodjele
sluéajnog vektora X je funkcija Fx = F : R" — [0, 1] definisana sa

Fx(x) = F(x)=F(r1,22,...,2n) = Px((—00,x1) X (—00,22) X ...(—00, x,))

= P{w:X(w) € (—o00,21) X (—00,x2) X ... X (—00,zy)}
= Plw: Xj(w) <z1,Xo(w) < 22, ..., Xp(w) <z}, x = (21,22, ..., Ty) € R™.

Pokazimo kako se pomocu funkcije raspodjele ra¢una vjerovatnoca da dvodimenzionalni sluc¢ajni

vektor X = (X7, X2) "upadne" u paralelopiped [a1,b1) X [a2, b2).
PX([al, bl) X [CLQ, bg)) = P{(Xl, XQ) S [CLl, bl) X [ag, bQ)} = F(bl, bg)—F(bl, ag)—F(al, bg)—i—F(a1, CLQ).
Slijededi isti postupak rac¢una se vjerovatnoc¢a "upadanja" u paralelopiped u prostoru R3.

P, ([a1,b1) % [ag,b2) X [a2,b2)) = P{(X1, X2, X3) € [a1,b1) X [a2,b2) X [a3,b3)}
= F(b1,b2,b3) — F(b1,b2,a3) — F'(b1,a2,b3) — (a1, ba,b3) + F(b1,az,a3) + F(ay, bz, a3)
+F (a1, a2,b3) — F(a1,az,a3).

Predimo na opéti sluc¢aj. Paralelopiped P = [a1,b1) X [a2,b2) X ...[an, by) ima 2™ tjemena i to su

tacke oblika

x = (1,22, ..., Ty), gdje je x; = a; ili x; =b;, i =1,2,...,n.

Definig§imo znak tjemena:

(x) { +1, ako je broj indeksa j za koje vaZi x; = a; paran,
z(x) =

—1, ako je broj indeksa j za koje vazi x; = a; neparan.

Za proizvoljnu funkciju F' : R” — R ozna¢imo sa Ap(P) = ) 2(x)F(x), sumira se po svim tje-
X
menima paralelopipeda.
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Ako je P = [ay,b1) X [az,b2) X ...[an, by), a X slucajni vektor sa funkcijom raspodjele F' tada je

P, (P) = Ap(P).

Neka je F' funkcija raspodjele proizvoljnog n dimenzionalnog sluc¢ajnog vektora.

a) Funkcija F' je monotono rastuca i neprekidna sa lijeve strane po svakoj koordinati.

b) F(z1,z2,...,xs) — 0 kad bar jedna od koordinata x;,i € {1,2,...,n} tezi ka —oc.
F(x1,29,...,xy) — 1 kad (21,22, ...,2y,) = (00,00, ...,00).

Imajuéi u vidu jednodimenzionalni slu¢aj, prirodno je postaviti pitanje: Da li je svaka funkcija
Fx = F : R" — [0,1] koja ima svojstva a) i b) funkcija raspodjele nekog vektora? Odgovor je

negativan. Funkcija

1, (z1,m9) € D= {(xl,xg) cx1 > 0,29 > 0,21 + 29 > 1},

0, inace.

F(:L‘l,ZEQ) = {

ima svojstva a) i b). Pretpostavimo da je F(x1,x2) funkcija raspodjele nekog sluc¢ajnog vektora X.
Tada je

P ([1/3,1) x [1/3,1)) = F(1,1) — F(1/3,1) — F(1,1/3) + F(1/3,1/3) = —1.

Kontradikcija.
DEFINICIJA 5.6 Funkcija F: R™ — [0,1]: koja je

19 neprekidna sa lijeve strane po svakoj koordinati

i za koju vazi

20 F(xz1,29,...,7,) — 0 kad bar jedna od koordinata xz;,i € {1,2,....,n} teZi ka —oo.

F(x1,29,...,xy) — 1 kad (x1,x2,...,2y) = (00,00, ...,00).
3° Ap(P) > 0 za svaki paralelopiped P

se naziva funkcija raspodjele.
Teorema 5.2 a) Ako je P vjerovatnoca na mjerljivom prostoru (R™, B™) tada je
F(x1,x9,...,x,) = P((—00,x1) X (—00,22) X ... X (—00,2y))

funkcija raspodjele.
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b) Ako je F funkcija raspodjele tada postoji jedinstvena vjerovatnosna mjera (vjerovatnoéa) P =
Pr (indeksom F naglasavamo da je mjera zadata pomoéu F') na mjerljivom prostoru (R™, B"™) takva
da za svaki

x = (z1,22,..,2,) € R"
vaZi
Pp((—00,21) X (—00,x2) X ... X (—00,xy)) = F(x) za Vx € R"

i za svaki paralelopiped P = [a1,b1) X [ag,b2) X ...[an, by) vazi Pp(P) = AL (P).

PosLieDICA 5.1 Neka je F'n dimenzionalna funkcija raspodjele. Tada postoji vierovatnosni prostor
(Q,F, P) i slucagni vektor X na njemu takav da je F, = F.

POSLIEDICA 5.2 Ako je P mjera na mjerljivom prostoru (R™, B™) tada postoji slucajni vektor X
takav da je P = P,.

PosLJEDICA 5.3 Sa P = P,— I se uspaostavlja biunivoka korespondencija izmedu skupa vjerovat-

nosnih mgera na (R™, B™) i skupa n dimenzionalnih funkcija raspodjele.

Neka je X slucajni vektor sa raspodjelom P, i funkcijom raspodjele F,. Neka je za proizvoljni
paralelopiped P = [a1,b1) X [ag,b2) X ...[an, by), tr, = Ap, (P). Postupkom koji je detaljno opisan u
jednodimenzionalnom slu¢aju, funkciju skupa Ir, koju smo zadali na paralelopipedima, prosirimo
do vjerovatnosne mjere na mjerljivom prostoru (R",B"). Imamo fop, = Py. Mjera p, se naziva

Lebeg-Stiltjesovom.

Po analogiji sa jednodimenzionalnim slu¢ajem imamo:

P(X7Y(S)) = Px(S) = / P(dw) = /Px(dx) - /ng<x),s € B",x = (1,2, ..., ) € R™.
X-1(8) S S

Ako je X = (X1, Xy, ..., X,,) slucajni vektor tada je funkcija W = (X, Xi,, ..., X;,),1 < i1 <
19 < ... < i < n nastala odabirom nekih od funkcija koje ¢ine X takode slu¢ajni vektor. Raspodjela

slu¢ajnog vektora W se naziva marginalna.

DEFINICIIA 5.7 Za slucajni vektor ¢igi je skup realizacija konacan ili prebrojiv kaZemo da je diskretnog

tipa.

Primjer 5.1 Inicijalni opit u kome posmatramo dogadage



ponavljamo n puta. Neka je S1 broj opita u kojima se realizuje dogadaj Ay, So broj opita u kojima
se realizuje dogadaj Ao, ..

., Sk broj opita u kojima se realizuje dogadaj Ay. Primijetimo, S1 + So +
. + Sk = n. Imamo

P {(51, 82, ..., 8k) = (n1,n2, ..., ng) } = P{S1 = ny1, 5 = na, ..., Sk = ny}
n!

7, n2 TV
nl!ngl...nk,llnk!pl Py”.py M1, N2,

ng 2 0,ny +no 4 ... +np = n.

Znamo da je

n!
(pr+p2+...+pp)" = Z 1y’

Tl
pl p2 pk .
Ino! In.!
T nyngl.. Np—1:MNk-
TN,y ng 20

Slucagni vektor (S1,S2, ..., Sk) tma polinomnu raspodjelu i koristimo zapis

(Sla S27 ceey Sk) : M(n7p17p27 7pk)

Na intervalu (0, 1) slucajno biramo n tacaka. Naéi raspodjelu slucajnog vekotora (S1,S2,53) gdje

je S1 broj izabranih tacaka sa (0,1/6), Sz broj izabranih tacaka sa (1/6,1/2), a S3 broj izabranih
tacaka sa (1/2,1).

!
P{(S1, S, 85) = (n1,n2,n3)} = ——

m(1/6>n1(1/3)@(1/2)"37”1,”2,n3 > 0,n1 +n2 +n3 =n,
(51,52,53> ZM(TL, 1/6, 1/3, 1/2). <

Neka je (X,Y) diskretni slu¢ajni vektor sa raspodjelom
P{X,Y) = (zyj)} =pijri=1,2,,5 =1,2,., %Y pij =1
i g

Potrazimo marginalne raspodjele.

¢i=P{X =x;} = P{X = xi,Z{Y =yt = ZP{X =2,V =y;} = me-.

Sli¢no,

rj=P{Y =y} =) pij
i
DEFINICIJA 5.8 Slucajni vektor X = (X1, X5 ..., X,,) je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji
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nenegativna funkcija g : R™ — R, naziva se gustina, takva da za funkciju raspodjele vektora X vazi

Fx(xy,...,2p) = / / g(t1, ... tp)dty ... dty, za svaku tacku (xq,...,2,) € R".

Postoji ekvivalentna definicija:

DEFINICIJA 5.9 Slucajni vektor X = (X1, Xs ..., X,,) je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji
nenegativnag funkcija g : R™ — R takva da za svaki skup B € B™ vaZi

P{XGB}:/.../g(tl,...,tn)dtl...dtn.
B

U svim tackama neprekidnosti gustine g vazi

OE(t,. .., tn)

Oty ...0t =g(t1,...,tn).

Teorema 5.3 Funkcija g : R — R je gustina nekog slucajnog vektora ako i samo ako je nenega-

/.../g(tl,...,tn)dtl...dtn:1.
Rn

Ako je gustina g slucajnog vektora (X1, Xo, ..., X;,) neprekidna, tada je

tivna ¢

Plz; < Xy <z + Az, ey < Xy < 2+ Az} = g(x1, ooy ) Az1. . Ay + 0( Ay -+ - Ay,

gdje Axy — 0, ..., Axy — 0.

Ako je (X1, Xo, ..., X;,) slucajni vektor za koji vazi
Plz; < X1 <z + Az, ez < Xy < 2 + Axp} = h(xy, .y xn) Az Az + o( Azy - - - Axy),

gdje je (x1,xg, ..., xy) proizvolnji vektor iz R™ i Ax; — 0,..., Az, — 0, tada je h njegova gustina.

Neka je (X,Y") apsolutno neprekidni slu¢ajni vektor sa gustinom g(u,v). Tada je,

Fx(z)=P{X <z}=P{X <z,Y R} = / / g(u,v)dvdu

—00 —0O0
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te je X apsolutno neprekidna slu¢ajna veli¢ina sa gustinom

oo

gy (u) = / g(u,v)dv.
—0o0
Po analogiji, komponenta Y ima gustinu g, (v f g(u,v)du.
—0o0

Primjer 5.2 Slucajno se bira tacka iz oblasti W, W € B". Neka su X1, X, ..., Xy, koordinate slucajno

1zabrane tacke. Za proizvoljni skup w € B™ imamo

NWw)
P{(leXZa aXn) € w} = me;Z;W / / t15t27 ot dtldtQ dtna

gdje je

07 tl,tQ,...,t ‘/I/?
Gt tay e tn) = { 1 ( n) &
—L, (t1,t2, ..., tn) € W.

Znaci, (X1, Xo, ..., Xp) je apsolutno neprekidni vektor sa gustinom g. Koristi se zapis
(X1, X, ..o, Xp) : UW)

i kaze se da vektor (X1, Xa, ..., X;) ima uniformnu (ravnomjernu) raspodijelu na oblasti W .«

Neka je (X,Y) je slutajni vektor sa gustinom g. Pretpostavimo da je marginalna gustina g,

neprekidna i pozitivna u fiksiranoj tacki x. Za svako h > 0 vazi

P{Y h<X h
P{Y <ylt —h <X <z +h) { <y’$ <o+ h}

Plr—h< X <z+h}
_ fgoo fxmj:g(u?v)dUdU 2 fm+h fy U U dvdu
z+h - +h
fzj—h gx(u)du 25 f +h gX

Sada je

1 y
lim P{Y _h< X - L v)dv.
lim {Y <ylz—nh <z +h} e / g(x,v)dv

—00

Funkcija Fy|x—, : R — [0, 1] zadata sa

Fyx—(y) = p 1@) /_y g(z,v)dv

naziva se uslovna funkcija raspodjele sluc¢ajne promjenljive Y pri uslovu X = x. Funkcija

9Wlz) =gy x_,.(y) =
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se naziva gustina uslovne raspodjele sluc¢ajne promjenljive Y pri uslovu X = .

DEFINICIIA 5.10 Slucajne promjenljive X1, Xo, ..., X, su nezavisne ako su za svaku kolekciju skupova
S1 € B, ..., S, € B u potpunosti nezavisni dogadaji Xl_l(Sl), L XS,

n

Teorema 5.4 a) Neka su Fy, ..., F, redom, funkcije raspodjele slucajnih promjenljivih X1, ..., X,
i neka je F' funkcija raspodjele slucagnog vektora (X1,...,X,). Slucajne promjenljive X1, ..., X, su

nezavisne ako i samo ako za svaki vektor (z1,...,x,) € R™ vaZi
F(xi,...,xpn) = Fi(x1) -+ Fp(xy).
b) Diskretne slucajne promgjenljive X1, ..., X, su nezavisne ako i samo ako za svaki vektor (z1,...,x,) €

R™ vazi

k=1
¢) Neka su gi,...,gn gustine sluéagnih promgjenljivih X1, ..., X, i neka je g gustina slucajnog
vektora (X1,...,Xy). Slucajne promjenljive X1, ..., X, su nezavisne ako i samo ako za svaki vektor
(1, ...,2y) € R™ vazi jednakost

g(@1,.. . 2n) = g1(@1) - - gn(@n).
DEFINICIJA 5.11 Funkcija f : R® — R je Borelova ako za svaki skup S € B! vazi f~1(S) € B™.

Lema 5.2 Neka je X = (X1, Xo,...., X)) ¢ f : R" — R Borelova funkcija. Tada je Y = f(X) =
F((X1, X2, ..., Xp)) : Q@ — R slucajna promjenljiva.

Neka je S proizvoljan Borelov skup sa R.

Lema 5.3 Neka su f,g: R — R Borelove funkcije. Ako su X iY nezavisne slucajne promjenljive

tada su f(X) i g(Y) nezavisne slucajne promgjenljive.

Neka su S7 1S5 proizvoljni Borelovi skupovi sa R. Zbog pretpostavljene nezavisnosti promjenljivih
X 1Y slijedi nezavisnost dogadaja (f(X))~1(S1) = X 1(f~1(S1)) i (g(Y)) " 1(S2) = Y 1(g71(S2)).

Primjer 5.3 Tri kuglice se na slucajan nacin razmgjestaju u tri kutije. Neka je X broj kuglica u prvoj
kutiji, a Y broj zauzetih kutija. Naéi raspodjelu sluéajnog vektora (X,Y). Da li su X i Y nezavisne

slucajne promjenljive?
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»Kutije ¢éemo oznacavati brojevima 1,2 i 3, a za ishode ¢emo proglasiti trojke kod kojih su

"koordinate" odredene rednim brojem kutije u koju se smjesta redom, prva, druga, treca kuglica.

Zmnadi,
Q={(1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),...,(3,3,3)}, Q = 27.

Sada je, recimo, (X,Y)(1,2,1) = (2,2). Pokazimo na jednom primjeru kako se dobijaju elementi

tabele kojom je zadata raspodjela vektora (X,Y). Npr.

P{w: (X, Y)(w)=(1,2)} =
= P{(1,2,2),(2,1,2),(2,2,1),(1,3,3),(3,1,3),(3,3,1)} = %

Raspodjela slu¢ajnog vektora (X,Y) se moze predstaviti tabelom

WX|0 1 2 3

2 1

1 |2 0 0 &

6 6 6
2 7w 2w ow 0
6
3 /0 & 0 o0
Sada imamo,

0 1 2 3 1 2 3
Xig g 6 12 1Y 53 5
27 27 27 27 27 27 27

Vijerovatnoce sa kojima slucajna promjenljiva X uzima odgovarajuée vrijednosti se dobijaju sumi-

ranjem elemenata iz kolone u kojoj se nalazi odgovaraju¢a vrijednost. Kad se radi sa slucajnom

promjenljivom Y, ulogu kolone preuzima vrsta.

Pokazimo da su komponente X i Y zavisne slu¢ajne promjenljive. Dovoljno je primijetiti da je

PIX,Y) = (2,2} = 5 # PIX=2}P[Y =2} = D = _ <

Primjer 5.4 Slucajne promgjenljive X 1Y su nezavisne, X : P(N\), Y : P(u). Naéi raspodjelu slucajne
promjenljive Z = X +Y.

» H, = {Y =1},l = 0,1,2... Zbog nezavisnosti komponenti X i Y, nakon primjene formule

potpune vjerovatnoée dobijamo
k k
P{Z=k}=) P{X+Y=kY=03P{Y =1}=) P{X=1-kP{Y =1}
=0 =0

—(A\+p) F k A k

_ e Z k-t A" _oaw

_TZ (l)NA —Te u7k—071...
=0
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Dakle, Z : P(A+ ). <

Primjer 5.5 Vektor (X1, X2) i ma U([a1,b1) X [ag, b2)) raspodjelu. Dokazali da su komponente X1 i
Xo nezavisne. Ako su komponente X1 : U[ay,b1) 1 X1 : Ulaz, be) nezavisne, tada vektor (X1, X2) i ma
U([a1,b1)X a2, b2)) raspodjelu. Dokazati! Vazi i prirodno uopstenge na sluéaj vektora (X1, X, ..., Xp).

Primjer 5.6 Vektor (X,Y) ima U({(z,y) : |u] + |v| < 1}) raspodjelu. Ispitati nezavisnost komponenti
X1iY.

Primjer 5.7 Slucajna promjenljiva X1 ima U(0,1) raspodjelu, a slucajna promgjenljiva Xo pri uslovu
X1 = x1 ima U(x1,1) raspodjelu (koristi se i zapis Xo : U(X1,1)). Naéi raspodjelu slucagjne prom-
jenljive Xo.

Primjer 5.8 Pretpostavimo da se u tacki (m,a),a > 0 nalazi izvor koji po pravoj liniji u smjeru x ose
zraci « Cestice. Oznadimo sa @ ugao koji prava linija putange cestice gradi sa y osom. Pretpostavimo
da je ¢ : U(=F,5) (4 svi pravei kretanja su ravnopravni) i oznacimo sa X tacku presjeka o Cestice

i x ose. Kako je X = m + atgp, imamo

_ 1 1 _
FX(x):P{X<x}:P{g0<arctgx m}=+-arctgx m
a 2 7 a

Odgovarajuca gustina je
a

1
S % LeR
7 (z—m)?+a? v

g(x) =
Za sluc¢ajnu promjenljivu X kaZemo da ima KoSijevu raspodjelu i koristimo zapis X : C(m,a). <
Neka su y1,y2, ..., yn : R — R pri ¢emu je yi(x1, z2, ..., £, ) najmanja od koordinata 1, xa, ..., Tn,

ya(z1, T2, ..., Tpn) je sljedeca po velicini od koordinata x1,xa, ..., Tn,..., Yn(T1, T2, ..., Tp) je najveca od

koordinata 1, z9, ..., z,. Neka je (X1, Xo, ..., X,,) slu¢ajni vektor. Sluc¢ajne velicine
Y1 = yl(Xla Xg, PN Xn), Yé = yQ(Xl, XQ, ceey Xn), ceny Yn = yn(Xla XQ, ceey Xn)
¢ine varijacioni niz.
Primjer 5.9 Slucajne promjenljive X1, Xo, ..., X, su nezavisne, jednako raspodijeljene, sa neprekid-

nom gustinom f(x) i funkcijom raspodjele F(x) i neka je Yi,1 < k < n, odgovarajuéi varijacioni

2.
a) Naéi gustinu slucajne promjenljive Y.

b) Naéi gustine slucagnih vektora (Y, Y)), 1 <k <l<ni(Y1,Ys,....Y,).
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»a) Izracunajmo vjerovatnocu da Yy "upadne" u [t,t + At). Prva moguénost je da ta¢no k — 1
veli¢ina iz kompleksa Xi, Xs, ..., X,, "upadne" u (—oo,t), jedna "upadne" u [t,t + At) i n — k
veli¢ina "upadne" u [t+ At, +00). Vjerovatnoca "upadanja" veli¢ine iz kompleksa u interval (—oo, t)
je F(t), u [t,t + At) je f(t)At + o(At), u [t + At,+00) je 1 — F(t + At). Sve ostale moguénosti
podrazumijevaju da u [t, t+At) "upadnu" bar dvije veli¢ina iz kompleksa, odgovarajuée vierovatnoce
su jednake (f(t)At + o(At))F = o(At), k > 2.

Pﬁ<}%<t+Aﬂ-m_kﬁ&_lﬂF“%ﬂXﬂwAt+dAﬂxy—F@+AQW*
+o(At) = = k;f('k — 1)!f(t)Fk’1(t)(1 — F())" R At + o(At), At — 0

te je fvi(t) = gepigemmn/ (OFF ()1 = F(1)" .

b) Izratunajmo vjerovatnocu da Yy "upadne" u [u,u+ Au) a Y; u [v,v+ Av). Prva mogucnost je
da k — 1 veli¢ina "upadne" u (—oo, u), jedna u [u,u+ Au), I — k —1 veli¢ina "upadne" u [u+ Au,v),
jedna veli¢ina "upadne" u [v,v + Av) i n — [ veli¢ina "upadne” u [v + Av,+00). Vjerovatnoca

realizacije preostalih mogucnosti je o(Aulv), Au, Av — 0. Dakle,

n!

(k=D n-0DN—-k—-1)!
(F(v) — Fu+ Au) 11 = F(v + A0)" ! + o( Au, Av) =

Plu <Yy <u+Au,v <Y <v+ Av} = FFY ) f(u) Auf (v) Av

n!
k—Dl(n— DIl —k— 1)
F)FFY(w)(F(v) = F(u) %11 = F())" ' Aulv + o(Au - Av), Au, Ao — 0,

f(u)

te je traZena gustina vektora (Y%, Y])

Foon (:9) =T == O @) (Fo) = ) =1 = )™,

u <.

Istim rasudivanjem se dobija da je gustina vektora (Y7, Y2, ..., Yy),

flur,ug, oyuy) =nlf(ur) f(ug) - flun), v <ug < ... < Up. 4

Na temu varijacionog niza uradi¢emo jedan primjer iz diskretnog modela.

Primjer 5.10 Iz kutije u kojoj su nalaze kuglice sa brojevima 1,2,...,100 po modelu bez vraéanja se

vadi 10 kuglica. Nadéi raspodjelu slucajne promgjenljive Y.

(kq)(mofk
P{Y6:k7}:45(1()())4 ;6§k<96-
10
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Primjer 5.11 Slucajne promgjenljive X i Y su nezavisne i jednako raspodijeljene, P{X = k} =

n%_l, k=0,1,....,n. Naéi raspodjelu slucajne promgjenljive Z = X 4+ Y.
a) 0 < k< n.
k
k+1
P{Z =k} = P{Z=klY =1}P{Y =1} = ——.
(Z=8) =3 PZ=HY =DPIY =1} = oy
b)yn+1<k<2n.
- 2n —k+1
P{Z =k} = P{Z=klY=0}PY=1l}=———+.
{ b= > P{ | P } CFSIE

l=k—n

Ako u koordinantnom sistemu xOy nacrtamo roj tataka ¢ije su apscise brojevi k, a ordinate odgo-
varajuce vjerovatnoée P{Z = k}, primjecujemo da je obris roja trougao. Zbog toga raspodjelu

slu¢ajne promjenljive Z nazivamo trougaonom.

Primjer 5.12 Slucajne promjenljive X 1Y su nezavisne 1 P{X = k} = %H’ kE=0,1,..,n, P{Y =
k} = #H’ k=0,1,....,m, m > n Naéi raspodjelu slucajne promjenljive Z = X +Y.

a) 0 < k< n.

- _k - - B _k B o k+1
PAZ =K} =3 P(Z =KX =DPIX =1} = 3 PY =k~ DP(X =1} = Gy
b)n<k<m.

n+1 1
(n+1)(m+1 m+1

P{Z =k} = zn:P{Z = kX =0}P{X =1} = zn:P{Y — k—I}P{X =1} =
=0 =0

com+1<k<m+n.

n n m+n—k+1
PZ=k}= 3 PIZ=HX=BP(X=l}= 3 PIY =k=IPIX =1} = Cogem.

Ako u koordinantnom sistemu xOy nacrtamo roj tataka ¢ije su apscise brojevi k, a ordinate odgo-
varajuce vjerovatnoce P{Z = k}, primjec¢ujemo da je obris roja trapez. Zbog toga raspodjelu

slu¢ajne promjenljive Z nazivamo trapeznom.
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6 Matematicko oc¢ekivanje, disperzija i koeficijent korelacije

Cesto je pozeljno imati neku sumarnu informaciju o slucajnoj veli¢ini. Medu tim informacijama —

karakteristikama, najvaZnije je matematicko ocekivanje.
Naveséemo primjer u kome ée biti sprovedena neformalna analiza. Zakljuéci ée se oslanjati na

intuiciju.

Primjer 6.1 Slucajna promgjenljiva X koje je jednaka palom broju u opitu u kome jednom bacamo

kocku ima raspodjelu

1 2 3 4 5 6
O T T
6 6 6 6 6 6°

Pretpostavimo da smo kocku bacili N puta 1 neka je jedinica pala Ny puta, dvojka N puta,...,

Sestica Ng puta. PotraZimo srednju vrijednost palih brojeva. Imamo

1N1—|—2N2--'—|-6N6
N .

Kada N — oo, tada ce, tako nam govori intuicija, % — %, i=1,2,...,6 (tj. relativna ucestalost
svakog od mogucih ishoda tezi ka %) Znaci, srednja vrijednost palih brojeva tj. realizacija slucajne
promjenljive X konvergira ka broju 1 - % +2- % 4+ ---6- % = 3,5. Koristi se zapis EX = 3,5 i
kaZe: matematicko ocekivanje slucajne promgjenljive X je 3,5. Mi cemo, motivisani nacinom na
koji je izracunat broj 3,5 u naSem primjeru, dati definiciju matematickog ocekivanja za proste sluca-
jne promgjenljive. Tacan smisao broju 3,5 ¢ uwopste matematickom ocekivanju ée dati zakon wvelikih

brojeva. <

DEFINICIJA 6.1 Neka je X prosta slucajna promjenljiva sa raspodjelom p(xg), k = 1,2,....n. Matem-
aticko ocekivanje EX slucajne veli¢ine X definisaéemo pomocu jednakosti

n
EX = aup(er)-
k=1

DEFINICUIJA 6.2 Neka je X slucajna promgjenljiva sa raspodjelom p(xy), k = 1,2, .... Matematicko

ocekivanje FX slu¢ajne promjenljive X definisacemo pomocu jednakosti

oo
EX =) ap(ar),
k=1
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ako ovaj red apsolutno konvergira. Ako red ne konvergira apsolutno, tada kaZemo da slucajna prom-

jenljiva X nema matematicko ocekivange.

Da bismo objasnili smisao uslova apsolutne konvergencije reda kojim zadajemo matematicko

o¢ekivanje, uradi¢emo jedan primjer iz Analize.

o] n
Primjer 6.2 Akoumzvojuln(l—&—x):—z(7;5) , —1 <z <1, stavimo x = 1, dobijamo
n=1
o
(—1)ntt 1 11 11
In2 = =(1-— —__Z e
B nzl n =30 tG-7+ BT
Potrazimo
RURESD S S S SRS SN SRS
2 4 6 8 424 2

Znacét, u redu io: % smo ispremgjestali clanove (drugacije ih poredali, drugacije indeksirali) i
na taj nacin sm:0 dobili red koji konvergira ka drugoj vrijednosti. Ovu moguénost pregrupisavanja
clanova u red ¢ija je suma razlicita od sume polaznog reda, daju uslovno konvergentni redovi. Kod
apsolutno konvergentnih redova, bez obzira na pregrupisavanje — preindeksiranje ¢lanova reda, suma

reda je uvijek ista. <

Tac¢ni smisao matematickom ocekivanju da¢emo kroz zakon velikih brojeva. Tamo ée biti pokazano

da je matematicko oCekivanje granica srednje vrijednosti realizacija slu¢ajne veli¢ine (u kom smislu

o0

granica, bi¢e tamo objasnjeno). Kada red >  xpp(zk) uslovno konvergira, tada se ¢lanovi mogu
k=1

preindeksirati tako da novoformirani red ima sumu koja je razli¢ita od polazne. Mi indeksiranjem

nekoj vrijednosti slucajne promjenljiva dodijelimo indeks 1, nekoj indeks 2 itd., a preindeksiranje
znaci drugaciju podjelu indeksa. Indeksiranjem smo pripremili ¢lanove za sumiranje, a suma treba

o0

da predstavlja granicu srednje vrijednosti realizacija. Dakle, kada bi red > xpp(zx) uslovno kon-
k=1

vergirao, granica srednje vrijednosti realizacija (tj. matematicko oekivanje) slu¢ajne promjenljive

bi zavisila od toga kako smo indeksirali njene vrijednosti. Imali bismo patologku situaciju da ista
karakteristika (tj. granica srednje vrijednosti realizacija) zavisi od ¢isto formalnog redanja vrijed-
nosti sluéajne promjenljive. U slucaju kada red apsolutno konvergira, suma ne zavisi od nacina
indeksiranja i zahtjevom da red § xpp(xy) apsolutno konvergira obezbjeduje se stabilnost sume
koja predstavlja granicu srednje \fr:ijlednosti realizacija.

Iz definicije (6.1) je jasno da svaka prosta slu¢ajna promjenljivaa ima ocekivanje (esto se prefiks

matematicko izostavlja). Navescéemo primjer diskretne slu¢ajne promjenljive koja nema oc¢ekivanje.
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Primjer 6.3 Slucajna promjenljiva X ima raspodjelu
X :

Buduéi da = (1-14 % — % + % — % +...) ne konvergira apsolutno, mozemo konstatovati da slucajna

s

promjenljiva X nema ocekivanje. <

Jednostavno se dokazuju sljede¢a svojstva matematickog ocekivanja diskretnih sluc¢ajnih prom-

jenljivih. Sva navedena svojstva vaze i u opstem slucaju.
S1) |[EX| < E|X]|.
S2) Ec = ¢, c je konstanta.
S3) Ako je X <Y, tada je EX < EY.
S4) E(a1 X1+ -+ apXp) = a1 EXy + -+ apn EX,,.

S5) Neka su X i Y nezavisne diskretne slucajne promjenljive. Tada je EXY = EXEY.

Primjer 6.4 Neka je S, : B(n,p). Tada je

_ - N\ &k n—k _ = (n—1)! k-1, n—1—(k—1)
ES”_kZOk<k>pq _npkzl(k—l)!(n—l—(k:—l))!p g

)n—l

=np(p+q =np. <

Primjer 6.5 Naéi ocekivanu sumu brojeva koji se izvlace u igri LOTO (izvlaci se 7 brojeva iz skupa

{1,2,...,39}).

»Neka je X7 sluc¢ajna promjenljiva koja predstavlja prvoizvuéeni broj, neka je Xo sluc¢ajna prom-

jenljiva koja predstavlja drugoizvuceni broj itd. Imamo

1 2 39
Xit | L s 1=12,..7
Jednaka raspodijeljenost sluc¢ajnih promjenljivih X;, ¢ = 1,2,...,7, je posljedica ¢injenice da je

vjerovatnoéa da recimo, broj 13 bude izvuéen u prvom izvlacenju ista kao i vjerovatnoé¢a da bude
izvuéen u drugom, tre¢em itd., dakle uvijek je %. Situacija je analogna onoj iz primjera 3.3. Trazena
suma je W = X7 +--- 4+ Xy, paje

1
EW = EXy+-+EX; =7 (1 42+ +39) = 140.

58



Zahvaljujuéi aditivnosti ocekivanja, oc¢ekivanje slu¢ajne promjenljive W smo nasli bez prethodnog

trazenja raspodjele ove sluc¢ajne promjenljive. Ista ideja se koristi i u sljedeéem primjeru.«

Primjer 6.6 Ravan je iSrafirana pravima koje obrazuju kvadrate duZine stranice 2a. Na ravan se baca

igla duzine 21 (I < a). Naéi ocekivani broj zasjecenih pravih.

»Neka je X broj zasjecenih horizontalnih pravih, a Y broj zasjecenih vertikalnih pravih. Buduéi

da je vjerovatnoca zasijecanja (Bifonov problem igle) %, imamo

0 1
XY _ 2 27
aT aT

pa je trazeno oCekivanje E(X +Y)=EX + EY = %. |

Primjer 6.7 Iz spila od 52 karte slucajno se po modelu bez vracanja vadi 10 karata. Naéi ocekivani

broj wzvadenih asova.

A i =1,2,...,10, i-ta izvadena karta je as, P(A;) = ;—2, W =14 +..4+14,teje EW = %g.

Primjer 6.8 Deset osoba ulazi u lift u prizemlju sedmospratne zgrade. Nadci ocekivani broj zaustavl-

janja lifta.

Primjer 6.9 U kutiyi se nalazi My kuglica sa brojem 1, Ms kuglica sa brojem 2,..., My kuglica sa
brojem N. Iz kutije se po modelu bez vracanja vadi n kuglica. Izracunatr oéekivani broj brojeva koji

se ne pojaviljuju.

Primjer 6.10 U kutyji se nalaze listice na kojima su zapisans brojevi od 1 do 20. Iz kutije se po modelu

sa vracanjem vadi 10 listica. Neka je X broj zabiljeZenih brojeva. Naéi EX.
Aii=1,2,...,20, medu izvadenim brojevima postoji broj i. X = I, + ... + La,,.

DEFINICIJA 6.3 Neka je X apsolutno neprekidna sluéajna promjenljiva sa gustinom g(x). Matem-

aticko ocekivanje EX slucajne promjenljive X definisaéemo pomocu jednakosti
o0
EX = / zg(x)dz,
—0oQ

ako ovaj integral apsolutno konvergira. Ako integral ne konvergira apsolutno, tada kaZemo da slucajna

promjenljiva X nema matematicko ocekivange.
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Zbog tijesne veze na relaciji sumiranje — integraljenje (sjetimo se da je integral uopstena suma) i

veze na relaciji vjerovatnoca — funkcija gustine, ovakva definicija je bila o¢ekivana.

Sljedeca teorema ima veliki teorijski i prakti¢ni znacaj.

Teorema 6.1 Osnovna teorema za matematicko oéekivanje. Neka je X apsolutno neprekidna

slucajna promgenljiva sa gustinom g(x) i neka je f: R — R Borelova funkcija. Tada je

Ef(X) = / f(2)g(x)de.

Dakle, oc¢ekivanje slu¢ajne promjenljive Y = f(X) mozemo dobiti bez prethodnog trazenja njene
funkcije raspodjele. Preporu¢ujemo ¢itaocu da vodeéi ra¢una o analogijama integral — suma i gustina

— vjerovatnoca, formulise prethodnu teoremu i za diskretne slu¢ajne promjenljive.

Neka je (X,Y) apsolutno neprekidni slu¢ajni vektor sa gustinom g(z,y) i neka je f : R> — R

Borelova funkcija. Za slu¢ajnu promjenljivu Z = f(X,Y’), analogno kao u teoremi (6.1), imamo

EZ://f(m,y)g(:v,y)dwdy- (6.1)
R2

Dali smo definicije matematickog oc¢ekivanja za diskretne i apsolutno neprekidne sluéajne veli¢ine.
U opstem slucaju, ocekivanje se identifikuje sa integralom koji se naziva Lebegov integral. Ako je

X sluéajna promjenljiva sa raspodjelom Px i funkcijom raspodjele F', tada je

EX = / X (w) P(dw) / 2Py (dz) = / 2dF(z).
Q

R R

Teorema (6.1). vazi u opstem slu¢aju uz zapis: Ef(X) = [ f(z)dF(z).

|zl )dx ne konver-

o0
Primjer 6.11 Slucajna promjenljiva X ima C(0,1) raspodjelu. Kako integral [ 1a7)
—0o0

gira, to moZemo konstatovati da slucajna promgjenljiva X nema ocekivanje. <

Primjer 6.12 X : U(a,b), EX = [ -2 dz = 4. <

Primjer 6.13 X : £(\), EX = [ Aze Mdz = ;. <
0
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o (z=m)?

Primjer 6.14 X : N(m,0?), EX = \/2;7_10 re 202 dx =

oo 02 0o
= \/% | e zdv=m, gdje je v = . Koristili smo poznati rezultat i e dx = V7. <
—0o0

—0o0

Primjer 6.15 Na kruznici poluprecnika 1 slucéajno se biraju tacke A i B. Naéi EX gdje je X = |AB).

sinSda = =. «

»a:U0,7), X =|AB|=2sin§, EX = |
0

3o
SIS

2ol

Primjer 6.16 Na kruznici se slucajno bira tacka T . Neka je T’ ortogonalna projekcija tacke T na
Oz osu i neka je slu¢ajna promjenljiva X jednaka rastojanju tacke T' od koordinatnog pocetka. Naci

gustinu slucajne promjenljive X 1 izracunati EX.

Primjer 6.17 U kvadratu duZine stranice 1 slucajno se bira tacka T. Naéi raspodjelu slucajne prom-

jenljive Z koja je jednaka rastojanju tacke T od najblize stranice kvadrata. Naéi EZ.

» Tjemena kvadrata ozna¢imo sa A, B, C, D, a projekciju sredista F na stranicu AB sa F. Zbog
simetri¢nosti, ne smanjujuéi op8tost, mozemo pretpostaviti da izabrana tacka pripada trouglu AFFE.
Oznacimo sa (X,Y) slucajni vektor koji predstavlja koordinate tacke T. Gustina ovog vektora je

o(x,y) =8, (z,y) €A AFE. Oc¢igledno Z =Y. Potrazimo gustinu komponente Y. Imamo

1/2 1/2
1 1
¢Y(y):8/dx:4—8y,0<y<2, pajeEZ:/y(4—8y)dy:6.
y 0

Ocekivanje smo mogli dobiti i primjenom formule (6.1). Naime,

1/2 "
1
EZ = // 8ydwdy:/dx/8ydy:6.<
AAFE 0 0

Primjer 6.18 Strijelac kruznu metu polupreénika 3 pogada sa vjerovatnoéom 0,7. Ako promasi metu
gubi euro, ako pogodi dobija iznos 3 — d eura, gdje je d rastojanje od pogodene tacke do centra mete.

Naéi EX gdje je X dobitak u jednom gadanju.

» H; meta je pogodena; Hy meta je promasena.

F(t) = P{X <t} = P{X < t|H\}P{H;} + P{X < t|H,} P{H,} = 0,3, -1 < t < 0.
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F(t)=0,7P{3—d <t} +0,3=0,7P{d>3—1}+0,3=0,72C=" 1 93 0 <t <3.

F(t)=1,t > 3.

e’} 3
EX = [ tdF(t) = —0,3+0,7 [ 2E gt — 0, 4. <
0

—0o0

Primjer 6.19 Osobe A i B su dogovorile susret koji ée pratiti sljedeéi uslovi. Mjesto susreta je fiksir-
ano, svaka osoba na mjesto susreta dolazi u slucaynom momentu tzmedu 12 1 13 sati ¢+ drugu osobu
éeka najvise 20 minuta. Neka je T vrijeme koje u cekanju provede osoba A. Naéi funkciju raspodjele

slucajne promjenljive T' 1 E'T.

Neka je X vrijeme koje protekne od 12 sati do momenta dolaska osobe A, a Y vrijeme koje
protekne od 12 sati do momenta dolaska osobe B. Jasno, (X,Y) : U((0,1) x (0, 1)), mjerna jedinica

je sat.
PP{T=0}=P{X-1<Y<X}=2.
0P{T <t} =P{T=0}V{X <Y < X+1}V{Y < X—2AX > 1-t}} = 242120 <t < &.

IPT=0=P{Y >X+3}Vv{V+i<X<2}} =5 P{T<t}=1t>1
1

3
ET=0P{T =0} + [t(3-20)dt+iP{T =11 =13 «
0

Zadrzimo se za trenutak na slucajnim prmjenljivim

-1 1 —100 100
X 11 i Y: 1 I
2 2 2 2

Ocigledno, EX = EY = 0 iako su X i Y bitno razli¢ite slu¢ajne promjenljive (i na ovom primjeru
se vidi da je matematicko ocekivanje manje informativno od funkcije raspodjele). Znacenja slucajne
promjenljive X su "bliska" o¢ekivanoj vrijednosti, a znaCenja slu¢ajne promjenljive Y su "daleko"
od ocekivane vrijednosti. Veli¢ina koja mjeri stepen koncentracije sluc¢ajne promjenljive oko njenog

ocekivanja naziva se disperzija.

DEFINICIJA 6.4 Disperzija DX slucajne promjenljive X se zadaje pomoéu jednakosti
DX = E(X — EX)2.
Jednakost iz definicije disperzije potencira da je ova karakteristika mjera odstupanja sluca-

jne promjenljive od njenog o¢ekivanja. Neposredno rac¢unanje disperzije je ponekad jednostavnije

sprovesti pomoc¢u jedne od dvije jednakosti.
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DX =E(X - EX)?=FEX?-2E(XEX)+ (EX)?>=FEX? - (EX)%
DX =EX(X -1)+ EX — (EX)%
Evidentira¢emo svojstva disperzije.

a) DX >0, D(cX) =c?DX, D(X + ¢) = DX, c je konstanta.

b) Bijenemeova jednakost: Akosu Xy, ..., X, nezavisne slu¢ajne promjenljive, tada je D (Z Xi> =
n
> DX;. Zaista, zbog nezavisnosti imamo

=1
n n 2 n
D (Z Xi> =FE (Z(X,- — EXQ) =Y E(X;- EX;)*+
=1 =1 =1
> B((X: - EX;)(X; — EX;)) =Y DX, + Y (EX; - EX;)(EX; - EX})
i i=1 i
=> DX,
i=1
i 0 1
Indikator I4 : ,p=P(A),q=1—-0p.
I-p »p

Ely=p; DIy =p—p*>=pg.

Binomna raspodjela. S, : B(n,p); P{S, =k} = ())p*¢" ", k=0,1,...,n

Sp = Ta, +1a, + ...+ 14,, gdje je A;,i = 1,2,...,n dogadaj da se u i-opitu ostvari uspjeh.
Dogadaji A; su zbog nezavisnosti opita nezavisni a samim tim su nezavisni i odgovarajuéi indikatori.
I na kraju

ES, = Elg, +Elq, + ...+ Ely, =np.

DS, = DIA1 + D[A2 + ...+ DIAn = npq.

U analizi koja slijedi, koristi¢emo:

oo !
1
kak—1 = ") = —1 1.
kzll’ Za: 1_1; 1—2)2 <T<

k=1
oo 0o k 22 " 9
k=2 k 2

Geometrijska raspodjela. X : G(p); P{X =k} =¢"p,k=0,1,2, ...
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o0
EX =pq Y kq" ' =1
k=1

[o¢]
DX = EX(X — 1)+ EX — (EX)? =pg® 3. k(k - 1)¢* > + 4 - @ _ g
k=2

Negativna binomna raspodjela. X : Bi(r,p),r > 2;

7

ktr—1
P{X:k}:< :i1 )qkpr,k::O,l,Q,...

X=X14+Xo+ ...+ X, gdje je X;,1 <t < r, broj neuspjeha od ostvarivanja ¢ — 1-og uspjeha do
ostvarivanja i tog uspjeha. Promjenljive X; su nezavisne i svaka ima G(p) raspodjelu pa je EX = 4
DX = ;—3

Hipergeometrijska raspodjela. X : H(n,m,k)

P{X =1}= W max{0,k —m} <! < min{n, k}.
k

0 1 0 1
X:IA1+IA2...+IAk;IAj: n ;IAZ'IA‘,-: (721) ,i%j,
n+m  m+n (m;")

gdje A;,1 < j < k dogadaj da se u j-tom izvlacenu izvadi bijela kuglica. Imamo:

EX = hn

m4+n’

EX2: kn —i—(kQ—k‘) (g) )

m+n

DX = ‘(rSTZ)(;n‘(;i;’?T)-
Negativna hipergeometrijska raspodjela Hi(n,m,r). Ozna¢imo sa ¢;,i = 1,...,m crne
kuglice, a sa C;,i = 1,...,m dogadaj da je kuglica ¢; izvadena prije nego Sto je izvadena r-ta bijela.
Primijetimo X = I¢, + ... + I¢,,. Izrac¢unajmo P(C;). Iz skupa kog ¢ine sve bijele kuglice i kuglica
¢; izaberimo r ¢lanova. Dogadaja C; se realizuje ako i samo ako se medu r izabranih kuglica nalazi
kuglica ¢;. Dakle, P(C;) = (’“(7‘;521()1) = nil

Puasonova raspodjela. X : P(\); P{X =k} = 2re  k=0,1,2,..

rm
 n+lc

k Xk
EX = kz k‘k,e =)\ Z (2 ll,e :)\e_)‘kz: ),‘C—!z)\.
1 =0

DX =EX(X —1)+EX — (EX)2 =Y k(k—1)2e  + A= A2 =224+ A = A2 = \.
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Primjer 6.20 Neka je T boj bacanja kocke do padanja desete Sestice. Nadéi raspodjelu slucajne prom-
jenljive T kao + E'T 1 DT.

Primjer 6.21 Neka je T boj bacanja kocke do padanja svih brojeva. Naéi ET ¢+ DT.

Primjer 6.22 Ewvidentiramo datume kada slucajno odabrani prolaznici slave rodendan (jednostavnosti
radi, datum 29. februar ne racunamo). Slucajna promjenljiva X je jednaka broju prolaznika koje
smo anketirali da bi dobili sve datume u godini. Naéi EX ¢ DX.

Primjer 6.23 Deset pisama se nasumce stavlja u deset koverata. Neka jw W broj osoba koje su dobile

odgovarajuce pismo. Izracunati EW 1 DW.

Primjer 6.24 Dvadeeset kuglica se stavlja u deset kutija. Neka je W broj slobodnih kutija. Izracunati
EW i DW.

b
Primjer 6.25 X : U(a,b), DX = [ £ do — (452)? = (b—a)® o

Primjer 6.26 X : £(\), DX = [ Az2e Mdz — &5 = 5. <
0

Primjer 6.27 Neka je X : N'(m,d?). Imamo

DX:E(X—’ITL)QZ/\/WC 202 dZUIO'Q.<

—00

Teorema 6.2 (Cebisovljeva nejednakost.) Ako slucajna promjenljiva X ima EX?, tada je za

svako € > 0
EX?
5

P{IX| > e} <
&

Dokaz. Defini§imo slu¢ajnu promjenljivu

v — 0, akojel|X|<e
e, akoje|X|>¢e

Ocigledno, Y < |X| = Y2 < X2, pa je

EX?> EY?=*P{|X| >¢c}.¢

Posljedica 1. P{|X — EX| > ¢} < 2—5, za svako € > 0.
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Teorema 6.3 (Bernulijev zakon velikih brojeva.) Neka je S, : B(n,p). Tada

S S
lim P{’n—p’>5}:0<<:> lim P{’n—plgs}: > (6.2)
n—00 n n—00 n
Dokaz. Primjenom Posljedice 1. i korig¢enjem ¢injenica E% =2 = p, D% = =K,
dobijamo
S D3
P{n—p‘>€}< anp—qg—>0,n—>oo.0
n 5 ne

Stepen zavisnosti izmedu slu¢ajnih promjenljivih se rac¢una pomoéu koeficijenta korelacije.

DEerINICIA 6.5 Kovarijacija izmedu slucajnih promgjenljivih X 1Y je cov(X,Y) = EXY—-EXEY,

a koeficijent korelacije izmedu slucajnih promjenljivih X 1Y je

_cov(X,Y) EXY - EXEY
Pxy VDXDY VDXDY

Pokazuje se da je |py | < 11 py, = *1 ako i samo ako je Y = aX +b. Takode, ako su slucajne
promjenljive X 1Y nezavisne, tada je EXY = EXFEY, te je p,, = 0. Obrnuto, kao sto pokazuje

sljedeéi primjer, ne vaZi.

Primjer 6.28 Nowcié se baca dva puta. Pojavi pisma pridruzujemo 0 poena, a pojavi grba jedan poen.

Neka je X suma poena kod bacanja, a Y razlika poena kod drugog i prvog bacanja. Naci py .

» Raspodjela vektora (X,Y") je data tabelom

X0 1 2

1

-1 |0 Lo

1 1

0 |7z 0 3

1

1 o 10
0 1 2 1 0 1 10
Xy Y XY
4 2 4 2 4 4 2

1
4
EX =1, EY =0, pxy =0, P{(X,Y) = (0,0)} # P{X = 0}P{Y = 0}.

Dakle, X 1Y su zavisne sluc¢ajne promjenljive iako je py, = 0. <

Primjer 6.29 Kocka se baca n puta. Neka je X broj palih Sestica, a Y broj palih jedinica. Naci py . .
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n
> X =) 14, A; je dogadaj da u i-tom bacanju padne Sestica.
i=1

Y =

o8

Ip;, B; je dogadaj da u j-tom bacanju padne jedinica.
1

J

1 5
EX=EY=1..n, DX=DY =3 .n,

n n n
EXY =E Z Z Indp, = Z ElzIp, + Z Z Bl Ip,
i=1 j=1 i=1 i#j

n2—n

36

jer su ¢lanovi u prvoj sumi jednaki nuli (ne moZemo istovremeno registrovati i 1i 6), u drugu sumu

ulazi n? —n ¢lanova (odbacujemo one kod kojih je i = 5), a vjerovatnoéa da u i-tom bacanju padne

Sestica, a u j-tom jedinica je 3—16. Nakon ove analize ostaje da objedinimo podatke i zaklju¢imo da
jepyy = —%. <
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