1 Slucajni opit

Eksperiment-opit je mocéan metod za spoznaju stvarnosti. Opitom se ispituje odnos izmedu uslova-
uzroka i posljedice. Deterministicki opit-isti uslovi uvijek dovode do istog rezultata. Kod slucajnog
opita ostvarivanje odredenih uslova ne dovodi do deterministickog rezultata. Teorija vjerovatnoce

izu¢ava matematicki model slu¢ajnog opita.

Primjer 1.1 Now¢ié se baca jednom. Ishodi-elementarni dogadaji koji se mogu desiti u ovom
opitu su: palo je pismo P; pao je grb G. Prostor ishoda, koristi se oznaka Q je skup skup &iji su

elementi ishodi koji se mogu desiti u opitu. U naSem slucaju Q = {P, G}.
Primjer 1.2 Nowcié se baca cetiri puta. Q@ = {PPPP, PPPG,...,GGGG}.
Primjer 1.3 Kocka se baca jednom. Q2 ={1,2,3,4,5,6}.

Primjer 1.4 Kocka se baca dva puta. Q = {(1,1),(1,2),...,(6,6)}.

Primjer 1.5 Nowdci¢ se baca do prvog padanja pisma. Q = {P,GP,GGP,...}.
Primjer 1.6 Strijelac gada u kruznu metu.

Primjer 1.7 Braunovo kretanje.

Rezultati slu¢ajnih opita se nazivaju slué¢ajnim dogadajima, ubududée ¢emo govoriti o do-
gadajima. Realizacija dogadaja, §to je prirodno, je ekvivalentna sa realizacijom nekog ishoda koji
dogadaju odgovara te se dogadaj identifikuje sa skupom ishoda koji tom dogadaju odgovaraju. Po
zavrSenom opitu, ako se ostvari ishod koji odgovara dogadju, konstatujemo da se dogadaj realizo-
vao, a u suprotnom da se nije realizovao. U opitu u kome dva puta bacamo kocku mozemo govoriti
o dogadaju A da je zbir palih brojeva 5. Skup ishoda koji odgovaraju dogadaju A éemo takode
oznatiti sa A1 A ={(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}.

Neka su A i B skupovi-dogadaji iz €.

AUB ={w: we Aili w e B}. Iz ovog zapisa zaklju¢ujemo: A|J B je dogadaj koji se realizuje
ako 1 samo ako se realizuje ili dogadaj A ili dogadaj B (ili ekvivalentno re¢enom, A(J B je dogadaj
koji se realizuje ako i samo ako se realizuje bar jedan od dogadaja A ili B). Dakle, A|J B je dogadaj
da se realizuje ili dogadaj A ili dogadaj B (A|J B je dogadaj da se realizuje bar jedan od dogadaja
A ili B).



ANB ={w: w € Aiw € B}. Iz ovog zapisa zaklju¢ujemo: A[) B je dogadaj koji se realizuje
ako 1 samo ako se realizuje i dogadaj A i dogadaj B (ili ekvivalentno re¢enom, A( B je dogada]
koji se realizuje ako i samo ako se realizuju oba dogadaja A i B). Dakle, A B je dogadaj da se
realizuje i dogadaj A i dogadaj B (A[) B je dogadaj da se realizuju oba dogadaja A i B). Ako je
AB = (), tada kazemo da se dogadaji A i B uzajamno isklju¢uju.

A\B ={w: we A, w ¢ B} je dogadaj da se realizuje dogadaj A i ne realizuje dogadaj B.

A ={w: w & A} je dogadaj (dogadaj suprotan dogadaju A) da se u opitu ne realizuje dogadaj

Ako je A C B tada kazemo da dogadaj A implicira (povladi) dogadaj B. Naime, iz realizacije
dogadaja A slijedi da je realizovan neki ishod iz A, a zbog A C B, taj ishod je iz B. Zaklju¢ujemo,
realizovan je dogadaj B. Relacija A C B se moZze interpretirati i na sljede¢i nadin: dogadaj A se ne

moze ostvariti ako se ne ostvari dogadaj B. Osoba ne moze biti majka ako nije Zena.

Q je izvjestan dogadaj. 0 je nemogué¢ dogadaj.

Primjer 1.8 U opitu u kome se kocka baca dva puta A je dogadaj da je zbir palih brojeva < 3, B je

dogadaj da w drugom bacanju padne paran broj, C je dogadaj da u drugom bacanju padne Sestica.

Naéi A|JB, AN B, A°, B\A i dokazati da je C C B.

U tekstu je bm skracenica za beskona¢no mnogo, a ss za skoro svi.

o0 oo
A* =limsup A, = hm An = {w se nalazi u bm ¢lanova nizaA,,n=1,2,...} = m U Ag.

n—o0 n=1k=n

Na jeziku Teorije vjerovatnoée A* je dogadaj da se realizuje bm dogadaja iz niza dogadaja
o0 o0

An,m =1,2,.... Dokazimo da je zapis A* = ﬂ U Aj korektan.
n=1k=n

Pretpostavimo da je w € A* tj. w se nalazi u bm ¢lanova niza A,,n = 1,2,... = w € U Ay
k=1

(u suprotnom se ne bi nalazilo u A;, A, As... a samim tim ni u bm ¢lanova niza A,,n = 1,2, ....),
(o]

w € U Ap (u suprotnom se ne bi nalazilo u Ay, As... a samim tim ni u bm ¢lanova niza A,,n =

k=2
o oo
1,2,...), .= we (] 4
n=1k=n
[e.e]
w € ﬂ U Ay = w € U Ap, w € U Ag, ... => iz w € U Ay, zakljutujemo da se w nalazi
n=1k=n k=1
u bar jednom od skupova i 1Z mza Ay, Ag, ..., neka je k1 € N indeks prvog skupa iz niza u kome se



o0
nalazi w; iz w € U Ay, slijedi da se w nalazi u bar jednom od skupova iz niza Ay, 41, Ak, +2, ...

k=k1+1
neka je ko € N (jasno ky < k2) indeks prvog skupa iz niza u kome se nalazi w =

w e Akl,w S Ak2,w S Ak3,...,k1 < ko <kszy .. =

w se nalazi u bm ¢lanova niza A,,n=1,2, ...

A, =liminf A, = lim A, =

n—o0 n—oo

= {w se nalazi u ss ¢lanovima nizaAd,,n = 1,2, ... (u svim osim u eventualno njih kona¢no mnogo)}

o0 oo
= N 4
n=1k=n
Na jeziku Teorije vjerovatnoce A, je dogadaj da se realizuju ss ¢lanovi niza A,,n = 1,2, ... (svi

osim eventualno njih kona¢no mnogo).

Ako je A, = A* = A tada se A naziva grani¢nim skupom niza A,,n = 1,2, ... i koristi se zapis
lim A, = A.

n—oo

o
Ako je niz A, monotono opadajuci tada je h_)m A, = ﬂ A,,. Ako je niz A, monotono rastuci
n—oo
- n=1
tada je nlg]go A, = LJ1 A,.
n—=

Primjer 1.9 Naéi lim A,. a) A, = [0 n=12,..0) A4, =(0,1),n=12 .
n—0o0

) 1)

Primjer 1.10 Ako je A2j = B;Agj_l = C,] = 172,3, ... naci A* 1 A",

Primjer 1.11 Ako je A, = K(("22,0),1),n = 1,2,3, ... naci A, i A*.

n

Pokazimo da je K((0,0),1) C A,. Neka je T'(z,y),2? +y* < 1,z > 0. Biramo n tako da je 5~ < x
i dobijamo da je | Co, T |<| OT |< 1 gdje je Cap, = (5, 0).

m

Biramo n tako da je ﬁ < 1—1]0T|. Koristimo oznaku Cop41 = ( 0). Na osnovu relacije

1
T 2nF10
trougla imamo |Co, 17| < |C2,110| + |OT| < 1. U sluéaju T(x,y),2% + y?> < 1,2 = 0. lako se

dokazuje da se izborom dovoljno velikog n dobija da je |Con 17| < 11 |Co,T| < 1. Uraditi!

Neka je T'(z,y),2* +y? = 1,2 > 0. Biramo n tako da je 5 < z = |Co,T| < |OT| =11 ovo vaii
za sve centre sa parnim indeksima veéim od 2n. Medutim, za svako n vazi |Co,1T| > 1. Tacke sa

koordinatama (0,1) i (0, —1) su van domasaja nasih skupova.



Neka je T'(z,y), 2 +y? > 1,2 > 0. Biramo n tako da je ﬁ < |OT|—1. Na osnovu relacije trougla
imamo |OT| < |OCan11| + |Coni1T| te zakljucujemo da je |Cop1T| > 1. Slucaj T(z,y), 2> + y? =
1,z = 0. se lako analizira. Dakle, A, = K((0,0),1), dok je A* zatvoreni centralni jedini¢ni krug bez
tacaka (0,1) i (0, —1).

Primjer 1.12 Neka je qn,n = 1,2... jedno nizanje racionalnih brojeva sa segmenta [0,1] i neka je
zadat niz skupova A, = [0,q,),n =1,2,... . Naéi A, 1 A*. (A, ={0}; A* =10.1).)

Neke od podskupova prostora ishoda €} ¢emo nazivati dogadajima. Prirodno je zahtijevati da
kolekciji dogadaja pripada izvjestan dogadaj €2, nemogu¢ dogadaj () i da je ta kolekcija zatvorena u

odnosu na skupovne operacije. Kolekciju dogadaja ¢emo oznacavati sa §.

DEerINICIJA 1.1 Kolekcija dogadaja § je polje ako vazi:
(A1) Qe 5.
(A2) Ako A € § tada A° € 5.

(A3) Ako AcF iBeg tada A|UB € 5.

DEFINICUIA 1.2 Kolekcija dogadaja § je o polje ako vaze (A1), (A2), (A8) i

(A4) Ako Ay €F, Ay €F,... tada | | A € 5.

=1

o polje je zatvoreno u odnosu na prebrojivo presjecanje. Zaista, ako A1 € §, A2 € §,... tada
o0 oo

je m A; = (U Af)C € §. Lako se dokazuje da je o polje zatvoreno u odnosu na operaciju razlike
i=1 i=1
skupova. Dokazuje se da je presjek o polja takode o polje.

Primjeri

1) Q= {1,2,3,...} i kolekciju § ¢ine skupovi iz € koji su kona¢ni ili su njihovi komplementi
konacni. Kolekcija § je polje koje nije o polje. Ako kolekciju 20 ¢ine skupovi koji su prebrojivi ili

su njihovi komplementi prebrojivi, tada je kolekcija § o polje.

2.) Neka je
[a,b) ={z € R:a<z<b}, —co<a<b< oo

i za potrebe primjera smatra¢emo da je [—00,b) = (—00,b) (ovo radimo da bi komplement skupa
[a,00) bio skup istog tipa). Kolekcija C koju ¢ne kona¢ne unije disjunktnih upravo formiranih

skupova tipa [a,b) je polje.



Neka je C kolekcija dogadaja koja nije o polje. Oznacimo sa Ay, A € A familiju sigma polja koja
sadrze C. Pomenuta familija nije prazna, u njoj se nalazi P(Q2). Koristeéi tvrdenje da je presjek o

polja takode o polje, zakljuéujemo da je

a(C) =) A

AEA

minimalno o polje koje sadrzi C. Naime, o polje o(C) je kao presjek sadrzano u svim o poljima koja
sadrze C te je minimalno. Minimalno ¢ polje koje sadrzi C se takode naziva minimalnim ¢ poljem

generisanim kolekcijom C

Borelovo o polje na R. Neka je 2 = R, neka je C; kolekcija intervala (a, b), neka je Co kolekcija
polusegmenata [a, b), neka je Cs kolekcija polusegmenata (a, b], neka je C4 kolekcija segmenata [a, b],
neka je Cj kolekcija intervala (—oo,a), neka je Cg kolekcija intervala (a,00), neka je C; kolekcija

otvorenih skupova i neka je Cg kolekcija zatvorenih skupova. Tada je
o(C1) =0(Ca) = ... = 0(Cs),
a ovo sigma polje se naziva Borelovo o polje na R i oznacava se sa B'.
Dokazimo da je 0(C1) = o(Cs).

(a.6) = | (a0 %} € 0(Cs) = C1 C o(Cs) = 0(C) C o(Cs).
n=1

(a,b] = m (a,b—l—%) EO’(Cl) = C3 CU(Cl) ja(c;;) CO’(C1).

2 Vjerovatnosni prostor

U slu¢aju opita u kom je skup  konacan ili prebrojiv, uobi¢ajeno, o polje dogadaja § je P(Q).
Svakom ishodu wj, i € I, pridruzujemo masu p(w;),7 € I, koju nazivamo vjerovatnoca ishoda w; i

od vjerovatnoca zahtijevamo da vazi:
a) 0 <p<wl) < 171 € Ia
b) > ierplwi) = 1.

Vjerovatnoca svakog dogadaja A € § se ra¢una po formuli

P(A)= Y plwi).

Lw;EA

Lako se dokazuje da vazi:



1) P(0) =0;2) P(Q) =1;3) PLAUB) = P(A) + P(B) — P(A(B); 4) P(A°) =1—- P(A).

Trojka (€2, §, P) predstavlja matematicki model opita i naziva se vjerovatnosni prostor opita. U

nasem slucaju, rije¢ je o diskretnom vjerovatnosnom prostoru.

U praksi se Cesto susrec¢u opiti sa kona¢no mnogo ravnopravnih-simetri¢nih ishoda. Zbog ravno-

pravnosti ishoda u slu¢aju kada je Q = {w;, wa, ..., wy } razumno je svakom ishodu pridruziti vjerovat-

nocu + tj. p(wi) = ... = p(wi) = % odakle zaklju¢ujemo da je za svako A € §
[ A
P(A) = +— (2.1)
| V|

Dakle vjerovatnoca dogadaja A je koli¢nik broja ishoda koji odgovaraju dogadaju A i broja svih

mogucéih ishoda. Formulom (2.1) je data tzv. klasi¢na definicija vjerovatnoce.

U sljede¢a dva primjera ishodi nisu ravnopravni.

Primjer 2.1 Nowcié¢ se baca do prvog padanja grba ali najvise dva puta.

Q= {P,GP,GG}; P(P) = 0,5; P(GP) = P(GG) = 0, 25.

Primjer 2.2 Now¢ié se baca do prvog padanja pisma. Q@ = {P,GP,GGP, ...}, P(P) = 0,5; P(GP) =
0,25; P(GGP) = 0,125, ....

Zapaza se da se u dugim serijama opita relativna ucestalost dogadaja ponasa stabilno. Ta sta-
bilnost ucestalosti ukazuje na to da se objektivno prisutna slucajnost realizacije dogadaja moze
kvantitativio mjeriti. Matematicka formalizacija gore pomenutog zapaZanja se ostvaruje kroz za-
kon velikih brojeva. Teorija vjerovatnoce se ne bavi zadatkom pravilnog zadavanja vjerovatnoca
pi,t = 1,2,..., N. Pri zadavanju ovih vjerovatnoé¢a vodi se ra¢una o intuitivnoj predstavi broja p;
kao relativnoj ucestalosti ishoda w; u dugoj seriji opita. Jedan od glavnih vjerovatnosnih zadataka

je da na osnovu vjerovatnoéa ishoda trazimo vjerovatnocée slozenih dogadaja.

Primjer 2.3 Komplet u kome je 36 karata se na slucajan nacin dijeli na dva jednakobrojna dijela.

Kolika je vjerovatnoca da se u oba dijela nalazi po 9 crnih i crvenih karata?

»Broj podjela je odreden izborom 18 karata iz kompleta od 36 karata, a tih izbora ima (‘fg) Iz

18

9) nacina. Isti rezon primjenjujemo i za

skupa od 18 crnih karata, 9 karata moZemo izabrati na (

crvene karte. Koristeéi princip proizvoda, dobijamo

p= (1922()198) ~ 0, 26.



Prilikom rac¢unanja je korig¢ena Stirlingova formula

nl ~ V2rnn"e "
Naves$c¢emo neke relativne frekvencije dogadaja ¢iju smo vijerovatnocu izracunali. Podaci poticu iz
jedne serije od 100 ponavljanja opita — podjela karata. Nakon 5 podjela relativna frekvencija je bila
0,4, nakon 10 podjela je bila 0,3, nakon 26 podjela je bila 0,23, nakon 50 podjela je bila 0,24, a
nakon svih 100 podjela relativna frekvencija je 0,24. Znaci, na pocetku serije relativna frekvencija

ima veliku fluktuaciju, a zatim se sa rastom serije relativna frekvencija stabilizuje. <

Primjer 2.4 U kutiji se nalaze cedulje na kojima su brojevi od 1 do 10. Iz kutije se po modelu bez

vraéanja vadi 5 cedulja. Kolika je vjerovatnoéa da brojevi na izvadenim ceduljama obrazuju rastuéi
niz? Ré

Primjer 2.5 U kutiji se nalazi b bijelih i ¢ crnih kuglica. Dva igraca jedan za drugim vade kuglicu
1 pobjeduje onay koji prvi izvuce bijelu kuglicu. Kolika je vjerovatnoéa pobjede igraca koi zapocinge

igru? Uraditi oba modela.

b+c
b+2c¢”

a) Model sa vrac¢anjem. b) Model bez vracanja.

¢ (1]
c parno, p= bz m, nlkl = n(n —1)...(n — k + 1), sumira se po parnim indeksima,
=0

c—1 [
c
c neparno, p==» g m, sumira se po parnim indeksima.
1=0

Primjer 2.6 Izracunati vierovatnocéu da za 30 osoba izmedu 12 mjeseci u godini , 6 mjeseci sadrzi po
2, a ostalih 6 mjeseci po 3 njihova rodendana. R: p = (162)% ~ 0,00035.

Primjer 2.7 r kuglica se razmjesta u n kutija. Izracunati vierovainoéu da

r!

n’’

a) u svakoj od prvih v kutija bude tacno jedna kuglica (n > 1), R: p =

b) u prvoj kutigi bude tacno 1 kuglica, u drugoj kutiji bude tacno ro kuglica,..., u n-toj kutiji bude
n

taéno Ty, kuglica, S r; =7, R: p= —2—.
i=1 n” [] 7!
i=1
¢) u jednoj od kutija bude ri, u nekoj drugoj ro itd pri cemu su brojevi r1,72, ..., medu sobom
n
razliciti, > r;=r. R:p= rinl

i=1 n” [] ri!
i=1

(3

Primjer 2.8 U kutiyi se nalazi n — 1-na bijela © jedna crvena kuglica. Iz kutije se po modelu bez

vraéanja vadi k,1 < k < n kuglica. Kolika je vjerovatnoca da medu njima bude crvena?



Primjer 2.9 m muskaraca i n Zena sjedaju u red. Kolika je vjerovatnoca da sve Zene sjede jedna pored

druge?

Primjer 2.10 Na éetiri strane kocke A utisnute su po 2 tacke, a na dvije strane utisnuto je po 5 tacaka.
Na svim stranama kocke B utisnute su po 3 tacke. Na celiri strane kocke C ulisnute su po 4 tacke,
a na dvije po jedna tacka. Biraju se dvije kocke, istovremeno se bacaju it "pobjeduje” ona kocka na

kojoj padne vise tacaka (padne veéi broj).

Analizirajmo varijante. Ako igraju kocke A i B, B pobjeduje ako na A padne 2. Dakle, pobjedu
kocke B povlate parovi 2 na A i 6 na B, a tih parova ima 4 - 6 = 24. Kako moguc¢ih ishoda ima
6-6 = 36 (6 je broj strana i na A i na B), to je vjerovatnoca pobjede kocke B, pp = % = %,
a vjerovatnoca pobjede kocke A, pyq = % Ako igraju kocke B i C, vjerovatnoca pobjede kocke C
je po = % (kocka C pobjeduje ako na njoj padne 4), dok je pp = % Ako igraju A i C, imamo

42426 _

pA = TERET = g (A pobjeduje u varijantama 1 : 2 na A, 1na C, 2°: 5na A)ipc = %.

Primijetimo, u igri kocaka A i B, bolja je kocka B — ima veéu Sansu (vjerovatnoc¢u) na pobjedu;
u igri B i C, bolja je kocka C; u igri A i C, bolja je kocka A. Dakle, relacija "biti bolji (bolja)" u

nasem slucaju nije tranzitivna.

Ako svaka od dvije osobe odabere po jednu kocku sa namjerom da otpo&nu opisanu igru, u boljoj
je poziciji osoba koja kocku bira nakon $to je svoju kocku veé¢ odabrala prva osoba. Naime, ako je
prva osoba odabrala A, druga ¢e odabrati B; ako je prva odabrala B, druga ¢e odabrati C; ako je prva
odabrala C, druga ¢e odabrati A. Prirodno, druga osoba uvijek bira kocku za koju je vjerovatnoca

pobjede veca. <

Primjer 2.11 Iz skupa od n osoba koje sjede za okruglim stolom, na sluccajan nacin bira se k osoba,

k < § . Kolika je vjerovatnoca da nikoje dvije izabrane osobe ne sjede jedna do druge?

Numerigimo stolice sa 1,2,...,n, koristimo numeraciju koja prati kretanje kazaljke na satu, a
zatim sto "presjecanjem" izmedu stolica n i 1 pretvorimo u pravougaoni (stolice 1,2, ..,n se nalaze
na jednoj strani pravougaonog stola). Tokom analize, stolice na kojima sjede odabrane osobe ¢emo
obiljeziti sa a, a neodabrane sa b. U procesu racunanja broja povoljnih ishoda razmotrimo dvije

varijante.

Prva. Na stolici sa rednim brojem 1 sjedi neka od k odabranih osoba. Na stolicama 2 i n moraju

sjedjeti neodabrane osobe. Isklju¢imo stolicu n i stolice na kojima sjede odabrane osobe. Ostala



je n — k — 1 stolica na kojima sjede neodabrane osobe. Da bi rekonstruisali raspored koji nam je
generisao stolice koje su ostale, treba odabrati £ — 1 od preostalih stolica i na prvoj desnoj poziciji
smjestiti odabranu. Recimo, n = 8,k = 3. Ostale su 4 stolice, dakle rekonstrukcija kreée od bbbb.
Imajuéi u vidu da je u ovoj varijanti poznato da je stolica 1 obiljezena sa a, a stolice 2 i 8 sa b, jedan

od rekonstrukcija je recimo abbabbab. Mi smo iz ¢etvorke bbbb odabrali prvi i ¢etvrti ¢lan.

Druga. Razmatra se sluc¢aj kada na stolici 1 sjedi neodabrana osoba.

- )+ ()
(i

DEFINICIJA 2.1 Neka je § o-polje na prostoru ishoda Q2. Uredeni par (,F) se naziva mjerljivi

prostor.

DEFINICIJA 2.2 Neka je (Q,§) mjerljivi prostor. Funkcija P : § — R je vjerovatnoéa na § ako

vazi:
P1. P(A) >0 za svaki A€ §; P(Q) = 1.

P2. Ako su AjeF,ie NiAiNA; =0,1%# j tada je P (Z Ai> =Y P(4)).
i=1 i=1

DEFINICUJA 2.3 Uredena trojka (Q,§, P), gdje je § o-polje na Q i P vjerovatnoéa na §, naziva se

vjerovatnosni prostor.

Vjerovatnosni prostor je osnovni objekat u Teoriji vierovatnocéa. Svojstvo P(A) > 0,4 € §, je
svojstvo nenegativnosti vjerovatnoce, a svojstvo P(£2) = 1 je svojstvo normiranosti vjerovatnoce.

Svojstvo iz aksiome P2 je svojstvo o—aditivnosti vjerovatnoce.

Neka je (€2,§, P) vjerovatnosni prostor. Elementi o—polja § su dogadaji, a broj P(A4), A € 5,

se naziva vjerovatnoé¢a dogadaja A.

Dokazacemo dvije teoreme koje slijede iz definicije vjerovatnoce. U tim teoremama c¢e biti evi-

dentirana neka znacajna svojstva vjerovatnoce.

Teorema 2.1 Neka je (£2,§, P) vjerovatnosni prostor. Tada vrijedi:
(a) P(D) = 0.
(b) Ako su Aq,..., A, dogadaji tada je
P (Z Ai) = > P(A)
i=1 i=1

(svojstvo kona¢ne aditivnosti vjerovatnocée).



(c) Ako su A i B dogadaji, A C B tada je P(A) < P(B)
(svojstvo monotonosti vjerovatnoce).
(d) Ako je A dogadaj tada je 0 < P(A) < 1.
(e) Ako je A dogadaj tada je P(A°) =1— P(A)
(vjerovatnoéa suprotnog dogadaja A¢).
(f) Ako su A i B dogadaji tada je P(AU B) = P( )+ P(B) — P(AB).
(9) Ako su Ap, n € N, dogadagji, tada je P U A > < i P(Ay)

n=1 n=1
(0— poluaditivnost vjerovatnocde).

(h) Ako su A,, n € N, dogadaji, Ay C Ay C A3 C ... g

A= nal A, tada je P(A) = nh_}n(}o P(A,)

(neprekidnost vjerovatnoée u odnosu na rastuéi niz dogadaja).
(i) Ako us An,n € N, dogadagi, A1 D Ay D A3 D ... i

A= ﬂ Ay, tada je P(A) = lim P(A,)

(neprekldnost VJerovatnoce u odnosu na opadajuéi niz dogadaja).

(j) Ako us An,n € N, dogadaji, A1 O A2 D Az D ... i
N A, =0 tada je li_)In P(A,) =0
n=1 n—oo

(neprekidnost vjerovatnoée u nuli).

Dokaz.
(a) U aksiomi P2 stavimo A; = Qi A; =0, i > 2. Dobijamo

1=1+P0)+P0)+...= P0)=0

(b) U P2 stavimo A; = (), i > n i iskoristimo (a).
(c) ACB= B=AU(B\A). Zbog (b) je

P(B)=P(A)+ P(B\ A) > P(A).
(d) Za svaki dogadaj A vazi: ) C A C Q odakle iz monotonosti vjerovatnoce slijedi tvrdenje.
() A4+ A°=Q = P(A)+ P(A°) =
(f) Imamo AUB=A+(B\A4), (4 ) (B\ A) = B. Odavde, zbog (b), dobijamo
P(AUB)=P(A)+ P(B\ A), P(ANB)+ P(B\ A) = P(B).

Nakon sabiranja jednakosti i sredivanja dobijamo tvrdenje.
n—1

(g) Neka je By = Ay, B, = A, \ U Ak, n > 2. Tada je B,, n € N, niz disjunktnih dogadaja,
k=1
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o0 o0
B,CA,,neNilJ A,= > By,. Zato imamo

n=1 n=1

[e.9]

P <G An> = iP(Bn) < P(An).
n=1 n=1 n=1

(h) Stavimo By = Ay, B, = Ay \ Ap—1,n > 2. Tadaje B, € §,ne NiB;NB; =0,i%# j. Osim
n o0

toga vrijedi A, = >  B;, A= > By, pa imamo
i=1 n=1

n—o0

P(A) = i P(B,) = lim zn: P(B;) = lim P(A,).
n=1 =1

(i) Stavimo C,, = A1 \ Ap,n € N. Tada je C), € §,C,, € Cry1,n € NiA; \ A= |J Cp. Sada
n=1
imamo P(C,) = P(A1) — P(4,), pa iz (h) slijedi

P(A1) = P(4) = P(A1\ A) = lim P(Cy) = P(41) — lim_P(Ay)

n—o0

odakle dobijamo P(A) = li_>m P(A,).

(j) Ovo tvrdenje je specijalni slu¢aj tvrdenja (i).<

Teorema 2.2 Neka je (0, F) mjerljivi prostor i P : § — R funkcija koja je konacno aditivna,

neprekidna u nuli 1 ima svojstvo (P1). Tada funkcija P ima i svojstvo o aditivnosti.

o
Dokaz. Neka su A,, n € N, disjunktni dogadajii A = > A;. Na osnovu kona¢ne aditivnosti
i=1
vazi

n [o.¢]
P(A) =) _P(A)+P( > A). (2.2)
i=1 i=n+1
oo oo
Neka je B, = > A;. Primijetimo, B D B, 2 B3 2 ... i () B, = 0. Na osnovu neprekidnosti u
1=n+1 n=1
o0
nuli funkcije P slijedi lim P(B,) = 0. Pustajuéi n — oo u (2.2) dobijamo P(A) = > P(4;). <
i=1

n—oo

o0
Borel Kantelijeva lema I Neka je A,,n € N, niz dogadaja. Ako red > P(A,) konvergira
n=1

tada je P(A*) = 0. (ili drugacije P((A*)¢) = 1, tj. dogadaj da se ostvari najvise kona¢no mnogo

ishoda se realizuje sa vjerovatnocom 1.)

oo oo oo
Dokaz. Prisjetimo se, A* = ﬂ U Ag. Neka je B, = U Aj. Primijetimo, B, |. Iz svojstava

n=1k=n k=n
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(g) i (i) i pretpostavljene konvergencije reda dobijamo

P(A*) = lim P(B,) < TELHOIOZP(Ak) =0.<

n—00
k=n

Silvesterova formula. Neka je (2, F, P) vjerovatnosni prostor i A; € §, i = 1,2,...,n. Tada

vazi

n

+ S PAAAY) -+ (—1)P() ). (2.3)

1<i<j<k<n i=1

Dokaz. Dokaz ¢emo sprovesti indukcijom po n. Za n = 1 tvrdenje je oigledno, a za n = 2 to
je tvrdenje (f) iz Teoreme 1. Pretpostavimo da tvrdenje vrijedi za sve familije od najvise n — 1

dogadaja. Stavimo

n—1
B = UAZ', C; = AjA,, 1 <n.
=1
Tada vrijedi
P (U A,-) = P(BUA,) = P(B) + P(A,) — P(BAy). (2.4)
=1

n—1
Osim toga je BA, = |J C; pa zbog induktivne pretpostavke imamo
i=1

1=

n—1
P(B)= Y P(A)— Y P(A4j)+..+(-1)"P([)4) (2.5)
i=1

1<i<n 1<i<j<n

n—1
P(BA,) = Y PC)- > P(cicj)+...+(—1)"P<ﬂ cl-)
=1

1<i<n 1<i<g<n
= > P(AiAy)— > P(AAA) + .+ (—1)"P([) A). (2.6)
1<i<n 1<i<j<n i=1

Iz (2.4),(2.5),(2.6) slijedi (2.3).<

Primijetimo da u desnoj strani jednakosti (2.3) prva suma ima (?) ¢lanova, druga (g) ¢lanova,...,

a n-ta (Z) ¢lan.

Primjer 2.12 (Zadatak o rasijanom dekanu.) Na svecanoj dodjeli diploma bilo je n studenata i dekan

12



im je nasumce podijelio diplome. Kolika je vjerovatnoda da je bar jedan student dobio svoju diplomu?

Numerigimo studente brojevima od 1 do n. Oznalimo sa A; dogadaj da prvi student dobije
svoju diplomu, sa Ao dogadaj da drugi student dobije svoju diplomu,..., sa A, dogadaj da n—ti
student dobije svoju diplomu. Ako sa W oznac¢imo dogadaj ¢iju vjerovatnocu trazimo, tada je
W =A1UAyU... A, Da bismo nasli P(W) primijeni¢emo Silvesterovu formulu. Nakon primjene
ove formule, treba izra¢unati vjerovatnoce presjeka raznih dogadaja iz kolekcije A1, ..., A,. Kako je
ideologija u ra¢unanju ovih vjerovatnoca ista, demonstrira¢emo racun, recimo na primjeru P(A4;A).
n diploma se n—torici studenata moze podijeliti na n! nac¢ina. Kada prvi i drugi student dobiju svoje
diplome, preostalih n — 2 diplome preostalim studentima (ima ih n — 2) moZe biti podijeljeno na
(n — 2)! na¢ina. Dakle, P(A;, A2) = W Imamo

Ako n — oo, dobijeni zbir tezi ka 1 — e™! ~ 0,6322. Zbog brze konvergencije niza — zbira, u
slu¢aju kada je n > 20, dobijena vjerovatnoca se odli¢no aproksimira sa 0,6322. Iz istog razloga,

rezultati se zanemarljivo razlikuju ako je, recimo, n = 100 ili n = 200.

Ovaj zadatak se moze formulisati u mnogo varijanti. Navedimo jednu. Slozili smo 100 listova,
zaduvao je vjetar i razbacao listove. Zatim smo listove nasumce ponovo slozili. Kolika je vjerovatnoéa

da ¢e se bar jedan list na¢i na rednom mjestu na kojem je bio i ranije? <
Primjer 2.13 Kolika je vjerovatnoéa da u seriji od 20 bacanja kocke ne budu zabiljeZeni svi brojevi?
Aj u seriji nije zabiljezena jedinica,..., Ag u seriji nije zabiljeZena Sestica.
‘ 520 /6 420 6\ 1

Primjer 2.14 Iz grupe od 8 bracnih parova bira se 6 osoba. Kolika je vjerovatnoéa da medu izabranima

ne postoji bracni par?

Numerig§imo bracne parove sa 1,2,...,8. Neka je A; dogadaj da je medu izabranim osobama

bra¢ni par 1 (tj. oba supruznika), Ay bra¢ni par 2,... TraZena vjerovatnoca je
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Primjer 2.15 Neka je (2, §, P) vjerovatnosni prostor 1 A; € §,i=1,2,...,n. Tada vazi

P((4) = Y PA)- > P(AUA)
=1 1<i<n 1<i<g<n

+ > P(AUAUA) -+ ()" P A)

1<i<j<k<n i=1

U rjeSavanju nekih vaznih vjerovatnosnih zadataka koristi se sljede¢a dobro poznata teorema iz

Kombinatorike (Teorema 1, zbirka str 37).

Teorema 2.3 Neka je prostor ishoda 2 konacan skup, § = P(Q) i Ay, Ag, ..., Ay su dogadaji. Tada
je
|A1A2.. Ay = Q] — Z |AS| + Z |AFAG| — ... + (—1)" 1A A,

1<i<n 1<i<j<n

Primjer 2.16 Kocka se baca do pojave svih Sest strana. Izracunati vjerovatnoéu dogadaja da ée biti

1zvedeno tacno n,n = 6, bacanja.

Q je skup n torki ¢iji su elementi iz S = {1,2,3,4,5,6},|Q| = 6". Odgovaraju n torke koje se
zavrSavaju sa nekim brojem iz S (6 mogucénosti), a na prvih n — 1 mjesta se nalaze svi brojevi iz S

sa izuzetkom broja koji je na n tom mjestu. n — 1 torki napravljenih od 5 brojeva (svi ucestvuju)

5 5 5 5
n—1 _ n—1 n—1 n—1
(e -G ()

(vidi Teoremu (prilagodavamo je slu¢aju kada se kocka baca n — 1 puta), ako je na n tom mjestu

ima

recimo 6, tada n — 1 torke pravimo sa brojevima 1, 2, 3,4, 5; skup - dogadaj A; - uestvuje lun—1

torki, skup - dogadaj As - ucestvuje 2 u n — 1 torki itd). Dakle,

651 = (=t (3 = ()2 ()]
6')7,

A ) ) )

Primjer 2.17 r kuglica se razmjesta u n kutija, v > n. Kolika je vjerovatnoéa da tacno m,0 < m <

n — 1 kutija bude prazno?

Zapisujemo redni broj kutije u koju ide kuglica 1,2,...,r i dobijamo r torku ¢iji su ¢lanovi iz
S ={1,2,...,n},|Q =n". Odgovaraju sve r torke napravljene od n —m brojeva iz S (svi ti brojevi

ucestvuju). n — m brojeva iz S moZzemo izabrati na (7’7‘1) nacina. Izabrane brojeve oznacimo sa
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81,82, --sy Sp—m- lzrafunajmo koliko ima r torki koje nam odgovaraju. Neka je A; dogadaj-skup s;

ucetvuje; ..., Ap_p, dogadaj-skup s,_., uCetvuje. Sada je

AyeAnm| = (n—m) — <”‘1m>(n—m—1)r+(”;m>(n—m—2)r...

+(-1)""  n—n-(n-m-1)]"

te je

p= bl ()5 (7 ) - Ty

V=0

Primjer 2.18 Kocka se baca 7 puta. Kolika je vjerovatnoéa da je suma palih brojeva 277

1+ ...+ =27,1<2; <6. y; =2, — Ly1 +... +yr = 20,0 < y; < 5.

y1+...+y7 = 20,0 < y; ima (266) rjeSenja. Koristi¢cemomo formulu ukljuc¢enja iskljucenja. TraZimo
koliko ima rjeSenja takvih da je jedna nepoznata > 6, zy = y7 —6; y1 +... + y¢ + 27 = 14 nenegativnih
rjeSenja ima (260). Dvije nepoznate > 6, y1 +... +y5 + 26 + 27 = 8 ima ih (164) i na kraju tri nepoznate
>6,y1+..ys + 25 + 26 + 27y = 2 ima ih (2). Dakle,

=40 0-06)]

Ovaj zadatak se moze uraditi i metodom funkcije izvodnica. Metod ¢emo usvojiti u toku jedne

kasnije faze uc¢enja stohastike.

3 Uslovna vjerovatnoéa i nezavisnost dogadaja

Neka je A dogadaj iz slucajnog opita koji je matematicki modeliran trojkom (92, F,P). Ako
osim kompleksa uslova koji generiSu opit nema drugih ograni¢enja koja mogu uticati na racunanje

vjerovatnoce dogadaja A, tada kazemo da je P(A) bezuslovna vjerovatnoca dogadaja A.

Medutim, praksa Cesto namece potrebu za ratunanjem vjerovatnoce dogadaja A pri dopunskom
uslovu da je ostvaren neki dogadaj B. Takve vjerovatnoée se zovu uslovne. Koristiéemo zapis
P(A|B); njime je oznacena vjerovatnoca dogadaja A pri uslovu B (ili preciznije, pri uslovu da je

ostvaren dogadaj B).

Da bismo priblizili motive za definiciju kroz koju se ukazuje na postupak racunanja uslovne

vjerovatnodée, nave§¢emo dva primjera.
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Primjer 3.1 Kocka za igru se baca dva puta. Neka je A dogadaj da je u oba bacanja pao paran broj,

a B dogadaj da je zbir brojeva u oba bacanja < 6.

Konstatujmo

odakle slijedi P(4) = &, P(B) = 2. Kako ratunati P(A|B)? Izvjesno je, B je ostvareno pa se

skup ishoda suzava i redukuje na skup koji ima 15 elemenata. Medu tim elementima — ishodima
nadimo one koji odgovaraju dogadaju A. Ti elementi su {(2,2),(2,4),(4,2)}, a ovim pretrazivanjem

je u stvari naden skup — dogadaj AB. Slijede¢i ideju iz klasi¢ne definicije vjerovatnoce imamo

3 3 P(AB)
P(A|B) = - = =5 . <

Primjer 3.2 Slucajno se bira tacka iz kvadrata K duZine stranice 1. Neka su A i B dva podskupa sa
K. Neka je A dogadaj da je slucajno izabrana tacka iz A, a B dogadaj da je sludajno izabrana tacka
iz B. Nadimo P(A|B).

Buduéi da je B izvjesno ostvareno, tj. slu¢ajno izabrana tafka pripada skupu B, skup ishoda se
svodi na B. Traze¢i medu elementima skupa B one koji pripadaju skupu A, mi dobijamo skup AB.

Slijedeéi ideju iz geometrijske vjerovatnode, sada imamo

mes AB  P(AB)
mes B P(B)

P(A|B) =

Posljednja jednakost slijedi iz ¢injenice mes K = 1.

Vratimo se izlaganju teorije. Neka je (2, F, P) prostor vjerovatnoce i neka je B € F, P(B) > 0.
Definigimo preslikavanje Pp : F — [0, 1] sa:

P(AB)
P(B)

Pg(A) = P(A|B) = A€ F. (3.1)

Lako se provjerava da je Pp vjerovatnoca na F. Nazivamo je uslovna vjerovatnocéa uz uslov B.
Druga jednakost u formuli (3.1) sluzi kao obrazac za ra¢unanje uslovne vjerovatnoc¢e. Buduéi da su

primjeri (3.1) i (3.2) u svjezem sjecanju, jasno je odakle poti¢e motiv za drugu jednakost u (3.1).
Znadi, svaki dogadaj B za koji je P(B) > 0 generiSe prostor vjerovatnoce (2, F, Pp).

Zato §to je Pp vijerovatnoéa na JF, neposredno slijedi
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Teorema 3.1 Neka je (2, F, P) prostor vjerovatnoée i neka je B € F, P(B)
> 0. Tada je

(a) P(§|B) = 0.

(b) P(A°|B) = 1— P(A|B), A€ F.

(¢c) Ay, Ay € F => P(Ay U A3|B) = P(A1|B) + P(A2|B) — P(A1 43| B).
(d) A1, Ay € F, Ay C Ay = P(A1|B) < P(As|B).

(e) A, e Fne N =P (Z An|B> < S P(A,|B).
n=1

n=1

Iz jednakosti (3.1) slijedi da uz uslove P(A) > 0, P(B) > 0 vazi formula mnoZenja vjerovat-
noca

P(AB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A). (3.2)
Postoji prirodno uopstenje formule (3.2). Naime
P(A1As...Ay) = P(A1)P(A3]A1)P(A3|A1A2)...P(Ap| A1 As.. . Ap1),

uz pretpostavku da su vjerovatnocée dogadaja iz uslova pozitivne.

DEFINICUJA 3.1 Konacna ili prebrogiva familija H;,i € I dogadaja u prostoru vjerovatnoée (Q, F, P)

je potpuni sistem dogadaja ako je P(H;) > 0 za svakoi € I i >, H; = .
iel

Sljedece dvije teoreme se Cesto primjenjuju prilikom rjeSavanja zadataka.

Teorema 3.2 (Formula potpune vjerovatnocée.) Neka je H;,i € I potpuni sistem dogadaja w

vjerovatnosnom prostoru (2, F, P). Tada za svako A € F vazi

P(A) = Y P(A|H;)P(H)).

iel

Dokaz. Za proizvoljno A € F vazi

P(A) = P(AQ) =P (AZ H) =P (Z(AHU)

el el

= S Pam) = Y P(AIH) ()4

i€l i€l
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Teorema 3.3 (Bajesova formula.) Neka je H;,i € I potpuni sistem dogadaja u vjerovatnosnom
prostoru (Q, F, P) i neka je A € F, P(A) > 0. Tada za svako iy € I vaZi

 P(A|H;,)P(H,,)
P(H;y|A) = S P(A|H,)P(H;)
iel

Dokaz. Iz formule proizvoda vjerovatnoéa i formule potpune vjerovatnodée slijedi

P(AH,,) _ P(A|H,,)P(Hi,)

P(H;|A) = P(A) > P(A|H;)P(H;)
i€l

4

Budué¢i da dogadaji iz sistema H;,i € I ¢ine jednu potpunu kolekciju moguéih dogadaja, gov-

oriéemo da su H; hipoteze.

DEFINICIIA 3.2 Dogadaji A 1 B su nezavisni ako je

P(AB) = P(A)P(B). (3.3)
Teorema 3.4 Neka je P(B) > 0. Dogadaji A i B su nezavisni ako i samo ako je P(A|B) = P(A).

Neka je P(AB) = P(A)P(B). Uz ovaj uslov dobijamo P(A|B) = Z{75) = P(A). Obrmuto, uz

uslov P(A|B) = P(A) imamo P(A|B) = P(A) = {5 = P(AB) = P(A)P(B).4

Dakle, uz uslov P(A) > 0, P(B) > 0 nezavisnost dogadaja A i B je ekvivalentna sa P(A|B) =
P(A), P(B|A) = P(B). Jednakost P(A|B) = P(A) se odnosi na slu¢aj kada je vjerovatnoca re-
alizacije dogadaja A uz uslov da je ostvaren dogadaj B jednaka bezuslovnoj. Dakle, realizacija
dogadaja B nije "uticala" na vjerovatnocu realizacije dogadaja A. Primijetimo, definicija 3.2 nije
opterec¢ena uslovom P(A) > 0, P(B) > 0.

Svi pojmovi koje smo do uvodenja pojma nezavisnosti pomenuli, imaju svoje analogone u Teoriji
mjere. Nezavisnost je izvorno vjerovatnosni pojam. Pojavom pojma nezavisnosti, Vjerovatnoca je

izasla iz okrilja Teorije mjere.

Kod rjesavanja prakti¢nih vjerovatnosnih zadataka, nezavisnost se obi¢no prihvata na osnovu
nasih intuitivnih predstava o opitu. Prirodno je smatrati da u opitu u kome bacamo dva novcica,
pojava, recimo grba kod jednog nov¢i¢a nema uticaja na pojavu, recimo, grba na drugom novéi¢u
(osim ako nov¢ic¢i nisu fizicki povezani npr. tankom Zzicom). Takode, to §to je neka zena rodila sina
nema uticaja na pol djeteta koje ¢ée roditi neka druga Zena te je vjerovatnoca da su dva sluc¢ajno

1.1

odabrana novorodenceta djecaci 3 - 5.
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Postoje situacije kada nezavisnost dogadaja nije ocigledna i ustanovljava se tek nakon provjere

vazenja jednakosti (3.3) (pogledati primjere (3.12) i (3.13)).

U vjerovatnodi se pojavljuje potreba za razmatranjem nezavisnosti familije dogadaja. Formalizu-

jmo.

DEFINICIIJA 3.3 Neka je (Q, F, P), vjerovatnosni prostor i A; € F,i € I proizvoljna familija do-
gadaja. KaZemo da je to familija nezavisnih dogadaja ako za svaki konacni podskup razlicitih

indeksa 11,19, ...,1 € I vazi
k k

P((4;,) =[] P,
1

Jj=1 Jj=

Do za sada izlozenu teoriju ¢emo ilustrovati primjerima.

Primjer 3.3 Profesor je za ispit pripremio n dobrih i m loSih cedulja. Kolika je vjerovatnoéa da

student koji cedulju izvlaci kao I+ 1 po redu, 0 <1 < m+n —1, izoude dobru cedulju?

»Neka je A dogadaj Ciju vjerovatnocu trazimo, a By, 0V (I —m) < k < n Al, dogadaj da prvih

I studenata izvuku k dobrih cedulja. Na osnovu formule potpune vjerovatnoée dobijamo

(n—1)Al (n—1)Al n—k (Z) (lmk)
Pay= Y PaBoPBy= Y. Bl
k=0v(l—m) k=0V(l—m) ( l )

Kad smo zadavali By, maksimalna vrijednost za k je bila n A l. Primijetimo, ako je n <[ tada za
k=nAl=mnvazi P(A|By) = P(A|B,) = 0 te nema potrebe da u sumi ra¢unamo ¢lan sa indeksom
n A l. Dakle sumiranje zavrsavamo sa k = (n — 1) Al. Ako je [ < n tada je najveéi indeks u sumi [
i on se dobija bez obzira da li je najvedi indeks zadat kao n Al ili (n — 1) Al. Ovim smo opravdali

korektnost sumiranja do indeksa k = (n — 1) A L.
Nakon sredivanja opsteg ¢lana u sumi, dobijamo

")

n k) \i—k n
P(A) = = .
(4) n+m k:OVz(l:m) (" ntm

l

Naime, suma je jednaka 1. Objasnimo zbog ¢ega. U sluc¢aju [ = 0 jednakost je ocigledna.

A sada se za trenutak skoncetriSimo na model sa n — 1 dobrih i m logih cedulja, i cedulje izvlaci

I, 1 <1< n+m—1studenata. Ako sa k oznac¢imo broj izvu¢enih dobrih cedulja, tada je OV (I—m) <

kE < (n—1) Al, a vjerovatnoc¢e da se izvuce k dobrih cedulja se nalaze u sumi. Sumirajudéi te

vjerovatnoce dobijamo 1. Vidimo da u rezultatu ne figuriSe [. Dakle, bez obzira na poziciju studenta
n

u "redu", vjerovatnoca izvlacenja dobre cedulje je —2—.
m+n
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Na$§ model sa ceduljama je ekvivalentan sa sljede¢im. U kutiji se nalazi m bijelih i n — m crnih

kuglica. Po modelu bez vrac¢anja se vade kuglice. Izra¢unajmo vjerovatnocée da
a) je j-ta izvadena kuglica bijela?
b) su i-ta i j-ta izvadena kuglica bijele, i # 57
c) je i-ta bijela a j-ta crna, i # j7

a) Kuglice se mogu izvuéi na n! nacina. Svakom od tih izvladenja-nizova pridruzujemo istu

vjerovatnocu (mjeru) % Interesuje nas koliko ima nizova sa bijelom kuglicom na j-tom mjestu. j-to

mjesto u nizu popunjava neka od m bijelih, a ostalih n — 1 mjesta popunjavaju ostalih n — 1 kuglica.

Dakle,
m(n—1)(n—2)..1 m

n: n

Mozemo rezonovati i ovako. j ta izvadena kuglica moze biti bilo koja od n kuglica iz kutije (kuglice

m

su ravnopravne), a nama odgovara bilo koja od m bijelih. Dakle, p = .

b) j-to mjesto u nizu popunjava neka od m bijelih, i-to mjesto u nizu popunjava neka od m — 1
bijelih, a za preostalih n — 2 mjesta ostaje n — 2 kuglica. Dakle,
m(m—1)(n—2)..1 m(m—1)

P= n! T nn-1)°

Mozemo rezonovati i ovako. Dvije bijele kuglice koje ée biti izvadene u ¢ tom i j tom vadenju moZemo

izabrati na (m) nacina, dvije kuglice koje ¢e biti izvadene u ¢ tom i j tom vadenju mozemo izabrati

2
na (5) nacina. Dakle,

_@_m(m—l)
p= (”) onn—1)"

Primjer 3.4 Iz kutije u kojoj se se nalazi 10 bijlih, 11 crvenih i 12 crnih kuglica, po modelu a) sa
vracanjem; b) bez vracanga, vade se kuglica. Kolika je vjerovatnocéa da ce bijela kugica biti izvadena

prije crne?

Primjer 3.5 U svakoj od dvije kutije se nalazi po 10B ¢ 5C kuglica. 1z prve kutije se vadi kuglica,
prebacuje u drugu, zatim se iz druge vadi kuglica © prebacuje u prvu. Na kraju se iz prve kutije vadi

kuglica. Kolika je vierovatnoéa da je ta kuglica bijela?

» Uvedimo hipoteze H; : BB (u prvom vadenju je iz prve kutije izvucena bijela kuglica, a iz
druge kutije je izvucena bijela kuglica), Hy : BC, Hs: CB, Hy: CC. Ako sa W oznaimo dogadaj
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¢iju vjerovatnoéu trazimo, dobijamo

P(W) = PW|H1)P(Hy)+ P(W|H2)P(Hs)+ P(W|H3)P(H3) +
2211 6 2 5 11 1 10
P(WIHNP(Hy) == . 2. -4 2. 2.2 = - 2
HPWIHOP(H) =33 36+ 53 61153 16
216 _2
3 3 16 3

Dakle, vjerovatnoce prije i poslije prebacivanja su iste. <«

Primjer 3.6 Igraci A ¢ B igraju do bankrota jednog od njih. Na pocetku igrac A ima a eura, a igr¢
B ima b eura. U svakoj partiji vjerovatnoca pobjede igraca A je p, a igraca B je q, p+q = 1. Kad
partiju dobije igra¢ A tada mu igra¢ B daje euro, a kad partiju dobije igra¢ B tada mu igrac¢ A daje

euro. Naéi vjerovatnoéu bankrota za svakog igraca.

Neka je pp,n = 0,1,...,a + b vjerovatno¢a bankrota igraca A kad ima n eura. Jasno, p,ip =

0,po = 1. Neka je Hy-u prvoj partiji pobjeduje A, Hs-u prvoj partiji pobjeduje B. Sada je

pn = P(A[H1)P(Hy) + P(A[Hy) P(Hz) = ppni1 + qpn—1 =
(p + Q)pn = PPn+1 + qPn—1 = Q(pn - pn—l) = p(pn+1 —pn),n =1,2,...,a+b—1.

1
10 P=4= 5, Patl = Pn=Pp = Pn-1 = = P1 = D0 = €= P =Py + 16,
+b= 1 = 1 i b a
n= a c=—— n=1———"p, = Sy = _
atb P o+ T A T ot
n n
q n
20 p#q " [[(x —pr-1) =" [[ (1 — &) = Pry1 — pn = (*) (p1 —1).
k=1 k=1 p
a+b—1 atb—1 " g)”_(z)““’
Patb—Pn= Y, (Pryr—pk) = Y (*) (=D = =)
k=n k=n p _5
n a-+b
@ - ®

Pars = 0= py = (1= p1) -2

SACSIES]

Stavljajuc¢i u posljednjem izrazu n = 0 dobijamo 1 — p; i na kraju je

) e ) O el ¢ M Sl )
(%)a—l—b_l 1— (g)a+b’ 1— (%)a—&-b

Primjer 3.7 U kutiji se nalaze tri novéica. Dva su "normalna”, o treéi je iskovan tako da na obje
strane ima pismo. Slucajno se bira jedan novcéic¢ © baca éetiri puta. Naéi vjerovatnoéu da je uzet

"normalni" novdié ako je u sva cetiri bacanja palo pismo?

21



»Oznadimo sa A dogadaj da je u sva Cetiri bacanja palo pismo, sa Hj hipotezu da je uzet
"normalni" nov¢i¢, a sa Ho hipotezu da je uzet "feleri¢ni" novci¢. Primjenom Bajesove formule

dobijamo
P(A|Hy)P(Hy) + P(A|Hy)P(Hy) — 2. L

Primjer 3.8 U kutiji se nalazi 91 kuglica 1 svaka moZe biti bijela ili crna. Iz kutije je po modelu
bez vradanja izvuceno 19 kuglica © medu njima je registrovano 7 bijelih 1 12 crnih kuglica. Naéi

najujerovatnijs prvobitni sastav kutije.

» Oznacimo sa Hy, hipotezu da je u kutiji k, £ = 0,1, ..., 91, bijelih kuglica. Naravno, P(Hy) = 9—12
za svako k. Oznacfimo sa A dogadaj da je izvuCeno 7B i 12C kuglica. Nakon primjene Bajesove

formule dobijamo
P(H,)P(A|H P(A|H
Pl ) = PEDPAI) P
%P(Hi)P(A‘Hi) ;)P(A\Hi)

Zadatak trazenja maksimuma za P(H|A) ekvivalentan je zadatku trazenja maksimuma za P(A|Hy).
Imamo 01k
sy - B0
(10)
Nakon krace analize se dobija P(A|Hy) < P(A|Hy41) za k < 321 P(A|Hy) > P(A|Hy1) za k > 33.
Odavde zakljucujemo da je najvjerovatniji sastav kutije 33B 1 58C. Primijetimo da je 19 -91 =~ 33

1
te moZemo konstatovati da dobijeni rezultat korespondira sa nasom intuicijom. <

Primjer 3.9 U svakoj od n kutija se nalazi b bijelih i ¢ crnih kuglica. Iz prve se kutije u drugu
prebacuje jedna, zatim se iz druge u treéu prebacuje jedna,.... Kolika je vjerovatnoca da se iz n-te

wzvadi bijela kuglica?

Hi, k=1,2,..,n je dogadaj da se iz kte kutije izvadi bijela kuglica.

_ b+ P(Hy) k=12 ..n—1.

P(Hyy1) = P(Hyy1 | Hy)P(Hy) + P(Hyq1 | Hy)P(Hy) = FrerlF"

Iz P(Hy) = 52 slijedi P(Hp) = ... = P(H,) = 2.
Primjer 3.10 U kutiji je k kuglica, svaka od njih sa vjerovatnocom % (nezavisno od ostalih) moze biti

bijela ili crna. Iz kutije n puta vadimo kuglicu, model sa vracanjem. Izmedu izvadenih kuglica m su

bijele, 0 < m < n. Kolika je vjerovatnoéa da u kutiji ima tacno s bijelih kuglica (0 < s < k)?
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P(H,|W) = - 4 -

Primjer 3.11 Iz skupa {1,2,...,n} jedan za drugim se biraju dva broja. Kolika je vjerovatnoéa da je

razlika izmedu prvog i drugog izvadenog broja > m,0 < m < n?

PW)= 3 POV | H)P(H) = (

) n
i=m+1

1 2 n—m)z(n—m)(n—m—i-l).

n—1 a1t 2(n—1)n

Primjer 3.12 Iz kompleta od 32 karte, slucajno se vadi karta. Neka je A dogadaj da je izvucena karta
as, a B dogadaj da je izvucena karta krsta. Da li su dogadaji A i B nezavisni?

» P(A) = % =1, P(B) =% =1, P(AB) = 35 (postoji samo jedan as krsta). Dakle P(AB) =
P(A)P(B) te su dogadaji A i B nezavisni. Da li se nezavisnost naruSava kada se u komplet stavi

"prazna" karta? <

Primjer 3.13 U kvadratu K = (0,1) x (0, 1) sluc¢ajnio se bira tacka. Neka je A dogadaj da je izabrana
tacka iz oblasti A = {(x,y) : (x,y) € K,x > a}, 0 <a <1 ineka je B dogadaj da je izabrana tacka
iz oblasti B = {(x,y) : (z,y) € K,y > b}, 0 <b < 1. Da li su dogadaji A i B nezavisni?

Primjer 3.14 U kutiji se nalaze cetiri kuglice na kojima su zapisani redom brojevi 2, 3,5, 30. Iz kutije
se vadi kuglica. Oznacimo sa Ay, k € {2,3,5,30} dogadaj da je broj na izvucenoj kuglici djeljiv sa
k.

Imamo

P(As) = P(A3) = P(As) = =, - = P(AyA3) = P(A3)P(A3)

)

N
>~ =

= P(A245) = P(A2)P(As5) = P(A3A5) = P(A3)P(45),

= P(AxAsA5) # P(A2) P(A3)P(A5) =

e

Dogadaji As, As, As su nezavisni u parovima, ali ne i u ukupnosti.

Primjer 3.15 Kocka se baca dva puta. Izdvojimo dogadaje

A= {('Lv]) D J € {17275}}’ B = {(Z’]) D J € {4’576}}7
C={(i,j): i+j=09}
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Imamo,

pa mozemo konstatovati

P(AB) # P(A)P(B) i P(ABC) = P(A)P(B)P(C).

Primjer 3.16 U svakom susretu igraci A i B imaju jednake Sanse da osvoje bod. Pobjeduje igrac koji
prvi osvoji 6 bodova. Naéi vjerovatnoéu dogadaja da pobijedi igraé A ako trenutno vodi rezultatom
4:2.

»Sa A éemo simboli¢ki oznacavati pobjedu igraca A u pojedinaénojigri, a sa B pobjedu igraca B u
pojedinac¢nojigri. B ¢e biti ukupni pobjednik ako se ostvari neka od shema BBBB, ABBBB, BABBB,
BBABB, BBBAB. Zbog podrazumijevane nezavisnosti izmedu igara, imamo da je vjerovatnoca

pobjede igraca B

it it 3
PE=5"9"2'27%'27272" 27 1¢°
a vjerovatnoéa pobjede igraca A je pg = ? <

Primjer 3.17 U populaciji je 2% oboljelih. Kada se testira oboljela osoba test je pozitivan sa vjerovat-

noéom 0,99, a kad se testira zdrava test je pozitivan u 0,5% slucajeva.
a) Kolika je vjerovatnoéa da je test pozitivan?

b) Ako je test pozitivan, kolika je vjerovatnoca da je testirana oboljela osoba?

A- test je pozitivan, H; - testira se oboljela osoba, Hs - testira se zdrava osoba. P(Hp) =
0,02, P(Hy) = 0,98, P(A|H;) = 0,99, P(A|Hy) = 0,005. a) Nakon primjene formule potpune
vjerovatnoce dobijamo P(A) = 0,0247. b) Nakon primjene Bajesove formule dobijamo P(H;|A) =
0, 8016.

Zavrsiéemo ovu temu sa Borel Kantelijevom lemom II. Za njen dokaz nam je potrebna sljedeéa

lema

Lema 3.1 Ako su dogadaji Ay, Aa, ... nezavisni tada su i dogadaji A, AS, .... takode nezavisni.

Dokazacemo da iz nezavisnosti dogadaja A; i A slijedi nezavisnost dogadaja A i AS. Opsti slucaj

se dokazuje analogno. Dakle, neka su A; i A nezavisni dogadaji. Sada je
P(AfAS) =1—P(A1 UAs) =1— P(A1) — P(As) + P(A1)P(Ay) = P(A])P(AS).
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U dokazu najavljene leme ¢emo koristiti dobro poznatu nejednakost: 1 —x < e ™, 0 <z < 1.

Lema 3.2 (Borel Kantelijeva lema II) Ako su dogadaji An,,n = 1,2, ... nezavisni i

§ P(A,) = oo tada je P(A*) = 1.
n=1

Dolez. P(4") = (L:J ﬂAC)—1—n1520P(kﬂnAc)(Je”e anA"— But)
zl—girgon%gnoop<ﬁ )(JerJe ﬂAk—C m nﬂAc:ﬂC>
k=n k=n

=1— lim lim H 1— P(Ap) >1— lim lim e” Zin P40 =1

n—o0 Mm—0o0 n—o0 Mm—0o0
. . Lo RS R (U1
jer je zbog divergencije reda Y P(4;), lim e *=n» = 0 za svako n. Dakle, P(A*) =1
i=1 m—00

Primjer 3.18 Kolika je vjerovatnoca da se u fiktivnom beskonacnom nizu bacanja kocke bar jednom

zabiljezi 1000 uzastopnih Sestica?

Oznagimo sa W dogadaj ¢iju vjerovatnoéu trazimo. Neka je A; dogada] da Sestica stalno pada od
prvog do hiljaditog bacanja, Ao dogadaj da Sestica stalno pada od hiljadu prvog do dvije hiljaditog
bacanja, .... Primijetimo, A* C W, g = P(A1) = P(A2) = ... i dogadaji A,,n = 1,2,.. su

nezavisni. Na osnovu Borel Kantelijeve leme IT zaklju¢ujemo P(A*) =1 te je P(W) = 1.
Primjer 3.19 Izvodi se serija nezavisnih opita. Neka je A dogadaj iz opita, P(A) = p i neka je
An,n = 1,2,... dogadaj da se izmedu2™-tog i 2"t — 1-0g ponavljanja dogadaj A realizuje n puta

uzastopno. Ako je p < % tada je P(A*) =0, ako jep > % tada je P(A*) = 1. Dokazati!

a)p < % Neka je B; dogadaj da se pocevsi od i-tog ponavljanja realizuje n uzastopnih dogadaja A.

Sada je
2n+1_n
U Bi=PA) <@ —n+1)p" < (2p)" = ZP ) < 0o = P(A") =
=27
%—1]4&
b)p > % AS C (\ D, gdjeje D; dogadaj da od 2"+ (i — 1)n-tog do 2" +in— 1-tog ponavljanja
i=1

nisu realizovani samo dogadaji A. Koriste¢i P(D;) =1 — p™ dobijamo

Py <@ -pF 5 pag 21 - E] L 228
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o0 n
Iz nezavisnosti dogadaja u nizu A,,n = 1,2, ... i divergencije reda 21 % slijedi P(A*) = 1.
n=

Primjer 3.20 Neka su dogadaji Ap,n = 1,2, .. nezavisni. Dokazati da je P(A*) = 0 ako i samo ako
[e.e]

je > P(A;) < oo.
i=1
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