
1 Slu£ajni opit

Eksperiment-opit je mo¢an metod za spoznaju stvarnosti. Opitom se ispituje odnos izme�u uslova-

uzroka i posljedice. Deterministi£ki opit-isti uslovi uvijek dovode do istog rezultata. Kod slu£ajnog

opita ostvarivanje odre�enih uslova ne dovodi do deterministi£kog rezultata. Teorija vjerovatno¢e

izu£ava matemati£ki model slu£ajnog opita.

Primjer 1.1 Nov£i¢ se baca jednom. Ishodi-elementarni doga�aji koji se mogu desiti u ovom

opitu su: palo je pismo P ; pao je grb G. Prostor ishoda, koristi se oznaka Ω je skup skup £iji su

elementi ishodi koji se mogu desiti u opitu. U na²em slu£aju Ω = {P,G}.

Primjer 1.2 Nov£i¢ se baca £etiri puta. Ω = {PPPP, PPPG, ..., GGGG}.

Primjer 1.3 Kocka se baca jednom. Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Primjer 1.4 Kocka se baca dva puta. Ω = {(1, 1), (1, 2), ..., (6, 6)}.

Primjer 1.5 Nov£i¢ se baca do prvog padanja pisma. Ω = {P,GP,GGP, ...}.

Primjer 1.6 Strijelac ga�a u kruºnu metu.

Primjer 1.7 Braunovo kretanje.

Rezultati slu£ajnih opita se nazivaju slu£ajnim doga�ajima, ubudu¢e ¢emo govoriti o do-

ga�ajima. Realizacija doga�aja, ²to je prirodno, je ekvivalentna sa realizacijom nekog ishoda koji

doga�aju odgovara te se doga�aj identi�kuje sa skupom ishoda koji tom doga�aju odgovaraju. Po

zavr²enom opitu, ako se ostvari ishod koji odgovara doga�ju, konstatujemo da se doga�aj realizo-

vao, a u suprotnom da se nije realizovao. U opitu u kome dva puta bacamo kocku moºemo govoriti

o doga�aju A da je zbir palih brojeva 5. Skup ishoda koji odgovaraju doga�aju A ¢emo tako�e

ozna£iti sa A i A = {(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)}.

Neka su A i B skupovi-doga�aji iz Ω.

A
⋃
B = {ω : ω ∈ A ili ω ∈ B}. Iz ovog zapisa zaklju£ujemo: A

⋃
B je doga�aj koji se realizuje

ako i samo ako se realizuje ili doga�aj A ili doga�aj B (ili ekvivalentno re£enom, A
⋃
B je doga�aj

koji se realizuje ako i samo ako se realizuje bar jedan od doga�aja A ili B). Dakle, A
⋃
B je doga�aj

da se realizuje ili doga�aj A ili doga�aj B (A
⋃
B je doga�aj da se realizuje bar jedan od doga�aja

A ili B).
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A
⋂
B = {ω : ω ∈ A i ω ∈ B}. Iz ovog zapisa zaklju£ujemo: A

⋂
B je doga�aj koji se realizuje

ako i samo ako se realizuje i doga�aj A i doga�aj B (ili ekvivalentno re£enom, A
⋂
B je doga�aj

koji se realizuje ako i samo ako se realizuju oba doga�aja A i B). Dakle, A
⋂
B je doga�aj da se

realizuje i doga�aj A i doga�aj B (A
⋂
B je doga�aj da se realizuju oba doga�aja A i B). Ako je

AB = ∅, tada kaºemo da se doga�aji A i B uzajamno isklju£uju.

A\B = {ω : ω ∈ A, ω 6∈ B} je doga�aj da se realizuje doga�aj A i ne realizuje doga�aj B.

Ac = {ω : ω 6∈ A} je doga�aj (doga�aj suprotan doga�aju A) da se u opitu ne realizuje doga�aj

A.

Ako je A ⊂ B tada kaºemo da doga�aj A implicira (povla£i) doga�aj B. Naime, iz realizacije

doga�aja A slijedi da je realizovan neki ishod iz A, a zbog A ⊂ B, taj ishod je iz B. Zaklju£ujemo,

realizovan je doga�aj B. Relacija A ⊂ B se moºe interpretirati i na sljede¢i na£in: doga�aj A se ne

moºe ostvariti ako se ne ostvari doga�aj B. Osoba ne moºe biti majka ako nije ºena.

Ω je izvjestan doga�aj. ∅ je nemogu¢ doga�aj.

Primjer 1.8 U opitu u kome se kocka baca dva puta A je doga�aj da je zbir palih brojeva 6 3, B je

doga�aj da u drugom bacanju padne paran broj, C je doga�aj da u drugom bacanju padne ²estica.

Na¢i A
⋃
B,A

⋂
B,Ac, B\A i dokazati da je C ⊆ B.

U tekstu je bm skra¢enica za beskona£no mnogo, a ss za skoro svi.

A∗ = lim sup
n→∞

An = lim
n→∞

An = {ω se nalazi u bm £lanova nizaAn, n = 1, 2, ...} =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak.

Na jeziku Teorije vjerovatno¢e A∗ je doga�aj da se realizuje bm doga�aja iz niza doga�aja

An, n = 1, 2, .... Dokaºimo da je zapis A∗ =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak korektan.

Pretpostavimo da je ω ∈ A∗ tj. ω se nalazi u bm £lanova niza An, n = 1, 2, ... ⇒ ω ∈
∞⋃
k=1

Ak

(u suprotnom se ne bi nalazilo u A1, A2, A3... a samim tim ni u bm £lanova niza An, n = 1, 2, ....),

ω ∈
∞⋃
k=2

Ak (u suprotnom se ne bi nalazilo u A2, A3... a samim tim ni u bm £lanova niza An, n =

1, 2, ....), ...⇒ ω ∈
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak.

ω ∈
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak ⇒ ω ∈
∞⋃
k=1

Ak, ω ∈
∞⋃
k=2

Ak, .... ⇒ iz ω ∈
∞⋃
k=1

Ak, zaklju£ujemo da se ω nalazi

u bar jednom od skupova iz niza A1, A2, ..., neka je k1 ∈ N indeks prvog skupa iz niza u kome se
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nalazi ω; iz ω ∈
∞⋃

k=k1+1

Ak, slijedi da se ω nalazi u bar jednom od skupova iz niza Ak1+1, Ak1+2, ...,

neka je k2 ∈ N (jasno k1 < k2) indeks prvog skupa iz niza u kome se nalazi ω ⇒

ω ∈ Ak1 , ω ∈ Ak2 , ω ∈ Ak3 , ..., k1 < k2 < k3, ....⇒

ω se nalazi u bm £lanova niza An, n = 1, 2, ...

A∗ = lim inf
n→∞

An = lim
n→∞

An =

= {ω se nalazi u ss £lanovima nizaAn, n = 1, 2, ... (u svim osim u eventualno njih kona£no mnogo)}

=
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

Na jeziku Teorije vjerovatno¢e A∗ je doga�aj da se realizuju ss £lanovi niza An, n = 1, 2, ... (svi

osim eventualno njih kona£no mnogo).

Ako je A∗ = A∗ = A tada se A naziva grani£nim skupom niza An, n = 1, 2, ... i koristi se zapis

lim
n→∞

An = A.

Ako je niz An monotono opadaju¢i tada je lim
n→∞

An =
∞⋂
n=1

An. Ako je niz An monotono rastu¢i

tada je lim
n→∞

An =

∞⋃
n=1

An.

Primjer 1.9 Na¢i lim
n→∞

An. a) An = [0, n
n+1), n = 1, 2, ... b) An = (0, 1

n), n = 1, 2, ...

Primjer 1.10 Ako je A2j = B;A2j−1 = C, j = 1, 2, 3, ... na¢i A∗ i A
∗.

Primjer 1.11 Ako je An = K(( (−1)n

n , 0), 1), n = 1, 2, 3, ... na¢i A∗ i A
∗.

Pokaºimo da je K((0, 0), 1) ⊆ A∗. Neka je T (x, y), x2 +y2 < 1, x > 0. Biramo n tako da je 1
2n < x

i dobijamo da je | C2nT |<| OT |< 1 gdje je C2n = ( 1
2n , 0).

Biramo n tako da je 1
2n+1 < 1− |OT |. Koristimo oznaku C2n+1 = (− 1

2n+1 , 0). Na osnovu relacije

trougla imamo |C2n+1T | < |C2n+1O| + |OT | < 1. U slu£aju T (x, y), x2 + y2 < 1, x = 0. lako se

dokazuje da se izborom dovoljno velikog n dobija da je |C2n+1T | < 1 i |C2nT | < 1. Uraditi!

Neka je T (x, y), x2 + y2 = 1, x > 0. Biramo n tako da je 1
2n < x⇒ |C2nT | < |OT | = 1 i ovo vaºi

za sve centre sa parnim indeksima ve¢im od 2n. Me�utim, za svako n vaºi |C2n+1T | > 1. Ta£ke sa

koordinatama (0, 1) i (0,−1) su van doma²aja na²ih skupova.

3



Neka je T (x, y), x2 +y2 > 1, x > 0. Biramo n tako da je 1
2n < |OT |−1. Na osnovu relacije trougla

imamo |OT | < |OC2n+1| + |C2n+1T | te zaklju£ujemo da je |C2n+1T | > 1. Slu£aj T (x, y), x2 + y2 =

1, x = 0. se lako analizira. Dakle, A∗ = K((0, 0), 1), dok je A∗ zatvoreni centralni jedini£ni krug bez

ta£aka (0, 1) i (0,−1).

Primjer 1.12 Neka je qn, n = 1, 2... jedno nizanje racionalnih brojeva sa segmenta [0, 1] i neka je

zadat niz skupova An = [0, qn], n = 1, 2, ... . Na¢i A∗ i A
∗. (A∗ = {0};A∗ = [0.1).)

Neke od podskupova prostora ishoda Ω ¢emo nazivati doga�ajima. Prirodno je zahtijevati da

kolekciji doga�aja pripada izvjestan doga�aj Ω, nemogu¢ doga�aj ∅ i da je ta kolekcija zatvorena u

odnosu na skupovne operacije. Kolekciju doga�aja ¢emo ozna£avati sa F.

Definicija 1.1 Kolekcija doga�aja F je polje ako vaºi:

(A1) Ω ∈ F.

(A2) Ako A ∈ F tada Ac ∈ F.

(A3) Ako A ∈ F i B ∈ F tada A
⋃
B ∈ F.

Definicija 1.2 Kolekcija doga�aja F je σ polje ako vaºe (A1), (A2), (A3) i

(A4) Ako A1 ∈ F, A2 ∈ F,... tada

∞⋃
i=1

Ai ∈ F.

σ polje je zatvoreno u odnosu na prebrojivo presjecanje. Zaista, ako A1 ∈ F, A2 ∈ F,... tada

je

∞⋂
i=1

Ai =
( ∞⋃
i=1

Aci
)c ∈ F. Lako se dokazuje da je σ polje zatvoreno u odnosu na operaciju razlike

skupova. Dokazuje se da je presjek σ polja tako�e σ polje.

Primjeri

1.) Ω = {1, 2, 3, ...} i kolekciju F £ine skupovi iz Ω koji su kona£ni ili su njihovi komplementi

kona£ni. Kolekcija F je polje koje nije σ polje. Ako kolekciju W £ine skupovi koji su prebrojivi ili

su njihovi komplementi prebrojivi, tada je kolekcija F σ polje.

2.) Neka je

[a, b) = {x ∈ R : a 6 x < b}, −∞ < a < b 6∞

i za potrebe primjera smatra¢emo da je [−∞, b) = (−∞, b) (ovo radimo da bi komplement skupa

[a,∞) bio skup istog tipa). Kolekcija C koju £ine kona£ne unije disjunktnih upravo formiranih

skupova tipa [a, b) je polje.
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Neka je C kolekcija doga�aja koja nije σ polje. Ozna£imo sa Aλ, λ ∈ Λ familiju sigma polja koja

sadrºe C. Pomenuta familija nije prazna, u njoj se nalazi P(Ω). Koriste¢i tvr�enje da je presjek σ

polja tako�e σ polje, zaklju£ujemo da je

σ(C) =
⋂
λ∈Λ

Aλ

minimalno σ polje koje sadrºi C. Naime, σ polje σ(C) je kao presjek sadrºano u svim σ poljima koja

sadrºe C te je minimalno. Minimalno σ polje koje sadrºi C se tako�e naziva minimalnim σ poljem

generisanim kolekcijom C

Borelovo σ polje na R. Neka je Ω = R, neka je C1 kolekcija intervala (a, b), neka je C2 kolekcija

polusegmenata [a, b), neka je C3 kolekcija polusegmenata (a, b], neka je C4 kolekcija segmenata [a, b],

neka je C5 kolekcija intervala (−∞, a), neka je C6 kolekcija intervala (a,∞), neka je C7 kolekcija

otvorenih skupova i neka je C8 kolekcija zatvorenih skupova. Tada je

σ(C1) = σ(C2) = ... = σ(C8),

a ovo sigma polje se naziva Borelovo σ polje na R i ozna£ava se sa B1.

Dokaºimo da je σ(C1) = σ(C3).

(a, b) =
∞⋃
n=1

(
a, b− 1

n

]
∈ σ(C3)⇒ C1 ⊂ σ(C3)⇒ σ(C1) ⊂ σ(C3).

(a, b] =
∞⋂
n=1

(
a, b+

1

n

)
∈ σ(C1)⇒ C3 ⊂ σ(C1)⇒ σ(C3) ⊂ σ(C1).

2 Vjerovatnosni prostor

U slu£aju opita u kom je skup Ω kona£an ili prebrojiv, uobi£ajeno, σ polje doga�aja F je P(Ω).

Svakom ishodu ωi, i ∈ I, pridruºujemo masu p(ωi), i ∈ I, koju nazivamo vjerovatno¢a ishoda ωi i

od vjerovatno¢a zahtijevamo da vaºi:

a) 0 6 p(ωi) 6 1, i ∈ I,

b)
∑

i∈I p(ωi) = 1.

Vjerovatno¢a svakog doga�aja A ∈ F se ra£una po formuli

P (A) =
∑
i:ωi∈A

p(ωi).

Lako se dokazuje da vaºi:
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1) P (∅) = 0; 2) P (Ω) = 1; 3) P (A
⋃
B) = P (A) + P (B)− P (A

⋂
B); 4) P (Ac) = 1− P (A).

Trojka (Ω,F, P ) predstavlja matemati£ki model opita i naziva se vjerovatnosni prostor opita. U

na²em slu£aju, rije£ je o diskretnom vjerovatnosnom prostoru.

U praksi se £esto susre¢u opiti sa kona£no mnogo ravnopravnih-simetri£nih ishoda. Zbog ravno-

pravnosti ishoda u slu£aju kada je Ω = {ω1, ω2, ..., ωN} razumno je svakom ishodu pridruºiti vjerovat-

no¢u 1
N tj. p(ω1) = ... = p(ω1) = 1

N odakle zaklju£ujemo da je za svako A ∈ F

P (A) =
| A |
| N |

(2.1)

Dakle vjerovatno¢a doga�aja A je koli£nik broja ishoda koji odgovaraju doga�aju A i broja svih

mogu¢ih ishoda. Formulom (5) je data tzv. klasi£na de�nicija vjerovatno¢e.

U sljede¢a dva primjera ishodi nisu ravnopravni.

Primjer 2.1 Nov£i¢ se baca do prvog padanja grba ali najvi²e dva puta.

Ω = {P,GP,GG};P (P ) = 0, 5;P (GP ) = P (GG) = 0, 25.

Primjer 2.2 Nov£i¢ se baca do prvog padanja pisma. Ω = {P,GP,GGP, ...}, P (P ) = 0, 5;P (GP ) =

0, 25;P (GGP ) = 0, 125, ....

Zapaºa se da se u dugim serijama opita relativna u£estalost doga�aja pona²a stabilno. Ta sta-

bilnost u£estalosti ukazuje na to da se objektivno prisutna slu£ajnost realizacije doga�aja moºe

kvantitativno mjeriti. Matemati£ka formalizacija gore pomenutog zapaºanja se ostvaruje kroz za-

kon velikih brojeva. Teorija vjerovatno¢e se ne bavi zadatkom pravilnog zadavanja vjerovatno¢a

pi, i = 1, 2, ..., N . Pri zadavanju ovih vjerovatno¢a vodi se ra£una o intuitivnoj predstavi broja pi

kao relativnoj u£estalosti ishoda ωi u dugoj seriji opita. Jedan od glavnih vjerovatnosnih zadataka

je da na osnovu vjerovatno¢a ishoda traºimo vjerovatno¢e sloºenih doga�aja.

Primjer 2.3 Komplet u kome je 36 karata se na slu£ajan na£in dijeli na dva jednakobrojna dijela.

Kolika je vjerovatno¢a da se u oba dijela nalazi po 9 crnih i crvenih karata?

IBroj podjela je odre�en izborom 18 karata iz kompleta od 36 karata, a tih izbora ima
(

36
18

)
. Iz

skupa od 18 crnih karata, 9 karata moºemo izabrati na
(

18
9

)
na£ina. Isti rezon primjenjujemo i za

crvene karte. Koriste¢i princip proizvoda, dobijamo

p =

(
18
9

)(
18
9

)(
36
18

) ≈ 0, 26.
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Prilikom ra£unanja je kori²¢ena Stirlingova formula

n! ∼
√

2πnnn e−n.

Nave²¢emo neke relativne frekvencije doga�aja £iju smo vjerovatno¢u izra£unali. Podaci poti£u iz

jedne serije od 100 ponavljanja opita � podjela karata. Nakon 5 podjela relativna frekvencija je bila

0, 4, nakon 10 podjela je bila 0, 3, nakon 26 podjela je bila 0, 23, nakon 50 podjela je bila 0, 24, a

nakon svih 100 podjela relativna frekvencija je 0, 24. Zna£i, na po£etku serije relativna frekvencija

ima veliku �uktuaciju, a zatim se sa rastom serije relativna frekvencija stabilizuje.J

Primjer 2.4 U kutiji se nalaze cedulje na kojima su brojevi od 1 do 10. Iz kutije se po modelu bez

vra¢anja vadi 5 cedulja. Kolika je vjerovatno¢a da brojevi na izva�enim ceduljama obrazuju rastu¢i

niz? R: 1
5! .

Primjer 2.5 U kutiji se nalazi b bijelih i c crnih kuglica. Dva igra£a jedan za drugim vade kuglicu

i pobje�uje onaj koji prvi izvu£e bijelu kuglicu. Kolika je vjerovatno¢a pobjede igra£a koi zapo£inje

igru? Uraditi oba modela.

a) Model sa vra¢anjem. b+c
b+2c . b) Model bez vra¢anja.

c parno, p = b
c∑
l=0

c[l]

(b+ c)[l+1]
, n[k] = n(n− 1)...(n− k + 1), sumira se po parnim indeksima,

c neparno, p = b
c−1∑
l=0

c[l]

(b+ c)[l+1]
, sumira se po parnim indeksima.

Primjer 2.6 Izra£unati vjerovatno¢u da za 30 osoba izme�u 12 mjeseci u godini , 6 mjeseci sadrºi po

2, a ostalih 6 mjeseci po 3 njihova ro�endana. R: p =
(

12
6

)
30!

26661230
≈ 0, 00035.

Primjer 2.7 r kuglica se razmje²ta u n kutija. Izra£unati vjerovatno¢u da

a) u svakoj od prvih r kutija bude ta£no jedna kuglica (n > r), R: p = r!
nr .

b) u prvoj kutiji bude ta£no r1 kuglica, u drugoj kutiji bude ta£no r2 kuglica,..., u n-toj kutiji bude

ta£no rn kuglica,
n∑
i=1

ri = r, R: p = r!

nr
n∏
i=1

ri!
.

c) u jednoj od kutija bude r1, u nekoj drugoj r2 itd pri £emu su brojevi r1, r2, ..., rn me�u sobom

razli£iti,
n∑
i=1

ri = r. R: p = r!n!

nr
n∏
i=1

ri!
.

Primjer 2.8 U kutiji se nalazi n − 1-na bijela i jedna crvena kuglica. Iz kutije se po modelu bez

vra¢anja vadi k, 1 6 k 6 n kuglica. Kolika je vjerovatno¢a da me�u njima bude crvena?
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p =
(11)(

n−1
k−1)

(nk)
= k

n .

Primjer 2.9 m mu²karaca i n ºena sjedaju u red. Kolika je vjerovatno¢a da sve ºene sjede jedna pored

druge?

p = m+1

(m+n
n )

.

Primjer 2.10 Na £etiri strane kocke A utisnute su po 2 ta£ke, a na dvije strane utisnuto je po 5 ta£aka.

Na svim stranama kocke B utisnute su po 3 ta£ke. Na £etiri strane kocke C utisnute su po 4 ta£ke,

a na dvije po jedna ta£ka. Biraju se dvije kocke, istovremeno se bacaju i "pobje�uje" ona kocka na

kojoj padne vi²e ta£aka (padne ve¢i broj).

Analizirajmo varijante. Ako igraju kocke A i B, B pobje�uje ako na A padne 2. Dakle, pobjedu

kocke B povla£e parovi 2 na A i 6 na B, a tih parova ima 4 · 6 = 24. Kako mogu¢ih ishoda ima

6 · 6 = 36 (6 je broj strana i na A i na B), to je vjerovatno¢a pobjede kocke B, pB = 24
36 = 2

3 ,

a vjerovatno¢a pobjede kocke A, pA = 1
3 . Ako igraju kocke B i C, vjerovatno¢a pobjede kocke C

je pC = 2
3 (kocka C pobje�uje ako na njoj padne 4), dok je pB = 1

3 . Ako igraju A i C, imamo

pA = 4·2+2·6
36 = 5

9 (A pobje�uje u varijantama 10 : 2 na A, 1 na C, 20 : 5 na A) i pC = 4
9 .

Primijetimo, u igri kocaka A i B, bolja je kocka B � ima ve¢u ²ansu (vjerovatno¢u) na pobjedu;

u igri B i C, bolja je kocka C; u igri A i C, bolja je kocka A. Dakle, relacija "biti bolji (bolja)" u

na²em slu£aju nije tranzitivna.

Ako svaka od dvije osobe odabere po jednu kocku sa namjerom da otpo£nu opisanu igru, u boljoj

je poziciji osoba koja kocku bira nakon ²to je svoju kocku ve¢ odabrala prva osoba. Naime, ako je

prva osoba odabrala A, druga ¢e odabrati B; ako je prva odabrala B, druga ¢e odabrati C; ako je prva

odabrala C, druga ¢e odabrati A. Prirodno, druga osoba uvijek bira kocku za koju je vjerovatno¢a

pobjede ve¢a.J

Primjer 2.11 Iz skupa od n osoba koje sjede za okruglim stolom, na slu£cajan na£in bira se k osoba,

k 6 n
2 . Kolika je vjerovatno¢a da nikoje dvije izabrane osobe ne sjede jedna do druge?

Numeri²imo stolice sa 1, 2, ..., n, koristimo numeraciju koja prati kretanje kazaljke na satu, a

zatim sto "presjecanjem" izme�u stolica n i 1 pretvorimo u pravougaoni (stolice 1, 2, .., n se nalaze

na jednoj strani pravougaonog stola). Tokom analize, stolice na kojima sjede odabrane osobe ¢emo

obiljeºiti sa a, a neodabrane sa b. U procesu ra£unanja broja povoljnih ishoda razmotrimo dvije

varijante.

Prva. Na stolici sa rednim brojem 1 sjedi neka od k odabranih osoba. Na stolicama 2 i n moraju

sjedjeti neodabrane osobe. Isklju£imo stolicu n i stolice na kojima sjede odabrane osobe. Ostala
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je n − k − 1 stolica na kojima sjede neodabrane osobe. Da bi rekonstruisali raspored koji nam je

generisao stolice koje su ostale, treba odabrati k − 1 od preostalih stolica i na prvoj desnoj poziciji

smjestiti odabranu. Recimo, n = 8, k = 3. Ostale su 4 stolice, dakle rekonstrukcija kre¢e od bbbb.

Imaju¢i u vidu da je u ovoj varijanti poznato da je stolica 1 obiljeºena sa a, a stolice 2 i 8 sa b, jedan

od rekonstrukcija je recimo abbabbab. Mi smo iz £etvorke bbbb odabrali prvi i £etvrti £lan.

Druga. Razmatra se slu£aj kada na stolici 1 sjedi neodabrana osoba.

p =

(
n−k−1
k−1

)
+
(
n−k
k

)(
n
k

)
Primjer 2.12 Za okrugli sto sijedaju osobe iz grupe od n bra£nih parova. Kolika je vjerovatno¢a da

svaka od k, 1 6 k 6 n �ksiranih ºena sjedi pored svog supruga?

Izdvoji¢emo jednu od k �ksiranih ºena i od nje po£inje permutacija. Suprug moze zauzeti jednu

od dvije susjedne pozicije. Stolice na kojima sjede supruºnici iz preostalih k− 1 parova (parova koje

formiraju preostalih k − 1 �ksiranih ºena) tretira¢emo jedan element tj. blok. k − 1 blok i 2n− 2k

osoba koje nisu £lanovi k izdvojenih parova se mogu pore�ati na (2n − k − 1)! na£ina. U svakom

bloku svoje stolice supruºnici mogu odabrati na 2 na£ina. Dakle,

pk =
2k(2n− k − 1)!

(2n− 1)!
.

Primjer 2.13 n nula i n jedinica formira slu£ajan niz. Kolika je vjerovatno¢a da su parovi u nizu

napravljeni od 0 i 1?

Primjeri nizova: U nizu 00101101 parovi su 00; 10; 11; 01. U nizu 01101010 parovi su 01; 10; 10; 10

te niz odgovara uslovu.

Niz od n nula i n jedinica je odre�en pozicijama koje su zauzele recimo nule (ostale pozicije

zauzimaju jedinice). Broj na£ina da se od 2n pozicija odabere n za nule je
(

2n
n

)
. Niz koji nama

odgovara je onaj kod koga u svakom paru imamo nulu. Nula se u svakom paru moºe na¢i na jednoj

od dvije pozicije u paru. Dakle p = 2n

(2nn )
.

Ekvivalentan je sljede¢i zadatak.

n osoba je izulo svoje cipele, a zatim je sa police na kojima su cipele bile ostavljene, svaka osoba

nasumce uzela po dvije cipele. Kolika je vjerovatno¢a da je svaka osoba uzela po jednu lijevu i jednu

desnu cipelu?

9



Primjer 2.14 Na dva polja ²ahovske table su postavljene dame. Kolika je vjerovatno¢a da se dame

napadaju?

Dame ¢e se napadati ako su na istoj horizontali ili istoj vertikali ili istoj dijagonali. Ima po 8

horizontala i vertikala, po 4 dijagonale duºine 2, 3, 4, 5, 6, 7 i dvije dijagonale duºine 8. Dakle

p =
8
(

8
2

)
+ 8
(

8
2

)
+ 2
(

8
2

)
+ 4
(

2
2

)
+ 4
(

3
2

)
+ 4
(

4
2

)
+ 4
(

5
2

)
+ 4
(

6
2

)
+ 4
(

7
2

)(
64
2

) =
81

224
.

Definicija 2.1 Neka je F σ-polje na prostoru ishoda Ω. Ure�eni par (Ω,F) se naziva mjerljivi

prostor.

Definicija 2.2 Neka je (Ω,F) mjerljivi prostor. Funkcija P : F −→ R je vjerovatno¢a na F ako

vaºi:

P1. P (A) > 0 za svaki A ∈ F; P (Ω) = 1.

P2. Ako su Ai ∈ F, i ∈ N iAi ∩Aj = ∅, i 6= j tada je P

( ∞∑
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P (Ai).

Definicija 2.3 Ure�ena trojka (Ω,F, P ), gdje je F σ-polje na Ω i P vjerovatno¢a na F, naziva se

vjerovatnosni prostor.

Vjerovatnosni prostor je osnovni objekat u Teoriji vjerovatno¢a. Svojstvo P (A) > 0, A ∈ F, je

svojstvo nenegativnosti vjerovatno¢e, a svojstvo P (Ω) = 1 je svojstvo normiranosti vjerovatno¢e.

Svojstvo iz aksiome P2 je svojstvo σ�aditivnosti vjerovatno¢e.

Neka je (Ω,F, P ) vjerovatnosni prostor. Elementi σ�polja F su doga�aji, a broj P (A), A ∈ F,

se naziva vjerovatno¢a doga�aja A.

Dokaza¢emo dvije teoreme koje slijede iz de�nicije vjerovatno¢e. U tim teoremama ¢e biti evi-

dentirana neka zna£ajna svojstva vjerovatno¢e.

Teorema 2.1 Neka je (Ω,F, P ) vjerovatnosni prostor. Tada vrijedi:

(a) P (∅) = 0.

(b) Ako su A1, . . . , An doga�aji tada je

P

(
n∑
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai)

(svojstvo kona£ne aditivnosti vjerovatno¢e).

(c) Ako su A i B doga�aji, A ⊆ B tada je P (A) 6 P (B)

(svojstvo monotonosti vjerovatno¢e).
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(d) Ako je A doga�aj tada je 0 6 P (A) 6 1.

(e) Ako je A doga�aj tada je P (Ac) = 1− P (A)

(vjerovatno¢a suprotnog doga�aja Ac).

(f) Ako su A i B doga�aji tada je P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB).

(g) Ako su An, n ∈ N , doga�aji, tada je P

( ∞⋃
n=1

An

)
6
∞∑
n=1

P (An)

(σ� poluaditivnost vjerovatno¢e).

(h) Ako su An, n ∈ N, doga�aji, A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . . i
A =

∞⋃
n=1

An tada je P (A) = lim
n→∞

P (An)

(neprekidnost vjerovatno¢e u odnosu na rastu¢i niz doga�aja).

(i) Ako us An, n ∈ N, doga�aji, A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . . i
A =

∞⋂
n=1

An tada je P (A) = lim
n→∞

P (An)

(neprekidnost vjerovatno¢e u odnosu na opadaju¢i niz doga�aja).

(j) Ako us An, n ∈ N, doga�aji, A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . . i
∞⋂
n=1

An = ∅ tada je lim
n→∞

P (An) = 0

(neprekidnost vjerovatno¢e u nuli).

Dokaz.

(a) U aksiomi P2 stavimo A1 = Ω i Ai = ∅, i > 2. Dobijamo

1 = 1 + P (∅) + P (∅) + . . . =⇒ P (∅) = 0

(b) U P2 stavimo Ai = ∅, i > n i iskoristimo (a).

(c) A ⊆ B =⇒ B = A ∪ (B \A). Zbog (b) je

P (B) = P (A) + P (B \A) > P (A).

(d) Za svaki doga�aj A vaºi: ∅ ⊆ A ⊆ Ω odakle iz monotonosti vjerovatno¢e slijedi tvr�enje.

(e) A+Ac = Ω =⇒ P (A) + P (Ac) = 1.

(f) Imamo A ∪B = A+ (B \A), (A ∩B) + (B \A) = B. Odavde, zbog (b), dobijamo

P (A ∪B) = P (A) + P (B \A), P (A ∩B) + P (B \A) = P (B).

Nakon sabiranja jednakosti i sre�ivanja dobijamo tvr�enje.

(g) Neka je B1 = A1, Bn = An \
n−1⋃
k=1

Ak, n > 2. Tada je Bn, n ∈ N, niz disjunktnih doga�aja,
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Bn ⊆ An, n ∈ N i
∞⋃
n=1

An =
∞∑
n=1

Bn. Zato imamo

P

( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

P (Bn) 6
∞∑
n=1

P (An).

(h) Stavimo B1 = A1, Bn = An \ An−1, n > 2. Tada je Bn ∈ F, n ∈ N i Bi ∩ Bj = ∅, i 6= j. Osim

toga vrijedi An =
n∑
i=1

Bi, A =
∞∑
n=1

Bn, pa imamo

P (A) =
∞∑
n=1

P (Bn) = lim
n→∞

n∑
i=1

P (Bi) = lim
n→∞

P (An).

(i) Stavimo Cn = A1 \ An, n ∈ N. Tada je Cn ∈ F, Cn ⊆ Cn+1, n ∈ N iA1 \ A =
∞⋃
n=1

Cn. Sada

imamo P (Cn) = P (A1)− P (An), pa iz (h) slijedi

P (A1)− P (A) = P (A1 \A) = lim
n→∞

P (Cn) = P (A1)− lim
n→∞

P (An)

odakle dobijamo P (A) = lim
n→∞

P (An).

(j) Ovo tvr�enje je specijalni slu£aj tvr�enja (i).C

Teorema 2.2 Neka je (Ω,F) mjerljivi prostor i P : F −→ R funkcija koja je kona£no aditivna,

neprekidna u nuli i ima svojstvo (P1). Tada funkcija P ima i svojstvo σ aditivnosti.

Dokaz. Neka su An, n ∈ N , disjunktni doga�aji i A =
∞∑
i=1

Ai. Na osnovu kona£ne aditivnosti

vaºi

P (A) =

n∑
i=1

P (Ai) + P
( ∞∑
i=n+1

Ai
)
. (2.2)

Neka je Bn =
∞∑

i=n+1
Ai. Primijetimo, B1 ⊇ B2 ⊇ B3 ⊇ . . . i

∞⋂
n=1

Bn = ∅. Na osnovu neprekidnosti u

nuli funkcije P slijedi lim
n→∞

P (Bn) = 0. Pu²taju¢i n→∞ u (2.2) dobijamo P (A) =
∞∑
i=1

P (Ai). C

Borel Kantelijeva lema I Neka je An, n ∈ N, niz doga�aja. Ako red
∞∑
n=1

P (An) konvergira

tada je P (A∗) = 0.

Dokaz. Prisjetimo se, A∗ =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak. Neka je Bn =
∞⋃
k=n

Ak. Primijetimo, Bn ↓. Iz svojstava

(g) i (i) i pretpostavljene konvergencije reda dobijamo

P (A∗) = lim
n→∞

P (Bn) 6 lim
n→∞

∞∑
k=n

P (Ak) = 0. C
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Silvesterova formula. Neka je (Ω,F, P ) vjerovatnosni prostor i Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . , n. Tada

vaºi

P (
n⋃
i=1

Ai) =
∑

16i6n

P (Ai)−
∑

16i<j6n

P (AiAj)

+
∑

16i<j<k6n

P (AiAjAk)− · · ·+ (−1)n+1P (
n⋂
i=1

Ai). (2.3)

Dokaz. Dokaz ¢emo sprovesti indukcijom po n. Za n = 1 tvr�enje je o£igledno, a za n = 2 to

je tvr�enje (f) iz Teoreme 1. Pretpostavimo da tvr�enje vrijedi za sve familije od najvi²e n − 1

doga�aja. Stavimo

B =
n−1⋃
i=1

Ai, Ci = AiAn, i < n.

Tada vrijedi

P

(
n⋃
i=1

Ai

)
= P (B ∪An) = P (B) + P (An)− P (BAn). (2.4)

Osim toga je BAn =
n−1⋃
i=1

Ci pa zbog induktivne pretpostavke imamo

P (B) =
∑

16i<n

P (Ai)−
∑

16i<j<n

P (AiAj) + ...+ (−1)nP (
n−1⋂
i=1

Ai) (2.5)

i

P (BAn) =
∑

16i<n

P (Ci)−
∑

16i<j<n

P (CiCj) + ...+ (−1)nP

(
n−1⋂
i=1

Ci

)

=
∑

16i<n

P (AiAn)−
∑

16i<j<n

P (AiAjAn) + ...+ (−1)nP (
n⋂
i=1

Ai). (2.6)

Iz (2.4),(2.5),(2.6) slijedi (2.3).C

Primijetimo da u desnoj strani jednakosti (2.3) prva suma ima
(
n
1

)
£lanova, druga

(
n
2

)
£lanova,...,

a n�ta
(
n
n

)
£lan.

Primjer 2.15 (Zadatak o rasijanom dekanu.) Na sve£anoj dodjeli diploma bilo je n studenata i dekan

im je nasumce podijelio diplome. Kolika je vjerovatno¢a da je bar jedan student dobio svoju diplomu?

Numeri²imo studente brojevima od 1 do n. Ozna£imo sa A1 doga�aj da prvi student dobije

svoju diplomu, sa A2 doga�aj da drugi student dobije svoju diplomu,..., sa An doga�aj da n�ti

student dobije svoju diplomu. Ako sa W ozna£imo doga�aj £iju vjerovatno¢u traºimo, tada je
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W = A1 ∪A2 ∪ . . . An. Da bismo na²li P (W ) primijeni¢emo Silvesterovu formulu. Nakon primjene

ove formule, treba izra£unati vjerovatno¢e presjeka raznih doga�aja iz kolekcije A1, . . . , An. Kako je

ideologija u ra£unanju ovih vjerovatno¢a ista, demonstrira¢emo ra£un, recimo na primjeru P (A1A2).

n diploma se n�torici studenata moºe podijeliti na n! na£ina. Kada prvi i drugi student dobiju svoje

diplome, preostalih n − 2 diplome preostalim studentima (ima ih n − 2) moºe biti podijeljeno na

(n− 2)! na£ina. Dakle, P (A1, A2) = (n−2)!
n! . Imamo

P (W ) = 1− 1

2!
+

1

3!
− 1

4!
+ · · ·+ (−1)n−1

n!
.

Ako n → ∞, dobijeni zbir teºi ka 1 − e−1 ≈ 0, 6322. Zbog brze konvergencije niza � zbira, u

slu£aju kada je n > 20, dobijena vjerovatno¢a se odli£no aproksimira sa 0, 6322. Iz istog razloga,

rezultati se zanemarljivo razlikuju ako je, recimo, n = 100 ili n = 200.

Ovaj zadatak se moºe formulisati u mnogo varijanti. Navedimo jednu. Sloºili smo 100 listova,

zaduvao je vjetar i razbacao listove. Zatim smo listove nasumce ponovo sloºili. Kolika je vjerovatno¢a

da ¢e se bar jedan list na¢i na rednom mjestu na kojem je bio i ranije?J

Primjer 2.16 Kolika je vjerovatno¢a da u seriji od 20 bacanja kocke ne budu zabiljeºeni svi brojevi?

A1 u seriji nije zabiljeºena jedinica,..., A6 u seriji nije zabiljeºena ²estica.

P
( 6⋃
i=1

Ai
)

= 6
520

620
−
(

6

2

)
420

620
+ ...+

(
6

5

)
1

620
. J

Primjer 2.17 Iz grupe od 8 bra£nih parova bira se 6 osoba. Kolika je vjerovatno¢a da me�u izabranima

ne postoji bra£ni par?

Numeri²imo bra£ne parove sa 1, 2, ..., 8. Neka je A1 doga�aj da je me�u izabranim osobama

bra£ni par 1 (tj. oba supruºnika), A2 bra£ni par 2,... Traºena vjerovatno¢a je

p = 1− P
( 8⋃
i=1

Ai

)
= 1−

(
8

1

)(14
4

)(
16
6

) +

(
8

2

)(14
2

)(
16
6

) − (8

3

)
1(
16
6

) .
Primjer 2.18 Neka je (Ω,F, P ) vjerovatnosni prostor i Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . , n. Tada vaºi

P (

n⋂
i=1

Ai) =
∑

16i6n

P (Ai)−
∑

16i<j6n

P (Ai ∪Aj)

+
∑

16i<j<k6n

P (Ai ∪Aj ∪Ak)− · · ·+ (−1)n+1P (

n⋃
i=1

Ai )
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U rje²avanju nekih vaºnih vjerovatnosnih zadataka koristi se sljede¢a dobro poznata teorema iz

Kombinatorike (Teorema 1, zbirka str 37).

Teorema 2.3 Neka je prostor ishoda Ω kona£an skup, F = P(Ω) i A1, A2, ..., An su doga�aji. Tada

je

|A1A2..An| = |Ω| −
∑

16i6n

|Aci |+
∑

16i<j6n

|AciAcj | − ...+ (−1)n−1|Ac1...Acn|.

Primjer 2.19 Kocka se baca do pojave svih ²est strana. Izra£unati vjerovatno¢u doga�aja da ¢e biti

izvedeno ta£no n, n > 6, bacanja.

Ω je skup n torki £iji su elementi iz S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, |Ω| = 6n. Odgovaraju n torke koje se

zavr²avaju sa nekim brojem iz S (6 mogu¢nosti), a na prvih n− 1 mjesta se nalaze svi brojevi iz S

sa izuzetkom broja koji je na n tom mjestu. n − 1 torki napravljenih od 5 brojeva (svi u£estvuju)

ima

5n−1 −
(

5

1

)
4n−1 +

(
5

2

)
3n−1 −

(
5

3

)
2n−1 +

(
5

4

)
.

(vidi Teoremu (prilago�avamo je slu£aju kada se kocka baca n − 1 puta), ako je na n tom mjestu

recimo 6, tada n− 1 torke pravimo sa brojevima 1, 2, 3, 4, 5; skup - doga�aj A1 - u£estvuje 1 u n− 1

torki, skup - doga�aj A2 - u£estvuje 2 u n− 1 torki itd). Dakle,

p =
6
[
5n−1 −

(
5
1

)
4n−1 +

(
5
2

)
3n−1 −

(
5
3

)
2n−1 +

(
5
4

)]
6n

=

(
5

6

)n−1

− 5

(
4

6

)n−1

+ 10

(
3

6

)n−1

− 10

(
2

6

)n−1

+ 5

(
1

6

)n−1

. J

Primjer 2.20 r kuglica se razmje²ta u n kutija, r > n. Kolika je vjerovatno¢a da ta£no m, 0 6 m 6

n− 1 kutija bude prazno?

Zapisujemo redni broj kutije u koju ide kuglica 1, 2, ..., r i dobijamo r torku £iji su £lanovi iz

S = {1, 2, ..., n}, |Ω| = nr. Odgovaraju sve r torke napravljene od n−m brojeva iz S (svi ti brojevi

u£estvuju). n − m brojeva iz S moºemo izabrati na
(
n
m

)
na£ina. Izabrane brojeve ozna£imo sa

s1, s2, ..., sn−m. Izra£unajmo koliko ima r torki koje nam odgovaraju. Neka je A1 doga�aj-skup s1

u£etvuje; ..., An−m doga�aj-skup sn−m u£etvuje. Sada je

|A1...An−m| = (n−m)r −
(
n−m

1

)
(n−m− 1)r +

(
n−m

2

)
(n−m− 2)r...

+(−1)n−m−1
[
n−m− (n−m− 1)

]r
te je

p =

(
n
m

)
|A1...An−m|
nr

=

(
n

m

) n−m−1∑
ν=o

(−1)ν
(
n−m
ν

)(
1− m+ ν

n

)r
. J
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Primjer 2.21 Kocka se baca 7 puta. Kolika je vjerovatno¢a da je suma palih brojeva 27?

x1 + ...+ x7 = 27, 1 6 xi 6 6. yi = xi − 1; y1 + ...+ y7 = 20, 0 6 yi 6 5.

y1+...+y7 = 20, 0 6 yi ima
(

26
6

)
rje²enja. Koristi¢emomo formulu uklju£enja isklju£enja. Traºimo

koliko ima rje²enja takvih da je jedna nepoznata > 6, z7 = y7−6; y1 + ...+y6 +z7 = 14 nenegativnih

rje²enja ima
(

20
6

)
. Dvije nepoznate > 6, y1 + ...+y5 +z6 +z7 = 8 ima ih

(
14
6

)
i na kraju tri nepoznate

> 6, y1 + ...y4 + z5 + z6 + z7 = 2 ima ih
(

8
6

)
. Dakle,

p =
1

67

[(
26

6

)
−
(

20

6

)(
7

1

)
+

(
14

6

)(
7

2

)
−
(

8

6

)(
7

3

)]
.

Ovaj zadatak se moºe uraditi i metodom funkcije izvodnica. Metod ¢emo usvojiti u toku jedne

kasnije faze u£enja stohastike.

3 Uslovna vjerovatno¢a i nezavisnost doga�aja

Neka je A doga�aj iz slu£ajnog opita koji je matemati£ki modeliran trojkom (Ω,F , P ). Ako

osim kompleksa uslova koji generi²u opit nema drugih ograni£enja koja mogu uticati na ra£unanje

vjerovatno¢e doga�aja A, tada kaºemo da je P (A) bezuslovna vjerovatno¢a doga�aja A.

Me�utim, praksa £esto name¢e potrebu za ra£unanjem vjerovatno¢e doga�aja A pri dopunskom

uslovu da je ostvaren neki doga�aj B. Takve vjerovatno¢e se zovu uslovne. Koristi¢emo zapis

P (A|B); njime je ozna£ena vjerovatno¢a doga�aja A pri uslovu B (ili preciznije, pri uslovu da je

ostvaren doga�aj B).

Da bismo pribliºili motive za de�niciju kroz koju se ukazuje na postupak ra£unanja uslovne

vjerovatno¢e, nave²¢emo dva primjera.

Primjer 3.1 Kocka za igru se baca dva puta. Neka je A doga�aj da je u oba bacanja pao paran broj,

a B doga�aj da je zbir brojeva u oba bacanja 6 6.

Konstatujmo

A = {(2, 2), (2, 4), (2, 6), (4, 2), (4, 4), (4, 6), (6, 2), (6, 4), (6, 6)},

B = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 1),

(3, 2), (3, 3), (4, 1), (4, 2), (5, 1)},

odakle slijedi P (A) = 9
36 , P (B) = 15

36 . Kako ra£unati P (A|B)? Izvjesno je, B je ostvareno pa se

skup ishoda suºava i redukuje na skup koji ima 15 elemenata. Me�u tim elementima � ishodima
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na�imo one koji odgovaraju doga�aju A. Ti elementi su {(2, 2), (2, 4), (4, 2)}, a ovim pretraºivanjem

je u stvari na�en skup � doga�aj AB. Slijede¢i ideju iz klasi£ne de�nicije vjerovatno¢e imamo

P (A|B) =
3

15
=

3
36
15
36

=
P (AB)

P (B)
. J

Primjer 3.2 Slu£ajno se bira ta£ka iz kvadrata K duºine stranice 1. Neka su A i B dva podskupa sa

K. Neka je A doga�aj da je slu£ajno izabrana ta£ka iz A, a B doga�aj da je slu£ajno izabrana ta£ka

iz B. Na�imo P (A|B).

Budu¢i da je B izvjesno ostvareno, tj. slu£ajno izabrana ta£ka pripada skupu B, skup ishoda se

svodi na B. Traºe¢i me�u elementima skupa B one koji pripadaju skupu A, mi dobijamo skup AB.

Slijede¢i ideju iz geometrijske vjerovatno¢e, sada imamo

P (A|B) =
mes AB

mes B
=
P (AB)

P (B)
.

Posljednja jednakost slijedi iz £injenice mes K = 1.

Vratimo se izlaganju teorije. Neka je (Ω,F , P ) prostor vjerovatno¢e i neka je B ∈ F , P (B) > 0.

De�ni²imo preslikavanje PB : F −→ [0, 1] sa:

PB(A) = P (A|B) =
P (AB)

P (B)
, A ∈ F . (3.1)

Lako se provjerava da je PB vjerovatno¢a na F . Nazivamo je uslovna vjerovatno¢a uz uslov B.

Druga jednakost u formuli (3.1) sluºi kao obrazac za ra£unanje uslovne vjerovatno¢e. Budu¢i da su

primjeri (3.1) i (3.2) u svjeºem sje¢anju, jasno je odakle poti£e motiv za drugu jednakost u (3.1).

Zna£i, svaki doga�aj B za koji je P (B) > 0 generi²e prostor vjerovatno¢e (Ω,F , PB).

Zato ²to je PB vjerovatno¢a na F , neposredno slijedi

Teorema 3.1 Neka je (Ω,F , P ) prostor vjerovatno¢e i neka je B ∈ F , P (B)

> 0. Tada je

(a) P (∅|B) = 0.

(b) P (Ac|B) = 1− P (A|B), A ∈ F .

(c) A1, A2 ∈ F =⇒ P (A1 ∪A2|B) = P (A1|B) + P (A2|B)− P (A1A2|B).

(d) A1, A2 ∈ F , A1 ⊆ A2 =⇒ P (A1|B) 6 P (A2|B).

(e) An ∈ F , n ∈ N =⇒ P

( ∞∑
n=1

An|B
)
6
∞∑
n=1

P (An|B).
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Iz jednakosti (3.1) slijedi da uz uslove P (A) > 0, P (B) > 0 vaºi formula mnoºenja vjerovat-

no¢a

P (AB) = P (B)P (A|B) = P (A)P (B|A). (3.2)

Postoji prirodno uop²tenje formule (3.2). Naime

P (A1A2...An) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1A2)...P (An|A1A2...An−1),

uz pretpostavku da su vjerovatno¢e doga�aja iz uslova pozitivne.

Definicija 3.1 Kona£na ili prebrojiva familija Hi, i ∈ I doga�aja u prostoru vjerovatno¢e (Ω,F , P )

je potpuni sistem doga�aja ako je P (Hi) > 0 za svako i ∈ I i
∑
i∈I

Hi = Ω.

Sljede¢e dvije teoreme se £esto primjenjuju prilikom rje²avanja zadataka.

Teorema 3.2 (Formula potpune vjerovatno¢e.) Neka je Hi, i ∈ I potpuni sistem doga�aja u

vjerovatnosnom prostoru (Ω,F , P ). Tada za svako A ∈ F vaºi

P (A) =
∑
i∈I

P (A|Hi)P (Hi).

Dokaz. Za proizvoljno A ∈ F vaºi

P (A) = P (AΩ) = P

(
A
∑
i∈I

Hi

)
= P

(∑
i∈I

(AHi)

)
=
∑
i∈I

P (AHi) =
∑
i∈I

P (A|Hi)P (Hi).�

Teorema 3.3 (Bajesova formula.) Neka je Hi, i ∈ I potpuni sistem doga�aja u vjerovatnosnom

prostoru (Ω,F , P ) i neka je A ∈ F , P (A) > 0. Tada za svako i0 ∈ I vaºi

P (Hi0 |A) =
P (A|Hi0)P (Hi0)∑
i∈I

P (A|Hi)P (Hi)
.

Dokaz. Iz formule proizvoda vjerovatno¢a i formule potpune vjerovatno¢e slijedi

P (Hi0 |A) =
P (AHi0)

P (A)
=

P (A|Hi0)P (Hi0)∑
i∈I

P (A|Hi)P (Hi)
.�

Budu¢i da doga�aji iz sistema Hi, i ∈ I £ine jednu potpunu kolekciju mogu¢ih doga�aja, gov-

ori¢emo da su Hi hipoteze.
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Definicija 3.2 Doga�aji A i B su nezavisni ako je

P (AB) = P (A)P (B). (3.3)

Teorema 3.4 Neka je P (B) > 0. Doga�aji A i B su nezavisni ako i samo ako je P (A|B) = P (A).

Neka je P (AB) = P (A)P (B). Uz ovaj uslov dobijamo P (A|B) = P (AB)
P (B) = P (A). Obrnuto, uz

uslov P (A|B) = P (A) imamo P (A|B) = P (A) = P (AB)
P (B) ⇒ P (AB) = P (A)P (B).�

Dakle, uz uslov P (A)P (B) > 0 vaºi

P (AB) = P (A)P (B)⇔ P (A|B) = P (A)⇔ P (B|A) = P (B).

Jednakost P (A|B) = P (A) se odnosi na slu£aj kada je vjerovatno¢a realizacije doga�aja A uz uslov

da je ostvaren doga�aj B jednaka bezuslovnoj. Dakle, realizacija doga�aja B nije "uticala" na

vjerovatno¢u realizacije doga�aja A. Ako je P (A) = 0, tada je za ∀B ∈ F , P (AB) = P (A)P (B)

tj. doga�aji A i B su nezavisni. Tako�e, za ∀B ∈ F , doga�aji B i Ω su nezavisni. Primijetimo,

de�nicija 3.2 nije optere¢ena uslovom P (A) > 0, P (B) > 0.

Svi pojmovi koje smo do uvo�enja pojma nezavisnosti pomenuli, imaju svoje analogone u Teoriji

mjere. Nezavisnost je izvorno vjerovatnosni pojam. Pojavom pojma nezavisnosti, Vjerovatno¢a je

iza²la iz okrilja Teorije mjere.

Kod rje²avanja prakti£nih vjerovatnosnih zadataka, nezavisnost se obi£no prihvata na osnovu

na²ih intuitivnih predstava o opitu. Prirodno je smatrati da u opitu u kome bacamo dva nov£i¢a,

pojava, recimo grba kod jednog nov£i¢a nema uticaja na pojavu, recimo, grba na drugom nov£i¢u

(osim ako nov£i¢i nisu �zi£ki povezani npr. tankom ºicom). Tako�e, to ²to je neka ºena rodila sina

nema uticaja na pol djeteta koje ¢e roditi neka druga ºena te je vjerovatno¢a da su dva slu£ajno

odabrana novoro�en£eta dje£aci 1
2 ·

1
2 .

Postoje situacije kada nezavisnost doga�aja nije o£igledna i ustanovljava se tek nakon provjere

vaºenja jednakosti (3.3) (pogledati primjere (3.13) i (3.14)).

U vjerovatno¢i se pojavljuje potreba za razmatranjem nezavisnosti familije doga�aja. Formalizu-

jmo.

Definicija 3.3 Neka je (Ω,F , P ), vjerovatnosni prostor i Ai ∈ F , i ∈ I proizvoljna familija do-

ga�aja. Kaºemo da je to familija nezavisnih doga�aja ako za svaki kona£ni podskup razli£itih

indeksa i1, i2, ..., ik ∈ I vaºi

P
( k⋂
j=1

Aij
)

=

k∏
j=1

P (Aij ).
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Do za sada izloºenu teoriju ¢emo ilustrovati primjerima.

Primjer 3.3 Profesor je za ispit pripremio n dobrih i m lo²ih cedulja. Kolika je vjerovatno¢a da

student koji cedulju izvla£i kao l + 1 po redu, 0 6 l 6 m+ n− 1, izvu£e dobru cedulju?

INeka je A doga�aj £iju vjerovatno¢u traºimo, a Bk, 0 ∨ (l −m) 6 k 6 n ∧ l, doga�aj da prvih

l studenata izvuku k dobrih cedulja. Na osnovu formule potpune vjerovatno¢e dobijamo

P (A) =

(n−1)∧l∑
k=0∨(l−m)

P (A|BK)P (Bk) =

(n−1)∧l∑
k=0∨(l−m)

n− k
n+m− l

(
n
k

)(
m
l−k
)(

m+n
l

) .

Kad smo zadavali Bk, maksimalna vrijednost za k je bila n ∧ l. Primijetimo, ako je n 6 l tada za

k = n∧ l = n vaºi P (A|Bk) = P (A|Bn) = 0 te nema potrebe da u sumi ra£unamo £lan sa indeksom

n ∧ l. Dakle sumiranje zavr²avamo sa k = (n− 1) ∧ l. Ako je l < n tada je najve¢i indeks u sumi l

i on se dobija bez obzira da li je najve¢i indeks zadat kao n ∧ l ili (n− 1) ∧ l. Ovim smo opravdali

korektnost sumiranja do indeksa k = (n− 1) ∧ l.

Nakon sre�ivanja op²teg £lana u sumi, dobijamo

P (A) =
n

n+m

(n−1)∧l∑
k=0∨(l−m)

(
n−1
k

)(
m
l−k
)(

n+m−1
l

) =
n

n+m
.

Naime, suma je jednaka 1. Objasnimo zbog £ega. U slu£aju l = 0 jednakost je o£igledna.

Skoncetri²imo se na model sa n − 1 dobrih i m lo²ih cedulja, i cedulje izvla£i l, 1 6 l 6 n + m − 1

studenata. Ako sa k ozna£imo broj izvu£enih dobrih cedulja, tada je 0∨ (l−m) 6 k 6 (n− 1)∧ l, a
vjerovatno¢e da se izvu£e k dobrih cedulja se nalaze u sumi. Sumiraju¢i te vjerovatno¢e dobijamo 1.

Vidimo da u rezultatu ne �guri²e l. Dakle, bez obzira na poziciju studenta u "redu", vjerovatno¢a

izvla£enja dobre cedulje je n
m+n .

Na² model sa ceduljama je ekvivalentan sa sljede¢im. U kutiji se nalazi m bijelih i n −m crnih

kuglica. Po modelu bez vra¢anja se vade kuglice. Izra£unajmo vjerovatno¢e da

a) je j-ta izva�ena kuglica bijela?

b) su i-ta i j-ta izva�ena kuglica bijele, i 6= j?

c) je i-ta bijela a j-ta crna, i 6= j?

a) Kuglice se mogu izvu¢i na n! na£ina. Svakom od tih izvla£enja-nizova pridruºujemo istu

vjerovatno¢u (mjeru) 1
n! . Interesuje nas koliko ima nizova sa bijelom kuglicom na j-tom mjestu. j-to

mjesto u nizu popunjava neka od m bijelih, a ostalih n−1 mjesta popunjavaju ostalih n−1 kuglica.
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Dakle,

p =
m(n− 1)(n− 2)...1

n!
=
m

n
.

Moºemo rezonovati i ovako. j ta izva�ena kuglica moºe biti bilo koja od n kuglica iz kutije (kuglice

su ravnopravne), a nama odgovara bilo koja od m bijelih. Dakle, p = m
n .

b) j-to mjesto u nizu popunjava neka od m bijelih, i-to mjesto u nizu popunjava neka od m− 1

bijelih, a za preostalih n− 2 mjesta ostaje n− 2 kuglica. Dakle,

p =
m(m− 1)(n− 2)...1

n!
=
m(m− 1)

n(n− 1)
.

Moºemo rezonovati i ovako. Dvije bijele kuglice koje ¢e biti izva�ene u i tom i j tom va�enju moºemo

izabrati na
(
m
2

)
na£ina, dvije kuglice koje ¢e biti izva�ene u i tom i j tom va�enju moºemo izabrati

na
(
n
2

)
na£ina. Dakle,

p =

(
m
2

)(
n
2

) =
m(m− 1)

n(n− 1)
.

c) p = m(n−m)
n(n−1) .J

Primjer 3.4 Iz kutije u kojoj se se nalazi 10 bijlih, 11 crvenih i 12 crnih kuglica, po modelu a) sa

vra¢anjem; b) bez vra¢anja, vade se kuglica. Kolika je vjerovatno¢a da ¢e bijela kugica biti izva�ena

prije crne?

Primjer 3.5 U svakoj od dvije kutije se nalazi po 10B i 5C kuglica. Iz prve kutije se vadi kuglica,

prebacuje u drugu, zatim se iz druge vadi kuglica i prebacuje u prvu. Na kraju se iz prve kutije vadi

kuglica. Kolika je vjerovatno¢a da je ta kuglica bijela?

IUvedimo hipoteze H1 : BB (u prvom va�enju je iz prve kutije izvu£ena bijela kuglica, a iz

druge kutije je izvu£ena bijela kuglica), H2 : BC, H3 : CB, H4 : CC. Ako saW ozna£imo doga�aj

£iju vjerovatno¢u traºimo, dobijamo

P (W ) = P (W |H1)P (H1) + P (W |H2)P (H2) + P (W |H3)P (H3) +

+P (W |H4)P (H4) =
2

3
· 2

3
· 11

16
+

6

15
· 2

3
· 5

16
+

11

15
· 1

3
· 10

16
+

+
2

3
· 1

3
· 6

16
=

2

3
.

Dakle, vjerovatno¢e prije i poslije prebacivanja su iste.J

Primjer 3.6 Igra£i A i B igraju do bankrota jednog od njih. Na po£etku igra£ A ima a eura, a igr£

B ima b eura. U svakoj partiji vjerovatno¢a pobjede igra£a A je p, a igra£a B je q, p + q = 1. Kad
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partiju dobije igra£ A tada mu igra£ B daje euro, a kad partiju dobije igra£ B tada mu igra£ A daje

euro. Na¢i vjerovatno¢u bankrota za svakog igra£a.

Neka je pn, n = 0, 1, ..., a + b vjerovatno¢a bankrota igra£a A kad ima n eura. Jasno, pa+b =

0, p0 = 1. Neka je H1-u prvoj partiji pobje�uje A, H2-u prvoj partiji pobje�uje B. Sada je

pn = P (A|H1)P (H1) + P (A|H2)P (H2) = ppn+1 + qpn−1 ⇒

(p+ q)pn = ppn+1 + qpn−1 ⇒ q(pn − pn−1) = p(pn+1 − pn), n = 1, 2, ..., a+ b− 1.

10 p = q =
1

2
, pn+1 − pn = pn − pn−1 = ... = p1 − p0 = c⇒ pn = p0 + nc,

n = a+ b⇒ c = − 1

a+ b
⇒ pn = 1− n

a+ b
, pa =

b

a+ b
, qb =

a

a+ b
.

20 p 6= q. qn
n∏
k=1

(pk − pk−1) = pn
n∏
k=1

(pk+1 − pk)⇒ pn+1 − pn =
(q
p

)n
(p1 − 1).

pa+b − pn =
a+b−1∑
k=n

(pk+1 − pk) =
a+b−1∑
k=n

(q
p

)k
(p1 − 1) = (p1 − 1)

( q
p

)n − ( qp)a+b

1− q
p

.

pa+b = 0⇒ pn = (1− p1)

( q
p

)n − ( qp)a+b

1− q
p

.

Stavljaju¢i u posljednjem izrazu n = 0 dobijamo 1− p1 i na kraju je

pn =

( q
p

)a+b −
( q
p

)n( q
p

)a+b − 1
⇒ pa =

1−
(p
q

)b
1−

(p
q

)a+b
, qb =

1−
( q
p

)a
1−

( q
p

)a+b
.

Primjer 3.7 U kutiji se nalaze tri nov£i¢a. Dva su "normalna", a tre¢i je iskovan tako da na obje

strane ima pismo. Slu£ajno se bira jedan nov£i¢ i baca £etiri puta. Na¢i vjerovatno¢u da je uzet

"normalni" nov£i¢ ako je u sva £etiri bacanja palo pismo?

IOzna£imo sa A doga�aj da je u sva £etiri bacanja palo pismo, sa H1 hipotezu da je uzet

"normalni" nov£i¢, a sa H2 hipotezu da je uzet "feleri£ni" nov£i¢. Primjenom Bajesove formule

dobijamo

P (H1|A) =
P (A|H1)P (H1)

P (A|H1)P (H1) + P (A|H2)P (H2)
=

1
16 ·

2
3

2
3 ·

1
16 + 1 · 1

3

=
1

9
. J

kuglica

Primjer 3.8 U svakoj od dvije kutije se nalazi po N kuglica, u prvoj kutiji je M1 bijelih, u drugoj je

M2 bijelih. Slu£ajno se bira kutija, a zatim se iz nje po modelu sa vra¢anjem vadi n kuglica. Sa H1

ozna£imo hipotezu da je izabrana prva, a sa H2 hipotezu da je izabrana druga kutija. Neka je W

doga�aj da su sve izva�ene kuglice bijele. Izra£unati P (Hk|W ), k = 1, 2.

22



P (Hk|W ) =
0, 5
(
Mk
N

)n
0, 5
(
M1
N

)n
+ 0, 5

(
M2
N

)n =
Mn

1

Mn
1 +Mn

2

, k = 1, 2.

Ako je M2 < M1, tada je lim
n→∞

P (H1|W ) = 1. U ovom slu£aju, znanje o realizaciji doga�aja W

su²tinski mijenja na²u apriornu informaciju o hipotezama H1 i H2.

Primjer 3.9 U kutiji se nalazi 91 kuglica i svaka moºe biti bijela ili crna. Iz kutije je po modelu

bez vra¢anja izvu£eno 19 kuglica i me�u njima je registrovano 7 bijelih i 12 crnih kuglica. Na¢i

najvjerovatniji prvobitni sastav kutije.

IOzna£imo saHk hipotezu da je u kutiji k, k = 0, 1, . . . , 91, bijelih kuglica. Naravno, P (Hk) = 1
92

za svako k. Ozna£imo sa A doga�aj da je izvu£eno 7B i 12C kuglica. Nakon primjene Bajesove

formule dobijamo

P (Hk|A) =
P (Hk)P (A|Hk)

91∑
i=0

P (Hi)P (A|Hi)

=
P (A|Hk)

91∑
i=0

P (A|Hi)

.

Zadatak traºenja maksimuma za P (Hk|A) ekvivalentan je zadatku traºenja maksimuma za P (A|Hk).

Imamo

P (A|Hk) =

(
k
7

)(
91−k

12

)(
91
19

) .

Nakon kra¢e analize se dobija P (A|Hk) < P (A|Hk+1) za k 6 32 i P (A|Hk) > P (A|Hk+1) za k > 33.

Odavde zaklju£ujemo da je najvjerovatniji sastav kutije 33B i 58C. Primijetimo da je 7
19 · 91 ≈ 33

te moºemo konstatovati da dobijeni rezultat korespondira sa na²om intuicijom.J

Primjer 3.10 U svakoj od n kutija se nalazi b bijelih i c crnih kuglica. Iz prve se kutije u drugu

prebacuje jedna, zatim se iz druge u tre¢u prebacuje jedna,.... Kolika je vjerovatno¢a da se iz n-te

izvadi bijela kuglica?

Hk, k = 1, 2, .., n je doga�aj da se iz kte kutije izvadi bijela kuglica.

P (Hk+1) = P (Hk+1 | Hk)P (Hk) + P (Hk+1 | Hc
k)P (Hc

k) =
b+ P (Hk)

b+ c+ 1
, k = 1, 2, ..., n− 1.

Iz P (H1) = b
b+c slijedi P (H2) = ... = P (Hn) = b

b+c .

Primjer 3.11 U kutiji je k kuglica, svaka od njih sa vjerovatno¢om 1
2 (nezavisno od ostalih) moºe biti

bijela ili crna. Iz kutije n puta vadimo kuglicu, model sa vra¢anjem. Izme�u izva�enih kuglica m su

bijele, 0 < m < n. Kolika je vjerovatno¢a da u kutiji ima ta£no s bijelih kuglica (0 < s < k)?
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P (Hs |W ) =
P (Hs)P (W | Hs)

k−1∑
i=1

P (W | Hi)P (Hi)

=

(
k
s

)
1
2k

(
n
m

)(
s
k

)m(
1− s

k

)n−m
k−1∑
i=1

(
n
m

)(
i
k

)m(
1− i

k

)n−m(
k
i

)
1
2k

=

=

(
k
s

)
sm(k − s)n−m

k−1∑
i=1

(
k
i

)
(k − i)n−m

.

Primjer 3.12 Iz skupa {1, 2, ..., n} jedan za drugim se biraju dva broja. Kolika je vjerovatno¢a da je

razlika izme�u prvog i drugog izva�enog broja > m, 0 < m < n?

P (W ) =
n∑

i=m+1

P (W | Hi)P (Hi) =
1

n

( 1

n− 1
+

2

n− 1
+ ...+

n−m
n− 1

)
=

(n−m)(n−m+ 1)

2(n− 1)n
.

Primjer 3.13 Iz kompleta od 32 karte, slu£ajno se vadi karta. Neka je A doga�aj da je izvu£ena karta

as, a B doga�aj da je izvu£ena karta krsta. Da li su doga�aji A i B nezavisni?

I P (A) = 4
32 = 1

8 , P (B) = 8
32 = 1

4 , P (AB) = 1
32 (postoji samo jedan as krsta). Dakle P (AB) =

P (A)P (B) te su doga�aji A i B nezavisni. Da li se nezavisnost naru²ava kada se u komplet stavi

"prazna" karta?J

Primjer 3.14 U kvadratu K = (0, 1)× (0, 1) slu£ajnio se bira ta£ka. Neka je A doga�aj da je izabrana

ta£ka iz oblasti A = {(x, y) : (x, y) ∈ K,x > a}, 0 < a < 1 i neka je B doga�aj da je izabrana ta£ka

iz oblasti B = {(x, y) : (x, y) ∈ K, y > b}, 0 < b < 1. Da li su doga�aji A i B nezavisni?

Primjer 3.15 U kutiji se nalaze £etiri kuglice na kojima su zapisani redom brojevi 2, 3, 5, 30. Iz kutije

se vadi kuglica. Ozna£imo sa Ak, k ∈ {2, 3, 5, 30} doga�aj da je broj na izvu£enoj kuglici djeljiv sa

k.

Imamo

P (A2) = P (A3) = P (A5) =
1

2
,

1

4
= P (A2A3) = P (A2)P (A3)

= P (A2A5) = P (A2)P (A5) = P (A3A5) = P (A3)P (A5),

1

4
= P (A2A3A5) 6= P (A2)P (A3)P (A5) =

1

8
.

Doga�aji A2, A3, A5 su nezavisni u parovima, ali ne i u ukupnosti.

Primjer 3.16 Kocka se baca dva puta. Izdvojimo doga�aje

A = {(i, j) : j ∈ {1, 2, 5}}, B = {(i, j) : j ∈ {4, 5, 6}},

C = {(i, j) : i+ j = 9}.
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Imamo,

P (A) = P (B) =
1

2
, P (C) =

1

9
, P (AB) =

1

6
, P (ABC) =

1

36
,

pa moºemo konstatovati

P (AB) 6= P (A)P (B) i P (ABC) = P (A)P (B)P (C).

Primjer 3.17 U svakom susretu igra£i A i B imaju jednake ²anse da osvoje bod. Pobje�uje igra£ koji

prvi osvoji 6 bodova. Na¢i vjerovatno¢u doga�aja da pobijedi igra£ A ako trenutno vodi rezultatom

4 : 2.

ISa A ¢emo simboli£ki ozna£avati pobjedu igra£a A u pojedina£noj igri, a sa B pobjedu igra£a B u

pojedina£noj igri. B ¢e biti ukupni pobjednik ako se ostvari neka od shema BBBB, ABBBB, BABBB,

BBABB, BBBAB. Zbog podrazumijevane nezavisnosti izme�u igara, imamo da je vjerovatno¢a

pobjede igra£a B

pB =
1

2
· 1

2
· 1

2
· 1

2
+ 4

1

2
· 1

2
· 1

2
· 1

2
· 1

2
=

3

16
,

a vjerovatno¢a pobjede igra£a A je pA = 13
16 . J

Primjer 3.18 U populaciji je 2% oboljelih. Kada se testira oboljela osoba test je pozitivan sa vjerovat-

no¢om 0,99, a kad se testira zdrava test je pozitivan u 0, 5% slu£ajeva.

a) Kolika je vjerovatno¢a da je test pozitivan?

b) Ako je test pozitivan, kolika je vjerovatno¢a da je testirana oboljela osoba?

A- test je pozitivan, H1 - testira se oboljela osoba, H2 - testira se zdrava osoba. P (H1) =

0, 02, P (H2) = 0, 98, P (A|H1) = 0, 99, P (A|H2) = 0, 005. a) Nakon primjene formule potpune

vjerovatno¢e dobijamo P (A) = 0, 0247. b) Nakon primjene Bajesove formule dobijamo P (H1|A) =

0, 8016.

Zavr²i¢emo ovu temu sa Borel Kantelijevom lemom II. Za njen dokaz nam je potrebna sljede¢a

lema

Lema 3.1 Ako su doga�aji A1, A2, ... nezavisni tada su i doga�aji Ac1, A
c
2, .... tako�e nezavisni.

Dokaza¢emo da iz nezavisnosti doga�aja A1 i A2 slijedi nezavisnost doga�aja Ac1 i Ac2. Dakle, neka

su A1 i A2 nezavisni doga�aji. Sada je

P (Ac1A
c
2) = 1− P (A1 ∪A2) = 1− P (A1)− P (A2) + P (A1)P (A2) = P (Ac1)P (Ac2).
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Op²ti slu£aj se dokazuje analogno tj. ra£unanjem vjerovatno¢e suprotnog doga�aja i primjenom

Silvesterove formule.

U dokazu najavljene leme ¢emo koristiti dobro poznatu nejednakost: 1− x 6 e−x, 0 6 x 6 1.

Lema 3.2 (Borel Kantelijeva lema II) Ako su doga�aji An, n = 1, 2, ... nezavisni i
∞∑
n=1

P (An) =∞ tada je P (A∗) = 1.

P (A∗) = 1− P
( ∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ack

)
= 1− lim

n→∞
P
( ∞⋂
k=n

Ack

)(
jer je

∞⋂
k=n

Ack = Bn ↑
)

j = 1− lim
n→∞

lim
m→∞

P
( m⋂
k=n

Ack

)(
jer je

m⋂
k=n

Ack = Cm ↓,m > n,
∞⋂
k=n

Ack =

∞⋂
m=n

Cm

)
= 1− lim

n→∞
lim
m→∞

m∏
k=n

(1− P (Ak)) > 1− lim
n→∞

lim
m→∞

e−
∑m
k=n P (Ak) = 1− e− lim

n→∞
lim
m→∞

∑m
k=n P (Ak)

= 1,

jer je zbog divergencije reda
∞∑
i=1

P (Ai), lim
m→∞

m∑
k=n

P (Ak) =∞ za svako n. Dakle, P (A∗) = 1.

Primjer 3.19 Kolika je vjerovatno¢a da se u �ktivnom beskona£nom nizu bacanja kocke bar jednom

zabiljeºi 1000 uzastopnih ²estica?

Ozna£imo saW doga�aj £iju vjerovatno¢u traºimo. Neka je A1 doga�aj da ²estica stalno pada od

prvog do hiljaditog bacanja, A2 doga�aj da ²estica stalno pada od hiljadu prvog do dvije hiljaditog

bacanja, .... Primijetimo, A∗ ⊆ W, 1
61000

= P (A1) = P (A2) = ... i doga�aji An, n = 1, 2, .. su

nezavisni. Na osnovu Borel Kantelijeve leme II zaklju£ujemo P (A∗) = 1 te je P (W ) = 1.

Primjer 3.20 Izvodi se serija nezavisnih opita. Neka je A doga�aj iz opita, P (A) = p i neka je

An, n = 1, 2, ... doga�aj da se izme�u2n-tog i 2n+1 − 1-og ponavljanja doga�aj A realizuje n puta

uzastopno. Ako je p < 1
2 tada je P (A∗) = 0, ako je p > 1

2 tada je P (A∗) = 1. Dokazati!

a) p < 1
2 . Neka je Bi doga�aj da se po£ev²i od i-tog ponavljanja realizuje n uzastopnih doga�aja A.

Sada je

An =
2n+1−n⋃
i=2n

Bi ⇒ P (An) 6 (2n − n+ 1)pn 6 (2p)n ⇒
∞∑
n=1

P (An) <∞⇒ P (A∗) = 0.
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b) p > 1
2 . A

c
n ⊆

[
2n

n
−1

]
+1⋂

i=1
Di, gdje je Di doga�aj da od 2n+(i−1)n-tog do 2n+in−1-tog ponavljanja

nisu realizovani samo doga�aji A. Koriste¢i P (Di) = 1− pn dobijamo

P (Acn) 6 (1− pn)

[
2n

n
−1
]
⇒ P (An) > 1− (1− pn)

[
2n

n
−1
]
∼ (2p)n

n
.

Iz nezavisnosti doga�aja u nizu An, n = 1, 2, ... i divergencije reda
∞∑
n=1

(2p)n

n slijedi P (A∗) = 1.

Primjer 3.21 Neka su doga�aji An, n = 1, 2, .. nezavisni. Dokazati da je P (A∗) = 0 ako i samo ako

je
∞∑
i=1

P (Ai) <∞.

4 Slu£ajne promjenljive (veli£ine)

Sva teorijska razmatranja u tekstu koji slijedi su vezana za vjerovatnosni prostor (Ω,F, P ). Prirodno

je da se sa skupa Ω pre�e na, u matematici najbolje izu£eni, skup realnih brojeva R. Taj prelazak
se ostvaruje uz posredovanje funkcije koja se naziva slu£ajna promjenljiva.

Definicija 4.1 Funkcija X : Ω −→ R se naziva slu£ajna promjenljiva ako za svaki Borelov skup

B vaºi

X−1(B) = {ω : X(ω) ∈ B} ∈ F. (4.1)

Za funkciju kojom je de�nisana slu£ajna promjenljiva kaºe se da je (F,B1) mjerljiva. Iz teoreme

koja slijedi (ne¢emo je dokazivati) zaklju£ujemo da se slu£ajna promjenljiva moºe de�nisati tako ²to

¢e se uslov (4.1) zamijeniti sa nekim od pet navedenih.

Teorema 4.1 Svaki od navedenih uslova potreban je i dovoljan da bi funkcija X : Ω −→ R bila

slu£ajna promjenljiva.

a) X−1(G) = {ω : X(ω) ∈ G} ∈ F za svaki otvoreni skup G ⊂ R.

b) X−1((−∞, x)) = {ω : X(ω) < x} ∈ F, za svako x ∈ R.

c) X−1((−∞, x]) = {ω : X(ω) 6 x} ∈ F, za svako x ∈ R.

d) X−1([x,∞)) = {ω : X(ω) > x} ∈ F, za svako x ∈ R.

e) X−1((x,∞)) = {ω : X(ω) > x} ∈ F, za svako x ∈ R.

f) X−1([a, b)) = {ω : a 6 X(ω) < b}, za svaki polusegment [a, b).
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Ako je ω0 �ksirani element iz Ω i X : Ω −→ R slu£ajna promjenljiva, tada X(ω0) nazivamo slikom

ishoda ω0 ili realizacijom od X po ishodu ω0. Neki autori X(ω0) nazivaju rezultatom mjerenja ishoda

ω0, a upotrebljava se i naziv faza slu£ajne promjenljive.

Sljede¢om teoremom ¢emo zadati jedno zna£ajno σ polje.

Teorema 4.2 Neka je X slu£ajna promjenljiva. Tada je familija

σ(X) = {X−1(B) : B ∈ B1}

σ-polje.

a) Ω = X−1(R) ∈ σ(X).

b) Neka je A ∈ σ(X). Tada postoji skup B ∈ B1 takav da je A = X−1(B). Sada imamo

Ac = (X−1(B))c = X−1(Bc) ∈ σ(X).

c) Neka je An, n ∈ N, niz skupova iz σ(X). Zbog toga ²to je X slu£ajna promjenljiva, za svako

n ∈ N postoji skup Bn ∈ B1 takav da je An = X−1(Bn). Sada imamo

∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

X−1(Bn) = X−1(
∞⋃
n=1

Bn) ∈ σ(X).

Ovim je dokazano da je σ(X) σ polje. σ(X) je pod polje σ polja F i naziva se σ polje generisano

slu£ajnom promjenljivom X.�

Neka je X slu£ajna promjenljiva zadata na vjerovatnosnom prostoru (Ω,F, P ) i neka je PX :

B1 −→ [0, 1] funkcija de�nisana sa

PX(B) = P{ω : X(ω) ∈ B} = P (X−1(B)), B ∈ B1. (4.2)

Lema 4.1 Funkcija PX(·) je vjerovatno¢a na mjerljivom prostoru (R,B1).

a) PX(B) = P{ω : X(ω) ∈ B} > 0, B ∈ B1 i PX(R) = P (X−1(R)) = P (Ω) = 1.

b) Neka je Bi, i ∈ N, Bi ∩Bj = ∅, i 6= j. Sada je

PX(
∑
i∈N

Bi) = P (X−1(
∑
i∈N

Bi)) = P (
∑
i∈N

(X−1(Bi)) =
∑
i∈N

PX(Bi).�

Definicija 4.2 Funkcija PX se naziva raspodjela vjerovatno¢e slu£ajne promjenljive X ili

kra¢e raspodjela slu£ajne promjenljive X. Vjerovatnosni prostor (R,B, PX) naziva se fazni

prostor slu£ajna promjenljive X.
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Primijetimo, PX(B) = P{ω : X(ω) ∈ B}, B ∈ B1, je vjerovatno¢a da slika-realizacija slu£ajne

promjenljive X "upadne" u B. U vjerovatnosnom ºargonu se koristi neprecizna ali rasprostranjena

fraza: PX(B) je vjerovatno¢a da slu£ajna promjenljiva X "upadne" u B.

Primjer 4.1 Nov£i¢ se baca dva puta. Prostor ishoda je Ω = {PP, PG, GP, GG}.

Slu£ajna promjenljiva£ina X koja predstavlja broj palih pisama data je sa:

X(GG) = 0, X(PG) = X(GP ) = 1, X(PP ) = 2.

Slu£ajna promjenljiva Y koja predstavlja razliku broja palih pisama i grbova data je sa:

Y (PP ) = 2, Y (PG) = Y (GP ) = 0, Y (GG) = −2.

Kao ²to vidimo iz ovog primjera, na jednom vjerovatnosnom prostoru moºemo zadati vi²e slu£ajnih

promjenljivih.J

Primjer 4.2 Neka je (Ω,F, P ) vjerovatnosni prostor,

Ω = {a, b, c}, F = {{a, b}, {c},Ω, ∅}, P ({a, b}) =
1

2
, P ({c}) =

1

2
.

Neka je funkcija X : Ω −→ R zadato sa

X(a) = X(c) = 0, X(b) = 1.

Tada je X−1(1) = {b} 6∈ F. Dakle, X nije slu£ajna promjenljiva. Ovim primjerom je pokazano da

postoje funkcije iz Ω u R koja nisu slu£ajne promjenljive.J

Primjer 4.3 Kocka se baca jednom. Zada¢emo slu£ajne promjenljive:

a) X(1) = X(2) = X(3) = X(4) = X(5) = X(6) = 0,

b) Y (1) = Y (3) = Y (5) = 0, Y (2) = Y (4) = Y (6) = 1,

c) Z(1) = 1, Z(2) = 2, Z(3) = 3, Z(4) = 4, Z(5) = 5, Z(6) = 6.

Imamo

σ(X) = {∅,Ω}, σ(Y ) = {{1, 3, 5}, {2, 4, 6},Ω, ∅}, σ(Z) = P(Ω). J
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Primjer 4.4 Neka je A ∈ F i neka je

IA(ω) =

{
0, ω ∈ Ac

1, ω ∈ A
.

Slu£ajna promjenljiva IA se naziva indikator doga�aja A.J

Definicija 4.3 Za slu£ajnu promjenljivu £iji je skup realizacija kona£an ili prebrojiv kaºemo da je

diskretnog tipa. Ako je kodomen kona£an, tada govorimo o prostoj slu£ajnoj promjenljivoj.

Neka je W = {xi : i ∈ I}, I je kona£an ili prebrojiv skup, kodomen diskretne slu£ajne promjenljive

X i Ai = {ω : X(ω) = xi}, i ∈ I. Jasno,
∑
i∈I

Ai = Ω i

X(ω) =
∑
i∈I

xiIAi(ω).

Neka je X(ω) =
∑
i∈I

xiIAi(ω). Ako je ω ∈ Ai, tada je X(ω) = xi, i ∈ I. Neka je pi =

P (Ai), i ∈ I. Raspodjela vjerovatno¢a PX slu£ajne promjenljiveX odre�ena je nizom parova brojeva

(x1, p1), (x2, p2), . . . . Zaista, za svaki Borelov skup B vaºi PX(B) =
∑

i:xi∈B
pi. Kako je PX(R) = 1,

to je
∑
i∈I

pi = 1. Standardni na£in biljeºenja raspodjele vjerovatno¢e diskretne slu£ajne promjenljive

X je dat tabelom

X :
x1 x2 x3 . . .

p1 p2 p3 . . .
.

Primjer 4.5 Tetraedar na £ijim su stranama zapisani brojevi 1, 2, 3, 4 baca se dva puta. Neka je X

zbir palih brojeva.

Imamo, Ω = {(1, 1), (1, 2), ..., (4, 4)}, F = P(Ω) i P je indukovano £injenicom da je P (ω) = 1
16 ,∀ω ∈

Ω. Formirajmo skupove

A1 = {X(ω) = 2} = {(1, 1)}, A2 = {X(ω) = 3} = {(1, 2), (2, 1)},

A3 = {X(ω) = 4} = {(1, 3), (2, 2), (3, 1)}, A5 = {X(ω) = 6} = {(2, 4), (4, 2), (3, 3)},

A6 = {X(ω) = 7} = {(3, 4), (4, 3)}, A7 = {X(ω) = 8} = {(4, 4)}

i neka je x1 = 2, x2 = 3, x3 = 4, x4 = 5, x5 = 6, x6 = 7, x7 = 8. Sada je

X(ω) =
7∑

k=1

xkIAk(ω),
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a raspodjela slu£ajne promjenljive X je data shemom

X :
2 3 4 5 6 7 8
1
16

1
8

3
16

1
4

3
16

1
8

1
16 .

.

Naime,

pk = P (Ak), k = 1, 2, ..., 7. J

Bernulijeva shema i binomna raspodjela

Kao rezultat izu£avanja sljede¢e jednostavne sheme dobijeno je nekoliko zna£ajnih teorema Teorije

vjerovatno¢e.

Neka je (Ω0,F0, P0) vjerovatnosni prostor inicijalnog opita. Iz F0 izdvajamo dva doga�aja:

A,P0(A) = p naziva se uspjeh i Ac, P0(Ac) = q, p + q = 1 naziva se neuspjeh. Mi ¢emo po

zavr²etku inicijalnog opita u slu£aju realizacije uspjeha biljeºiti 1, u slu£aju realizacije neuspjeha

biljeºiti 0. Matemati£ki model koji prati ovakvo postupanje je vjerovatnosni prostor (Ω1,F1, P1) gdje

je Ω1 = {0, 1}, F1 = P(Ω1) i P1 je indukovana sa P1({1}) = p;P1({0}) = q. Dakle, inicijalni opit se

u zavisnosti od toga ²to registrujemo kao ishod modelira sa (Ω0,F0, P0) ili (Ω1,F1, P1). Navedimo

dva primjera. Bacamo kocku, padanje, recimo, broja koji je djeljiv sa 3 progla²avamo uspjehom,

broja koji nije djeljiv sa 3, neuspjehom. Kada kao ishod registrujemo pali broj, imamo

Ω0 = {1, 2, 3, 4, 5, 6},F0 = P(Ω0), P0(1) =
1

6
, ..., P0(6) =

1

6
,

dok je vjerovatno¢a uspjeha p = 1
3 . Biramo ta£ku sa intervala (0, 1), izbor ta£ke sa, recimo, intervala

(0, 3; 0, 7) progla²avamo uspjehom. Jasno, p = 0, 4, dok je vjerovatnosni prostor kada kao ishod

registrujemo slu£ajno izabranu ta£ku dat u primjeru (4.15).

Definicija 4.4 n nezavisnih ponavljanja opita sa dva ishoda, uspjeh-neuspjeh, se naziva Bernuli-

jeva shema.

Trag koji ostaje nakon realizovane Bernulijeve sheme je ntorka napravljena od 0 i 1 koje smo

biljeºili nakon svakog ponavljanja. Vjerovatnosni prostor Bernulijeve sheme je (Ω,F, P ) gdje je

Ω = Ωn
1 = {ω : ω = (ω1, ..., ωn), ωi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, ..., n}, F = P(Ω).

Ako je ω ∈ Ω, tada je

P (ω) = pkqn−k,

gdje je k broj jedinica odnosno uspjeha kod ishoda ω, tj. k =
n∑
i=1

ωi.

Neka je u Bernulijevoj shemi Sn broj uspjeha. Na�imo raspodjelu slu£ajne promjenljive Sn, tj.

na�imo P{Sn = k}, k = 0, 1, ..., n. Doga�aju {ω : Sn(ω) = k} odgovaraju n-torke sa k jedinica a
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njih ima
(
n
k

)
. Vjerovatno¢a svake n-torke sa k jedinica je pkqn−k te je

P{Sn = k} =

(
n

k

)
pkqn−k, k = 0, 1, ..., n.

Za slu£ajnu promjenljivu Sn kaºemo da ima binomnu raspodjelu sa parametrima n i p i koristimo

zapis Sn : B(n, p). Imamo,

n∑
k=0

P{Sn = k} =
n∑
k=0

(
n

k

)
pkqn−k = (p+ q)n = 1. (4.3)

Jednakost (4.3) pokazuje da je suma vjerovatno¢a koje se pojavljuju kod binomne raspodjele jednaka

1. Tako�e, iz jednakosti (4.3) se vidi da su vjerovatno¢e iz binomne raspodjele jednake £lanovima

Njutnovog razvoja n tog stepena binoma p+ q.

Primjer 4.6 Kocka se baca deset puta. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive X koja je jednaka broju

pojavljivanja brojeva djeljivih sa tri.

Opit tretiramo kao Bernuilijevu shemu sa 10 ponavljanja (bacanja) opita u kome su ishodi padanje

broja koji je djeljiv sa 3-uspjeh i padanje broja koji nije djeljiv sa 3-neuspjeh. Vjerovatno¢a uspjeha

je 1
3 . Slu£ajna promjenljiva X prebrojava uspjehe te moºemo konstatovati X : B(10, 1

3), iza £ega

stoji

P{X = k} =

(
10

k

)(
1

3

)k (2

3

)10−k
, k = 0, 1, . . . , 10. J

Primjer 4.7 r £estica se raspore�uje na n orbita oko atomskog jezgra. Na¢i raspodjelu slu£ajne prom-

jenljive X koja je jednaka broju £estica raspore�enih na orbiti koja je najbliºa jezgru.

Traºimo P{X = k}, k = 0, 1, 2, ..., r tj. vjerovatno¢u doga�aja da je na orbiti koja je najbliºa

jezgru raspore�eno k £estica. r £estica se na n orbita moºe rasporediti na nr na£ina. k £estica koje

¢e biti raspore�ene na orbiti koja je najbliºa jezgru se moºe izdvojiti na
(
r
k

)
na£ina, a preostalih

r − k £estica se moºe razmjestiti na preostalih n− 1 orbita na (n− 1)r−k na£ina. Dobijamo

P{X = k} =

(
r
k

)
(n− 1)r−k

nr
, k = 0, 1, 2, ..., r.

Primijetimo, ako je r = 2n tada

P{X = k} → 2k

k!
e−2, n→∞, k = 0, 1, 2, ...

Raspore�ivanje £estica na orbite moºemo tretirati kao Bernulijevu shemu u kojoj se opit biranja

orbite za £esticu ponavlja r puta, a uspjehom se smatra izbor orbite koja je najbliºa jezgru. Jasno,
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vjerovatno¢a uspjeha je 1
n . Imamo X : B(r, 1

n) te je

P{X = k} =

(
r

k

)( 1

n

)k(
1− 1

n

)r−k
, k = 0, 1, 2, ..., r. J

Primjer 4.8 U kutiji je n bijelih i m crnih kuglica. Slu£ajno se a) po modelu sa vra¢anjem, b) po

modelu bez vra¢anja, vadi k, 1 6 k 6 n+m kuglica. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive X koja je

jednaka broju izva�enih bijelih kuglica.

a) X : B(k, n
n+m) jer je vjerovatno¢a va�enja bijele kuglice u svakom va�enju n

n+m .

b)

P{X = l} =

(
n
l

)(
m
k−l
)(

n+m
k

) , max{0, k −m} 6 l 6 min{n, k}. (4.4)

Raspodjela zadata sa (4.4) se naziva hipergeometrijska i koristi se notacija X : H(n,m, k).

U slu£aju kada n
m+n → p, 0 < p < 1, n→∞, tada

P{X = l} →
(
k

l

)
plqk−l, l = 0, 1, ..., k, p = 1− q, n→∞.

Dakle, grani£na raspodjela je binomna. J

Primjer 4.9 Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive X koja je

a) jednaka broju ponavljanja neuspjeha (ili prosto broju neuspjeha) do ostvarivanja prvog uspjeha,

b) jednaka broju neuspjeha do ostvarivanja r tog uspjeha, r > 1.

Vjerovatno¢a uspjeha je p.

a) P{X = k} = qkp, k = 0, 1, 2, ....;
∞∑
k=0

pqk = p
1−q = 1.

b) P{X = k} =
(
k+r−1
r−1

)
qkpr, k = 0, 1, 2, ...

Raspodjela iz a) se naziva geometrijska sa parametrom p i koristi se notacija X : G(p), a iz b)

negativna binomna sa parametrima r i p i koristi se notacija X : Bi(r, p). U slu£aju r = 1 dobija

se geometrijska raspodjela.

Ako X : G(p), tada je P{X = m+ n|X > n} = P{X = m},m = 0, 1, ...;n = 1, 2, ...(∗). Zaista,

P{X = m+ n|X > n} =
P{X = m+ n}
P{X > n}

=
qm+np
∞∑
j=n

qjp

= pqm = P{X = m}.
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Primijetimo, uslov-doga�aj X > n je ekvivalentan doga�aju da se u prvih n ponavljanja opita

registruju neuspjesi. Sa (∗) se tvrdi da je nakon registrovanja neuspjeha u prvih n ponavljanja

opita, vjerovatno¢a registrovanja jo² m neuspjeha do ostvarivanja uspjeha jednaka vjerovatno¢i da

se nakon registrovanja neuspjeha u prvih m ponavljanja opita, ostvari uspjeh. Dakle, rezultati su

jednaki bez obzira da li brojanje neuspjeha do ostvarivanja uspjeha kre¢e od po£etka ili nakon n, n ∈
N, registrovanih neuspjeha. Svojstvo raspodjele izraºeno sa (∗) se naziva svojstvom odsustva

pam¢enja ili svojstvom odsustva posljedice.

Pokaºimo da je geometrijska jedina raspodjela £iji je domen N0 i koja ima svojstvo odsustva

pam¢enja (∗). Neka je X slu£ajna promjenljiva za koju vaºi (∗). Uvedimo oznaku pk = P{X =

k}, k, k = 0, 1, ... Iz (∗) slijedi

P{X = m+ n} = P{X = m}P{X > n}.

Zamjenom m = 0 dobijamo pn = p0P{X > n}, odakle slijedi p1 = p0(1 − p0), p2 = p0(1 −
p0)2, ..., pk = p0(1− p0)k, ... J

Primjer 4.10 U kutiji se nalazi n bijelih i m crnih kuglica. Iz kutije se po modelu bez vra¢anja vade

kuglice. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive X koja je jednaka broju crnih kuglica koje se izvade

prije nego ²to se izvadi r-ta bijela kuglica.

P{X = k} =

(
n
r−1

)(
m
k

)(
m+n
k+r−1

) n− r + 1

m+ n− k − r + 1
=

(
k+r−1
r−1

)(
m+n−k−r

n−r
)(

m+n
n

) , k = 0, 1, ...,m.

Dobijena raspodjela se naziva negativna hipergeometrijska i koristi se zapis Hi(n,m, r).

U slu£aju kada n
m+n → p, 0 < p < 1, n→∞, tada

P{X = k} →
(
k + r − 1

r − 1

)
qkpr, k = 0, 1, 2, ..., q = 1− p, n→∞.

Dakle, grani£na raspodjela je negativna binomna. U modelu sa vra¢anjem, raspodjela slu£ajne

promjenljive Y koja je jednaka broju crnih kuglica izva�enih prije nego ²to se izvadi r-ta bijela

kuglica je

P{X = k} =

(
k + r − 1

r − 1

)( m

m+ n

)k( n

m+ n

)r
, k = 0, 1, 2, ... J

Primjer 4.11 n kuglica na kojima su zapisani brojevi 1, 2, ..., n se na slu£ajan na£in razmije²ta u n

kutija koje su ozna£ene brojevima 1, 2, ..., n i to tako da se u svaku kutiju smjesti ta£no jedna kuglica.

Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive X koja je jednaka broju kutija kod kojih je broj kutije jednak

broju kuglice koja je smje²tena u kutiju.
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Iz zadatka o rasijanom dekanu slijedi da je

P{X = 0} =
1

2!
− 1

3!
+ ...+

(−1)n

n!
, n > 2, P{X = 0} = 0, n = 1.

Ozna£imo sa A doga�aj da su brojevi na r izabranih kuglica jednaki brojevima kutija u koje se

kuglice smje²taju. Ozna£imo sa B doga�aj da se ni jedan od preostalih n− r brojeva na kuglicama

ne podudara sa brojem kutije u koju se kuglica smje²ta.

P{X = r} =
(
n
r

)
P (AB) =

(
n
r

)
P (A)P (B|A) =

(
n
r

) (n−r)!
n!

(
1
2! −

1
3! + ...+ (−1)n−r

(n−r)!

)
=

= 1
r!

(
1
2! −

1
3! + ...+ (−1)n−r

(n−r)!

)
r = 0, 1, ..., n− 2; P{X = n− 1} = 0; P{X = n} = 1

n! .

Grani£ni slu£ajevi binomne raspodjele dovode do dvije zna£ajne raspodjele: Puasonove i nor-

malne.

Teorema 4.3 Neka je Sn : B(n, pn), (n ∈ N) i neka je lim
n→∞

npn = λ, 0 < λ < ∞. Tada za svako

k = 0, 1, 2, ... vaºi

lim
n→∞

P{Sn = k} =
λk

k!
e−λ.

Uvedimo oznaku npn = λn. Na osnovu uslova imamo lim
n→∞

λn = λ. Za proizvoljno k = 0, 1, 2, ..

imamo

P{Sn = k} =
n(n− 1)...(n− k + 1)

k!

(λn
n

)k(
1− λn

n

)n−k
=

=
λkn
k!

(
1− λn

n

)n(
1− 1

n

)
...
(

1− k − 1

n

)(
1− λn

n

)−k
→ λk

k!
e−λ, n→∞.�

Grani£ne vjerovatno¢e iz prethodne teoreme su vezane za realizacije k, k = 0, 1, 2, ..., a kako je
∞∑
k=1

λk

k! e
−λ = 1 to prethodna teorema sugeri²e slu£ajnu promjenljivu X sa raspodjelom

P{X = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . . , λ > 0.

Za ovako raspodjeljenu slu£ajnu promjenljivu kaºemo da ima Puasonovu raspodjelu sa parametrom

λ i koristimo zapis X : P(λ). Puasonova raspodjela je rasprostranjena u praksi. Suptilna analiza

pokazuje da je po Puasonovom zakonu raspodijeljena slu£ajna promjenljiva koja prebrojava kosmi£ke

£estice koje padnu na neki lokalitet u toku, recimo jednog sata.

Ako je Sn : B(n, pn) tada na osnovu Teoreme (4.3) za velike n i male pn vaºi pribliºna formula

P{Sn = k} ≈ λkn
k!
e−λn , k = 0, 1, 2, . . . , n, λn = npn.
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Ova aproksimacija se obi£no upotrebljava ako je n > 20, npn < 10.

Primjer 4.12 Kolika je vjerovatno¢a da me�u 1000 slu£ajno odabranih osoba njih £etvoro slavi ro�en-

dan prvog januara?

Slu£ajna promjenljivaX koja me�u odabranim "prebrojava" osobe ro�ene prvog januara ima B(1000, 1
365)

raspodjelu koja se aproksimira sa P (2, 73) raspodjelom. Dakle, traºena vjerovatno¢a je

(2, 73)4

4!
e−2,73 = 0, 151.

Funkcija raspodjele slu£ajne promjenljive

Definicija 4.5 Funkcija raspodjele vjerovatno¢e slu£ajne promjenljive X (ili kratko funkcija

raspodjele) je funkcija FX = F : R −→ [0, 1] zadata sa

F (x) = P{X < x} = P{ω : X(ω) < x}, x ∈ R.

Primjer 4.13 Nov£i¢ se baca dva puta. Neka je X broj palih pisama. Imamo:

Ω = {(GG), (GP ), (PG), (PP )},F = P(Ω)

i vjerovatno¢a se zadaje tako ²to se svakom elemntarnom ishodu pridruºi vjerovatno¢a 1
4 .

Za x 6 0 imamo F (x) = P{ω : X(ω) < x} = P{∅} = 0.

Za 0 < x 6 1 imamo F (x) = P{ω : X(ω) < x} = P{(GG)} = 1/4.

Za 1 < x 6 2 imamo F (x) = P{ω : X(ω) < x} = P{(GG), (GP ), (PG)} = 3/4.

Za x > 2 imamo F (x) = P{ω : X(ω) < x} = P{Ω} = 1.

Funkcija raspodjele slu£ajne promjenljive X je

F (x) =


0, x 6 0

1/4, 0 < x 6 1

3/4, 1 < x 6 2

1, x > 2

.
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Primijetimo da se raspodjela slu£ajne promjenljiva X moºe pro£itati sa gra�ka funkcije F (x).

Naime, ta£ke u kojima funkcija F (x) ima skok su vrijednosti slu£ajne promjenljive, a veli£ina skoka

jednaka je vjerovatno¢i sa kojom se uzima odgovaraju¢a vrijednost. J

Nave²¢emo svojstva funkcije raspodjele.

a) F (x) je monotono rastu¢a funkcija. Dokaºimo. Neka su x1 i x2 proizvoljni realni brojevi

takvi da je x1 < x2. Imamo

{X < x1} ⊆ {X < x2} =⇒ F (x1) = P{X < x1} 6 P{X < x2} = F (x2).

b) F (−∞) = lim
x→−∞

F (x) = 0, F (∞) = lim
x→∞

F (x) = 1.

Zbog monotonosti funkcije F (x) dovoljno je dokazati da je lim
n→∞

F (−n) = 0 i lim
n→∞

F (n) = 1.

Doga�aji An = {X < −n}, n ∈ N, £ine monotono opadaju¢i niz i
∞⋂
n=1

An = ∅ (ne postoji ishod ω

takav da je X(ω) manji od svih negativnih cijelih brojeva). Iz neprekidnosti vjerovatno¢e u odnosu

na opadaju¢i niz doga�aja slijedi

lim
n→∞

P (An) = lim
n→∞

F (−n) = F (−∞) = P (
∞
∩
n=1

An) = P{∅} = 0.

Doga�aji An = {X < n}, n ∈ N, £ine monotono rastu¢iu¢i niz i
∞⋃
n=1

An = Ω. Iz neprekidnosti

vjerovatno¢e u odnosu na rastu¢i niz doga�aja slijedi

lim
n→∞

P (An) = lim
n→∞

F (n) = F (∞) = P (
∞
∪
n=1

An) = P{Ω} = 1.

c) Za ∀x ∈ R vaºi F (x − 0) = F (x) tj. funkcija F (x) je neprekidna sa lijeve strane u

svim ta£kama. Dokaºimo ovo tvr�enje.

Neka je x proizvoljan realan broj i neka je xn = x− 1
n , n ∈ N. Za niz doga�aja An = {X < xn}

vaºi An ↑ i {X < x} =
∞⋃
n=1

An. Na osnovu neprekidnosti vjerovatno¢e u odnosu na monotono rastu¢i

niz doga�aja, imamo

F (x) = P{X < x} = P{
∞
∪
n=1

An} = lim
n→∞

P{X < xn} = lim
n→∞

F (xn) = F (x− 0).

d) Funkcija raspodjele F (x) ima najvi²e prebrojivo ta£aka prekida. Uspostavi¢emo

1-1 preslikavanje izme�u skupa ta£aka prekida i skupa Q odakle ¢e slijediti tvr�enje. Neka je x0

proizvoljna ta£ka prekida. Preslikajmo x0 u neku racionalnu ta£ku q0 sa polusegmenta [F (x0), F (x+

0)). Upravo formirano preslikavanje je zbog disjunktnosti polusegmenata injektivno.

e) Neka je [a, b) proizvoljan segment na realnoj pravoj. Tada je
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P{X ∈ [a, b)} = F (b)− F (a). Dokaºimo.

{ω : X(ω) ∈ [a, b)} = {a 6 X < b} = {X < b} \ {X < a},

dobijamo

P{X ∈ [a, b)} = P{{X < b} \ {X < a}} = P{X < b} − P{X < a} = F (b)− F (a).

f) Neka je x0 proizvoljan realan broj. Vaºi: P{X = x0} = F (x0 + 0)− F (x0). Zaista,

P{X = x0} = P
( ∞⋂
n=1

{x0 6 X < x0 +
1

n
}
)

= lim
n→∞

[
F (x0 +

1

n
)− F (x0)

]
= F (x0 + 0)− F (x0).

g) Neka je FX funkcije raspodjele vjerovatno¢e slu£ajne promjenljive X. Neposredno iz f) slijedi:

funkcija FX je neprekidna u ta£ki x0 ako i samo ako je P{X = x0} = 0.

Primjer 4.14 Neka je qn, n = 1, 2, ... jedno nizanje racionalnih brojeva sa R i neka je X slu£ajna

promjenljiva sa raspodjelom

pn = P{X = qn} =
1

2n
, n = 1, 2, ..

Imamo,

F (x) =
∑

n:qn<x

pn.

Skup ta£aka prekida funkcije F (x) je ve¢ pomenuto nizanje racionalnih brojeva. Dakle, funkcija

F (x) je monotono rastu¢a i njen skup ta£aka prekida je svuda gust na R. J

Kratak izvod iz Teorije mjere

Generalni skup ¢emo ozna£avati sa S.

Definicija 4.6 Nenegativna σ aditivna funkcija skupa na σ polju V se naziva mjera. Ako na σ

polju V postoji mjera, skupovi sa V se nazivaju mjerljivim, a par (S,V) mjerljivim prostorom.

Vjerovatno¢a je normirana mjera na (Ω,F).

Definicija 4.7 Mjera m na polju P je nenegativna funkcija skupa takva da za disjunktne skupove

An, n ∈ N za koje je
∑
n∈N

An ∈ P vaºi m(
∑
n∈N

An) =
∑
n∈N

m(An).

Teorema 4.4 (Karateodorijeva teorema o pro²irenju mjere) Za mjeru zadatu na polju P pos-

toji jedinstveno pro²irenje na σ(P).
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Definicija 4.8 Funkcija F : R→ [0, 1]: koja je

10 monotono rastu¢a,

20 neprekidna sa lijeve strane i

30 F (−∞) = 0, F (∞) = 1

se naziva funkcija raspodjele.

Komentar 4.1 Funkcija raspodjele iz (4.5) je bila vezana za konkretnu slu£ajnu promjenljivu dok

se de�nicijom (4.8) opisuju funkcije koje nazivamo raspodjelama. Upotrebu istog termina objasni¢e

posljedica (4.1).

Bez dokaza navodimo sljede¢u zna£ajnu teoremu.

Teorema 4.5 a) Ako je P vjerovatno¢a (normirana mjera) na mjerljivom prostoru (R,B1), tada je

F (x) = P ((−∞, x)), x ∈ R,

funkcija raspodjele.

b) Ako je F (x), x ∈ R, funkcija raspodjele, tada postoji jedinstvena vjerovatnosna mjera P = PF

(indeksom F nagla²avamo da je mjera zadata pomo¢u F ) na mjerljivom prostoru (R,B1) takva da

za svako x ∈ R vaºi

PF ((−∞, x)) = F (x).

b') (ekvivalentno sa b)) Ako je F (x), x ∈ R, funkcija raspodjele, tada postoji jedinstvena vjerovat-

nosna mjera P = PF (indeksom F nagla²avamo da je mjera zadata pomo¢u F ) na mjerljivom

prostoru (R,B1) takva da za svaki polusegment [a, b) vaºi PF ([a, b)) = F (b)− F (a).

Posljedica 4.1 Neka je F (x), x ∈ R funkcija raspodjele. Tada postoje vjerovatnosni prostor

(Ω,F, P ) i slu£ajna promjenljiva X na njemu takvi da je FX = F.

Posljedica 4.2 Ako je P normirana (tj. vjerovatnosna) mjera na mjerljivom prostoru (R,B1),

tada postoji slu£ajna promjenljiva X takva da je P = PX .

Posljedica 4.3 Sa P = PX−→ FX se uspaostavlja biunivoka korespondencija izme�u skupa vjerovat-

nosnih mjera na (R,B1) i skupa funkcija raspodjele.
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Neka je X slu£ajna promjenljiva sa raspodjelom PX i funkcijom raspodjele FX . Neka je za

proizvoljni polusegment [a, b), µFX ([a, b)) := FX(b) − FX(a). Prisjetimo se da je FX(b) − FX(a) =

PX([a, b)). Funkciju µFX koju smo zadali na polusegmentima pro²irimo do vjerovatnosne mjere na

mjerljivom prostoru (R,B1). Imamo µFX = PX . Mjera µFX se naziva Lebeg-Stiltjesovom. Koriste¢i

uobi£ajenu notaciju iz teorije Lebegovih integrala imamo

P (X−1(S)) = PX(S) =

∫
X−1(S)

P (dω) =

∫
S

PX(dx) =

∫
S

dFX(x), S ∈ B1.

Dakle, zadatak traºenja vjerovatno¢e sa kojom slu£ajna promjenljiva "upada" u Borelov skup se

moºe rije²iti kori²¢enjem funkcije raspodjele-tre¢i intagral, u literaturi je poznat kao Lebeg-Stiltjesov.

Komentar 4.2 U mnogim vjerovatnosnim modelima se ne konkretizuje vjerovatnosni prostor po-

laznog opita. Centralni zadatak u radu sa slu£ajnom promjenljivom je odre�ivanje vjerovatno¢e sa

kojom promjenljiva upada u proizvoljan Borelov skup. Ovaj zadatak je tehni£ke prirode ako znamo

funkciju raspodjele (ekvivalentno, raspodjelu) slu£ajne promjenljive. Stoga u literaturi £esto nailaz-

imo na formulaciju: X je slu£ajna promjenljiva sa funkcijom raspodjele FX , struktura vjerovatnosnog

prostora se ne pominje jer je nebitna za ra£unanje vjerovatno¢e P{X ∈ B}, B ∈ B1.

Definicija 4.9 Funkcija F je funkcija raspodjele diskretnog tipa ako za nju vaºi

F (x) =
∑
i:xi<x

pi, x ∈ R,

gdje su pi, i ∈ I, I je kona£an ili prebrojiv skup, neki nenegativni brojevi za koje je
∑
i∈I

pi = 1, a

xi, i ∈ Isu neki realni brojevi.

Lako se provjerava da je diskretna funkcija raspodjele funkcija raspodjele.

Teorema 4.6 Slu£ajna promjenljiva X je diskretnog tipa ako i samo ako je njena funkcija raspodjele

FX diskretnog tipa.

Ako je X diskretna slu£ajna promjenliva sa raspodjelom P{X = xi} = pi tada je FX(x) =∑
i:xi<x

pi. Obrnuto, ako je FX(x) =
∑

i:xi<x
pi tada je P{X = xi} = pi.

Definicija 4.10 Za slu£ajnu promjenljivu X kaºemo da je neprekidnog tipa ako je funkcija FX

neprekidna.
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Zbog toga ²to smo u kursu Analize za sada usvojili samo Rimanov integral, uklju£uju¢i i nesvo-

jstveni, teoriju koja slijedi ¢emo izloºiti ograni£eni ovom okolno²¢u. Bi¢e navedeni i rezultati u

kojima se pojavljuje Lebegov integral stim da ¢e studenti taj dio potpuno razumjeti kada na tre¢oj

godini studija savladaju teoriju mjere i integrala. Dakle, za sada je dovoljno da se savlada dio u

kome se ne pominje Lebegov integral, a dio teksta u kome se pominje moºe se informativno pro£itati.

Definicija 4.11 Za slu£ajnu promjenljivu X kaºemo da je apsolutno neprekidnog tipa ako

postoji nenegativna funkcija g takva da je

FX(x) =

x∫
−∞

g(t)dt za ∀x ∈ R. (4.5)

Za funkciju raspodjele slu£ajne promjenljive apsolutno neprekidnog tipa kaºemo da je apsolutno

neprekidnog tipa. Gornji integral je nesvojstveni Rimanov.

Slu£ajne promjenljive apsolutno neprekidnog tipa su neprekidne. Funkcija g se naziva gustina

slu£ajne promjenljive X ili prosto gustina od X. Jasno,
∞∫
−∞

g(t)dt = FX(∞) = 1. Iz Analize

znamo da u svim ta£kama neprekidnosti funkcije g vaºi F ′(x) = g(x).

Neka je [a, b) proizvoljni polusegment na realnoj pravoj i neka je X slu£ajna promjenljiva apso-

lutno neprekidnog tipa sa funkcijom raspodjele F i funkcijom gustine g. Imamo

P{X ∈ [a, b)} = F (b)− F (a) =

b∫
−∞

g(t)dt−
a∫

−∞

g(t)dt =

b∫
a

g(t)dt.

U praksi se po pravilu radi sa slu£ajnim promjenljivima £iji je nosa£ mjere unija kona£no mnogo

disjunktnih intervala (mogu biti uklju£eni i intervali £iji su krajevi −∞ ili +∞; inervali mogu biti

i sa otvorenim i sa zatvorenim krajevima). Uz to je odgovaraju¢a gustina po pravilu neprekidna

na nosa£u mjere, stim da u krajnjim ta£kama intervala moºe biti registrovan singularitet. Kao

²to je uobi£ajeno, i ovdje se neprekidnost vezuje za unutra²nje ta£ke intervala. Uz gore navedene

pretpostvke, iz teoreme o srednjoj vrijednosti integrala, slijedi

P{x0 6 X < x0 + ∆x} = g(x0)∆x+ o(∆x), ∆x→ 0,

gdje je g gustina slu£ajne promjenljive X, a x0 je proizvoljna unutra²nja ta£ka nosa£a mjere. Vaºi i

tvr�enje u izvjesnom smislu obrnuto prethodnom.

Teorema 4.7 Neka je nosa£ mjere slu£ajne promjenljive X unija kona£no mnogo disjunktnih inter-

vala (mogu biti uklju£eni i intervali £iji su krajevi −∞ ili +∞; inervali mogu biti i sa otvorenim i sa
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zatvorenim krajevima). Ako ne postoji ta£ka w sa granice nosa£a mjere takva da je P{X = w} > 0

i ako je

P{x0 6 X < x0 + ∆x} = h(x0)∆x+ o(∆x), ∆x→ 0,

x0 je proizvoljna ta£ka iz unutra²njosti nosa£a mjere, h : R → R je neprekidna funkcija, tada je

slu£ajna promjenljiva X apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom h.

Dokaz se bazira na primjeni Newton-Lajbnicove teoreme.

Preporuka je da se tekst do primjera pro£ita zbog toga ²to sadrºi korisne informacije koje se mogu

usvojiti bez obzira ²to nismo ovladali klju£nim pojmom tj. Lebegovim integralom. Jedna teorema

Analize kaºe da funkcija raspodjele F ima prvi izvod skoro svuda na R (u odnosu na Lebegovu

mjeru) i za svaki polusegment [a, b) vaºi (L je oznaka za Lebegov integral)

(L)

b∫
a

F ′(t)dt 6 F (b)− F (a).

Tako�e, funkcija raspodjele F je apsolutno neprekidnog tipa ako i samo ako za svaki polusegment

[a, b) vaºi

(L)

b∫
a

F ′(t)dt = F (b)− F (a).

Tako�e, ako za funkciju raspodjele F neke slu£ajne promjenljive X vaºi

(L)

∞∫
−∞

F ′(t)dt = 1

tada je X slu£ajna promjenljiva apsolutno neprekidnog tipa i njena gustina je F ′.

Tako�e, primjenom Karateodorijeve teoreme se dokazuje da za proizvoljni Borelov skup B vaºi

P{X ∈ B} =

∫
B

dF (t) = (L)

∫
B

g(t)dt,

gdje je X slu£ajna promjenljiva apsolutno neprekidnog tipa, a g je odgovaraju¢a gustina. Prvi

integral je Lebeg-Stiltjesov, a drugi Lebegov. Zna£i, raspodjela slu£ajne promjenljive apsolutno

neprekidnog tipa je odre�ena njenom gustinom. U slu£aju kada je Borelov skup B unija kona£no

mnogo intervala, a g neprekidna funkcija, Lebegov integral se svodi na Rimanov.

Teorema 4.8 Nenegativna Borelova funkcija g je funkcija gustine neke slu£ajne promjenljive X ako

i samo ako vaºi (L)
∞∫
−∞

g(t)dt = 1.
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Kada su £itaoci upoznati sa Lebegovim integralom, pojam apsolutno neprekidne slu£ajne prom-

jenljive se de�ni²e na jedan od tri ekvivalentna na£ina.

Definicija 4.12 Za slu£ajnu promjenljivu X kaºemo da je apsolutno neprekidnog tipa ako

postoji nenegativna Borelova funkcija g takva da je

FX(x) = (L)

x∫
−∞

g(t)dt za ∀x ∈ R. (4.6)

Definicija 4.13 Za slu£ajnu promjenljivu X kaºemo da je apsolutno neprekidnog tipa ako

postoji nenegativna Borelova funkcija g takva da za svaki polusegment [a, b) vaºi

PX([a, b)) = (L)

b∫
a

g(t)dt.

Definicija 4.14 Za slu£ajnu promjenljivu X kaºemo da je apsolutno neprekidnog tipa ako

postoji nenegativna Borelova funkcija g takva da za svaki Borelov skup S sa R vaºi

PX(S) = (L)

∫
S

g(t)dt.

Primjer 4.15 Slu£ajno biramo ta£ku iz intervala (a, b) i identi�kujemo ta£ku sa njenom apscisom.

Odgovaraju¢i vjerovatnosni prostor formiramo u tri koraka. Prvo, za doga�aje progla²avamo po-

lusegmente sa (a, b) (jer je najlak²e provjeriti da li se takav doga�aj realizovao, tj da li izabrana

ta£ka pripada polusegmentu) a za proizvoljni [c, d), [c, d) ⊂ (a, b), P ([c, d)) = d−c
b−a . Zatim formiramo

polje C koje £ine kona£ne unije disjunktnih polusegmenata sa (a, b), a vjerovatno¢a se zadaje kao

zbir vjerovatno¢a polusegmenata koji £ine uniju. Pokazuje se da je ovako zadata vjerovatno¢a-mjera

korektno de�nisana na C. I na kraju, formiramo (Ω,F, P ) gdje je Ω = (a, b),F = σ(C) = B(a,b) i P

je pro²irenje (jednozna£no, teorema Karateodori) sa C na σ(C). Konkretno, ako je B ∈ B(a,b) tj B

je Borelov skup sa (a, b) tada je P (B) = mes(B)
b−a gdje je mes Lebegova mjera.J

Primjer 4.16 Slu£ajno biramo ta£ku iz G ∈ Bn tj G je Borelov skup sa Rn. Po analogiji sa primjerom

(4.15), Ω = G,F = BG, a P (g) = mes(g)
mes(G) , g ∈ BG, mes je Lebegova mjera na Rn. Ovako zadata

vjerovatno¢a se naziva geometrijska.J

Primjer 4.17 U slu£ajnom opitu iz primjera (4.15), formirajmo slu£ajnu promjenljivu X(ω) = ω, ω ∈
(a, b). Slu£ajna promjenljiva X je apscisa slu£ajno izabrane ta£ke sa intervala (a, b). Realizacije
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promjenljive X £ine skup (a, b) (nosa£ mjere-vjerovatno¢e). Za proizvoljni interval (c, d) ⊂ (a, b)

imamo

P{c < X < d} =
mes((c, d) ∩ (a, b))

mes(a, b)
=

d∫
c

g(t)dt,

gdje je

g(t) =

{
1
b−a , t ∈ (a, b),

0, t 6∈ (a, b).

Sada je

F (x) =

x∫
−∞

g(t)dt =


0, x 6 a,

x−a
b−a , a < x 6 b,

1, x > b.

Moºemo postupiti i druga£ije. Naime, imaju¢i u vidu geometriju slu£ajne promjenljive X nalazimo

F (x) a zatim gustinu dobijamo kao izvod od F (x). Za slu£ajnu promjenljivu X kaºemo da ima

ravnomjernu (uniformnu) raspodjelu na intervalu (a, b) i koristimo zapis X : U(a, b). J

Komentar. Funkcija gustine je odre�ena do na skup mjere 0. U prethodnom primjeru smo

nenulti dio funkcije gustine zadali na (a, b) ali smo nenulti dio mogli zadati i na [a, b) ili (a, b] ili

[a, b].

Primjer 4.18 Slu£ajna promjenljiva X ima U(0, 1) raspodjelu. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive

Y = X2.

F (t) = P{Y < t} = P{X2 < t} = P{X <
√
t} =

√
t, 0 < t < 1.

Primijetimo,
∫∞
−∞ F

′(t)dt =
∫ 1

0 F
′(t)dt = 1, i posljednji integral se moºe tretirati ili kao nesvojstveni

Rimanov ili kao Lebegov. Dakle, slu£ajna promjenljiva Y je apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom

g(t) = F ′(t) = 1
2
√
t
, 0 < t < 1.

Primjer 4.19 Slu£ajna promjenljiva X ima eksponencijalnu raspodjelu sa parametrom λ, ako je

njena gustina g(x) = λe−λx, x > 0, λ > 0. Koristimo notaciju X : E(λ).

Navedimo model u kome se pojavljuje slu£ajna promjenljiva koja ima eksponencijalnu raspodjelu.

Sijalica po£inje sa radom u moment t = 0 i radi neprekidno dok ne pregori. Pretpostavimo da je

vjerovatno¢a da sijalica pregori u toku vremenskog intervala (t, t + ∆t) uz uslov da nije pregorila
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do momenta t jednaka λ∆t+ o(∆t). Ova pretpostavka je u saglasju sa onim ²to se u praksi de²ava.

Ozna£imo sa X vrijeme rada sijalice do momenta kada pregori. Neka je Q(t) = P{X > t}. Imamo

Q(t+ ∆t) = P{X > t}P{X > t+ ∆t|X > t} = Q(t)[1− λ∆t+ o(∆t)].

Dobijamo
Q(t+ ∆t)−Q(t)

∆t
= −λQ(t) +Q(t)

o(∆t)

∆t
.

Nakon traºenja grani£ne vrijednosti kada ∆→ 0 dobijamo diferencijalnu jedna£inu

dQ

dt
= −λQ(t).

Nakon rje²avanja, uzimaju¢i u obzir da jeQ(0) = 1, dobijamoQ(t) = e−λt.Dakle F (t) = 1−e−λt, t >
0, i gustina g(t) = λe−λt, t > 0. Lako se provjerava

P{t < X < t+ u|X > t} = P{X < u}.(∗)

Dakle, eksponencijalna raspodjela ima svojstvo odsustva pam¢enja. Dokaºimo da je eksponenci-

jalna jedina nenegativna apsolutno neprekidna raspodjela sa svojstvom odsustva pam¢enja. (∗) je

ekvivalentno sa
Q(t)−Q(t+ u)

Q(t)
= 1−Q(u)⇔ Q(t+ u) = Q(t)Q(u).

Uzimaju¢i u obzir da je funkcija Q(t) neprekidna i ograni£ena, dobijena funkcionalna jedna£ina ima

rje²enje Q(t) = e−λt, λ > 0, t > 0. J

Primjer 4.20 Slu£ajna promjenljiva X ima normalnu raspodjelu sa parametrima m i σ2, ako je

njena gustina

ϕ(x) =
1√

2πσ2
e
−(x−m)2

2σ2 , x ∈ R.

Koristimo notaciju X : N (m,σ2). J

Definicija 4.15 Slu£ajna promjenljiva X je singularnog tipa ako je FX neprekidna i F ′X(x) = 0

skoro svuda na R (u odnosu na Lebegovu mjeru). Za funkciju raspodjele FX kaºemo da je singularnog

tipa.

Kantorova stepenica τ je funkcija raspodjele singularnog tipa. Primijetimo, (L)
1∫

0

τ ′(t)dt = 0 <

τ(1)− τ(0) = 1.

Iz do sada izloºenog se vidi da se pripadnost slu£ajne promjenljive nekom od tipova izraºava u

terminima pripadnosti odgovaraju¢e funkcije raspodjele odgovaraju¢em tipu. Vjerovatnosnu mjeru
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na (R,B1) nazivamo diskretnom, apsolutno neprekidnom ili singularnom u zavisnosti od tipa slu£ajne

promjenljive koja tu mjeru generi²e. Postoje slu£ajne promjenljive £ija funkcija raspodjele ne pripada

ni jednom od tipova.

Teorema 4.9 Svaka funkcija raspodjele F se na jedinstven na£in moºe zapisati u obliku

F (x) = α1F1(x) + α2F2(x) + α3F3(x)

gdje je F1 funkcija raspodjele diskretnog tipa, F2 funkcija raspodjele apsolutno neprekidnog tipa a F3

funkcija raspodjele singularnog tipa, α1, α2, α3 > 0, α1 + α2 + α3 = 1.

Neka su an ta£ke prekida funkcije F i neka su odgovaraju¢i skokovi bn = F (an + 0) − F (an).

Formirajmo funkcije Fd, Fa, Fs.

Fd(x) =
∑

n:an<x

bn, Fa(x) =

x∫
−∞

F ′(t)dt, Fs(x) = F (x)− Fd(x)− Fa(x).

Ako je
∑

n:an<x
bn = α 6= 0,

x∫
−∞

F ′(t)dt = β 6= 0, 1− α− β 6= 0, tada su

F1(x) =
1

α
Fd(x), F2(x) =

1

β
Fa(x), F3(x) =

1

1− α− β
Fs(x)

redom diskretna, apsolutno neprekidna i singularna funkcija raspodjele i vaºi

F (x) = αF1(x) + βF2(x) + (1− α− β)F3(x). (∗)

Ako je neki od brojeva α, β, 1 − α − β jednak nuli, tada u jednakosti (∗) nedostaje odgovaraju¢i

sabirak. Jedinstvenost razlaganja je o£igledna.J

Primjer 4.21 Osobe A i B su dogovorile susret koji ¢e pratiti sljede¢i uslovi. Mjesto susreta je �ksir-

ano, svaka osoba na mjesto susreta dolazi u slu£ajnom momentu izme�u 12 i 13 sati i drugu osobu

£eka najvi²e 20 minuta. Neka je T vrijeme koje u £ekanju provede osoba A. Na¢i funkciju raspodjele

slu£ajne promjenljive T i ET .

Neka je x vrijeme koje protekne od 12 sati do momenta dolaska osobe A, a y vrijeme koje protekne

od 12 sati do momenta dolaska osobe B. Ω = {(x, y) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1}, mjerna jedinica je sat.

10 P{T = 0} = P{(x, y) : x− 1
3 < y < x} = 5

18 .

20 P{T < t} = P{{T = 0} ∨ {(x, y) : x < y < x + t} ∨ {(x, y) : y < x − 1
3 ∧ x > 1 − t}} =

5
18 + 5

3 t− t
2, 0 < t 6 1

3 .
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30 P{T = 1
3} = P{{(x, y) : y > x+ 1

3} ∨ {(x, y) : y + 1
3 < x < 2

3}} = 5
18 . J

Dakle,

FT (t) =


0, t 6 0,

5
18 + 5

3 t− t
2, 0 < t 6 1

3 ,

1, t > 1
3 .

α = 2 · 5

18
=

5

9
, β =

1
3∫

0

(5

3
− 2t

)
dt =

4

9
, Fs(t) ≡ 0,

Fd(t) =


0, t 6 0,
5
18 , 0 < t 6 1

3 ,
5
9 , t > 1

3 .

Fa(t) =


0, t 6 0,

5
3 t− t

2, 0 < t 6 1
3 ,

4
9 , t > 1

3 .

Primjer 8. Neka je

F (x) =


0, x 6 0

x
3 + 2τ(x)

3 , 0 < x 6 1

1, x > 1.

F je funkcija raspodjele i za nju vaºi

F (x) =
1

3
F2(x) +

2

3
F3(x),

gdje je F2 funkcija raspodjele slu£ajne veli£ine koja ima U(0, 1) raspodjelu a F3(x) = τ(x). Odgovara-

ju¢a vjerovatnosna mjera na (R,B1) je mje²avina apsolutno neprekidne i singularne mjere. Primije-

timao, F je neprekidna funkcija i (L)
∞∫
−∞

F ′(t)dt = 1
3 .

5 Slu£ajni vektori

Skupovi oblika P = [a1, b1) × [a2, b2) × ...[an, bn) se nazivaju paralelopipedima na prostoru Rn. Sa

P ozna£imo kolekciju paralelopipeda.

Definicija 5.1 Minimalno σ polje generisano kolekcijom P nazivamo Borelovim σ poljem na Rn.
Uobi£ajena oznaka je Bn
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Kao i u jednodimenzionalnom slu£aju Bn se moºe zadati na vi²e na£ina. Sljede¢i analogiju moºemo

recimo konstatovati da je Bn minimalno σ polje generisano otvorenim skupovima sa Rn.

Sva teorijska razmatranja u tekstu koji slijedi su vezana za vjerovatnosni prostor (Ω,F, P ).

Definicija 5.2 Funkcija X : Ω −→ Rn se naziva slu£ajni vektor ako za svaki Borelov skup

B ∈ Bn vaºi

X−1(B) = {ω : X(ω) ∈ B} ∈ F.

Ako je X : Ω −→ Rn proizvoljna funkcija, tada za svako ω ∈ Ω sliku X(ω) moºemo zapisati u obliku

X(ω) = (X1(ω), X2(ω), ..., Xn(ω))

pri £emu su Xi : Ω→ R, i = 1, 2, ..., n. Naime, da bi dobili vektor u koji se slika original ω moramo

znati preslikavanje X1 kojim se ω slika u prvu koordinatu vektora slike, moramo znati preslikavanje

X2 kojim se ω slika u drugu koordinatu vektora slike itd. Ako ºelimo da naglasimo dimenziju

prostora, govorimo o n dimanzioalnom slu£ajnom vektoru.

Kao i u jednodimenzionalnom slu£aju postoje ekvivalentne de�nicije. Recimo,

Definicija 5.3 Funkcija X : Ω −→ Rn se naziva slu£ajni vektor ako za svaki paralelopiped

P ⊂ Rn vaºi

X−1(P) = {ω : X(ω) ∈ P} ∈ F.

Teorema 5.1 Funkcija X = (X1, X2, ..., Xn) : Ω −→ Rn je slu£ajni vektor ako i samo ako je svaka

funkcija Xi, i = 1, 2, ..., n slu£ajna promjenljiva.

(=⇒) Dokaºimo da je X1 slu£ajna promjenljiva. Za ostale funkcije dokaz je identi£an. Neka je B

prozvoljan Borelov skup sa R.

X−1
1 (B) = {ω : X1(ω) ∈ B}

= {ω : (X1(ω), X2(ω), ..., Xn(ω)) ∈ B × R× ...× R} = X−1(B × R× ...× R) ∈ F.

(⇐=) Neka je P = [a1, b1)× [a2, b2)× ...[an, bn). Imamo

X−1(P) = {ω : (X1(ω), X2(ω), ..., Xn(ω)) ∈ P} =

n⋂
i=1

{ω : Xi(ω) ∈ [ai, bi)} ∈ F.

Ako je ω0 �ksirani element iz Ω i X = (X1, X2, ..., Xn) : Ω −→ Rn slu£ajni vektor, tada vek-

tor (X1(ω0), X2(ω0), ..., Xn(ω0)) nazivamo slikom ishoda ω0 ili realizacijom slu£ajnog vektora X po

ishodu ω0. Neki autori vektor (X1(ω0), X2(ω0), ..., Xn(ω0) nazivaju rezultatom mjerenja ishoda ω0.
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Neka je X slu£ajni vektor zadat na vjerovatnosnom prostoru (Ω,F, P ) i neka je PX : Bn −→ [0, 1]

funkcija de�nisana sa

PX(B) = P{ω : X(ω) ∈ B} = P (X−1(B)), B ∈ Bn.

Lema 5.1 Funkcija PX(·) je vjerovatno¢a na mjerljivom prostoru (Rn,Bn).

Primijetimo, PX(B) = P{ω : X(ω) ∈ B}, B ∈ Bn, je vjerovatno¢a da slika-realizacija slu£ajnog

vektora X "upadne" u B. U vjerovatnosnom ºargonu se koristi neprecizna ali rasprostranjena fraza:

PX(B) je vjerovatno¢a da slu£ajni vektor X "upadne" u B.

Definicija 5.4 Funkcija PX se naziva raspodjela vjerovatno¢e slu£ajnog vektora X ili kra¢e

raspodjela slu£ajnog vektora X. Vjerovatnosni prostor (Rn,Bn, PX) naziva se fazni prostor

slu£ajnog vektora X.

Definicija 5.5 Neka je X = (X1, X2, ..., Xn) : Ω −→ Rn slu£ajni vektor. Funkcija raspodjele

slu£ajnog vektora X je funkcija FX = F : Rn −→ [0, 1] de�nisana sa

FX(x) = F (x) = F (x1, x2, ..., xn) = PX((−∞, x1)× (−∞, x2)× ...(−∞, xn))

= P{ω : X(ω) ∈ (−∞, x1)× (−∞, x2)× ...× (−∞, xn)}

= P{ω : X1(ω) < x1, X2(ω) < x2, ..., Xn(ω) < xn}, x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn.

Pokaºimo kako se pomo¢u funkcije raspodjele ra£una vjerovatno¢a da dvodimenzionalni slu£ajni

vektor X = (X1, X2) "upadne" u paralelopiped [a1, b1)× [a2, b2).

PX([a1, b1)×[a2, b2)) = P{(X1, X2) ∈ [a1, b1)×[a2, b2)} = F (b1, b2)−F (b1, a2)−F (a1, b2)+F (a1, a2).

Slijede¢i isti postupak ra£una se vjerovatno¢a "upadanja" u paralelopiped u prostoru R3.

PX([a1, b1)× [a2, b2)× [a2, b2)) = P{(X1, X2, X3) ∈ [a1, b1)× [a2, b2)× [a3, b3)}

= F (b1, b2, b3)− F (b1, b2, a3)− F (b1, a2, b3)− F (a1, b2, b3) + F (b1, a2, a3) + F (a1, b2, a3)

+F (a1, a2, b3)− F (a1, a2, a3).

Pre�imo na op²ti slu£aj. Paralelopiped P = [a1, b1) × [a2, b2) × ...[an, bn) ima 2n tjemena i to su

ta£ke oblika

x = (x1, x2, ..., xn), gdje je xi = ai ili xi = bi, i = 1, 2, ..., n.

De�ni²imo znak tjemena:
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z(x) =

{
+1, ako je broj indeksa j za koje vaºi xj = aj paran,

−1, ako je broj indeksa j za koje vaºi xj = aj neparan.

Za proizvoljnu funkciju F : Rn → R ozna£imo sa ∆F (P) =
∑
x
z(x)F (x), sumira se po svim tje-

menima paralelopipeda.

Ako je P = [a1, b1)× [a2, b2)× ...[an, bn), a X slu£ajni vektor sa funkcijom raspodjele F tada je

PX(P) = ∆F (P).

Neka je F funkcija raspodjele proizvoljnog n dimenzionalnog slu£ajnog vektora.

a) Funkcija F je monotono rastu¢a i neprekidna sa lijeve strane po svakoj koordinati.

b) F (x1, x2, ..., xn)→ 0 kad bar jedna od koordinata xi, i ∈ {1, 2, ..., n} teºi ka −∞.

F (x1, x2, ..., xn)→ 1 kad (x1, x2, ..., xn)→ (∞,∞, ...,∞).

Imaju¢i u vidu jednodimenzionalni slu£aj, prirodno je postaviti pitanje: Da li je svaka funkcija

FX = F : Rn −→ [0, 1] koja ima svojstva a) i b) funkcija raspodjele nekog vektora? Odgovor je

negativan. Funkcija

F (x1, x2) =

{
1, (x1, x2) ∈ D = {(x1, x2) : x1 > 0, x2 > 0, x1 + x2 > 1},
0, ina£e.

ima svojstva a) i b). Pretpostavimo da je F (x1, x2) funkcija raspodjele nekog slu£ajnog vektora X.
Tada je

PX([1/3, 1)× [1/3, 1)) = F (1, 1)− F (1/3, 1)− F (1, 1/3) + F (1/3, 1/3) = −1.

Kontradikcija.

Definicija 5.6 Funkcija F : Rn → [0, 1]: koja je

10 neprekidna sa lijeve strane po svakoj koordinati i za koju vaºi

20 F (x1, x2, ..., xn)→ 0 kad bar jedna od koordinata xi, i ∈ {1, 2, ..., n} teºi ka −∞.

F (x1, x2, ..., xn)→ 1 kad (x1, x2, ..., xn)→ (∞,∞, ...,∞).

30 ∆F (P) > 0 za svaki paralelopiped P

se naziva funkcija raspodjele.
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Teorema 5.2 a) Ako je P vjerovatno¢a (tj. normirana mjera) na mjerljivom prostoru (Rn,Bn),

tada je

F (x1, x2, ..., xn) = P ((−∞, x1)× (−∞, x2)× ...× (−∞, xn)), (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn,

funkcija raspodjele.

b) Ako je F (x1, x2, ..., xn) funkcija raspodjele, tada postoji jedinstvena vjerovatnosna mjera (vjerovat-

no¢a) P = PF (indeksom F nagla²avamo da je mjera zadata pomo¢u F ) na mjerljivom prostoru

(Rn,Bn) takva da za svaki x = (x1, x2, .., xn) ∈ Rn vaºi

PF ((−∞, x1)× (−∞, x2)× ...× (−∞, xn)) = F (x).

b') (ekvivalentno sa b)) Ako je F (x1, x2, ..., xn) funkcija raspodjele, tada postoji jedinstvena vjerovat-

nosna mjera (vjerovatno¢a) P = PF (indeksom F nagla²avamo da je mjera zadata pomo¢u F ) na

mjerljivom prostoru (Rn,Bn) takva da za svaki paralelopiped P = [a1, b1) × [a2, b2) × ...[an, bn) vaºi

PF (P) = ∆F (P).

Posljedica 5.1 Neka je F (x1, x2, ..., xn) funkcija raspodjele. Tada postoje vjerovatnosni prostor

(Ω,F, P ) i slu£ajni vektor X na njemu takvi da je FX = F.

Posljedica 5.2 Ako je P mjera na mjerljivom prostoru (Rn,Bn), tada postoji slu£ajni vektor X
takav da je P = PX .

Posljedica 5.3 Sa P = PX−→ FX se uspaostavlja biunivoka korespondencija izme�u skupa vjerovat-

nosnih mjera na (Rn,Bn) i skupa n dimenzionalnih funkcija raspodjele.

Neka je X slu£ajni vektor sa raspodjelom PX i funkcijom raspodjele FX . Neka je za proizvoljni

paralelopiped P = [a1, b1)× [a2, b2)× ...[an, bn), µFX
= ∆FX

(P). Postupkom koji je detaljno opisan u

jednodimenzionalnom slu£aju, funkciju skupa µFX
koju smo zadali na paralelopipedima, pro²irimo

do vjerovatnosne mjere na mjerljivom prostoru (Rn,Bn). Imamo µFX = PX . Mjera µFX se naziva

Lebeg-Stiltjesovom.

Po analogiji sa jednodimenzionalnim slu£ajem imamo:

P (X−1(S)) = PX(S) =

∫
X−1(S)

P (dω) =

∫
S

PX(dx) =

∫
S

dFnX (x), S ∈ Bn,x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn.

Ako je X = (X1, X2, ..., Xn) slu£ajni vektor tada je funkcija W = (Xi1 , Xi2 , ..., Xik), 1 6 i1 <

i2 < ... < ik 6 n nastala odabirom nekih od funkcija koje £ine X tako�e slu£ajni vektor. Raspodjela

slu£ajnog vektora W se naziva marginalna.
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Definicija 5.7 Za slu£ajni vektor £iji je skup realizacija kona£an ili prebrojiv kaºemo da je diskretnog

tipa.

Primjer 5.1 Inicijalni opit u kome posmatramo doga�aje

Ai,

k∑
i=1

Ai = Ω, 1 6 i 6 k, k > 3, P (Ai) = pi,

k∑
i=1

pi = 1

ponavljamo n puta, opiti su nezavisni. Neka je S1 broj opita u kojima se realizuje doga�aj A1,

S2 broj opita u kojima se realizuje doga�aj A2, ..., Sk broj opita u kojima se realizuje doga�aj Ak.

Primijetimo, S1 + S2 + ...+ Sk = n. Imamo

P {(S1, S2, ..., Sk) = (n1, n2, ..., nk)} = P{S1 = n1, S2 = n2, ..., Sk = nk}

= n!
n1!n2!...nk−1!nk!p

n1
1 pn2

2 ...pnkk , n1, n2, ..., nk > 0, n1 + n2 + ...+ nk = n.

Znamo da je

(p1 + p2 + ...+ pk)
n =

∑
n1+n2+...+nk=n
n1,n2,...,nk>0

n!

n1!n2!...nk−1!nk!
pn1

1 pn2
2 ...pnkk .

Slu£ajni vektor (S1, S2, ..., Sk) ima polinomnu raspodjelu i koristimo zapis

(S1, S2, ..., Sk) : M(n, p1, p2, ..., pk).

Primjer 5.2 Na intervalu (0, 1) slu£ajno biramo n ta£aka. Na¢i raspodjelu slu£ajnog vekotora (S1, S2, S3)

gdje je S1 broj izabranih ta£aka sa (0, 1/6), S2 broj izabranih ta£aka sa (1/6, 1/2), a S3 broj izabranih

ta£aka sa (1/2, 1).

P{(S1, S2, S3) = (n1, n2, n3)} =
n!

n1!n2!n3!
(1/6)n1(1/3)n2(1/2)n3 , n1, n2, n3 > 0, n1 + n2 + n3 = n,

(S1, S2, S3) : M(n, 1/6, 1/3, 1/2). J

Neka je (X,Y ) diskretni slu£ajni vektor sa raspodjelom

P{(X,Y ) = (xi, yj)} = pi,j , i = 1, 2, .., j = 1, 2, ...,
∑
i

∑
j

pi,j = 1.

Potraºimo marginalne raspodjele.

qi = P{X = xi} = P{X = xi,
∑
j

{Y = yj}} =
∑
j

P{X = xi, Y = yj} =
∑
j

pi,j .
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Sli£no,

rj = P{Y = yj} =
∑
i

pi,j .

Pri£a o ograni£enjima zbog nepoznavanja Lebegovog integrala vaºi i uo£i uvo�enja pojma slu£a-

jnog vektora apsolutno neprekidnog tipa.

Definicija 5.8 Slu£ajni vektor X = (X1, X2 . . . , Xn) je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji

nenegativna funkcija g : Rn −→ R, naziva se gustina, takva da za funkciju raspodjele vektora X vaºi

FX(x1, . . . , xn) =

xn∫
−∞

...

x1∫
−∞

g(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn, za svaku ta£ku (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Rije£ je o nesvojstvenom Rimanovom integralu.

Postoji ekvivalentna de�nicija.

Definicija 5.9 Slu£ajni vektor X = (X1, X2 . . . , Xn) je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji

nenegativna funkcija g : Rn −→ R takva da za svaki paralelopiped Π iz Rn vaºi

P{X ∈ Π} =

∫
. . .

∫
Π

g(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn.

U svim ta£kama neprekidnosti gustine g vaºi

∂nF (t1, . . . , tn)

∂t1 . . . ∂tn
= g(t1, . . . , tn).

U praksi se po pravilu radi sa slu£ajnim vektorima £iji je nosa£ mjere unija kona£no mnogo dis-

junktnih paralelopipeda (mogu biti uklju£eni i paralelopipedi u £ijem formiranju u£estvuju intervali

£iji su krajevi −∞ ili +∞, granice paralelopipeda mogu ali ne moraju biti uklju£ene). Uz to je odgo-

varaju¢a gustina po pravilu neprekidna na nosa£u mjere, stim da na granicama paralelopipeda moºe

biti registrovan singularitet. Kao ²to je uobi£ajeno, i ovdje se neprekidnost vezuje za unutra²nje

ta£ke paralelopipeda. Uz gore navedene pretpostvke, iz teoreme o srednjoj vrijednosti integrala,

slijedi

P{x1 6 X1 < x1 +4x1, ..., xn 6 Xn < xn +4xn} = g(x1, ..., xn)4x1...4xn + o(4x1 · · ·4xn),

gdje 4x1 → 0, ...,4xn → 0, g je gustina slu£ajnog vektora X = (X1, X2, ..., Xn) dok je x =

(x1, ..., xn) proizvoljna unutra²nja ta£ka nosa£a mjere. Vaºi i teorema u izvjesnom smislu obrnuta

prethodnoj.
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Teorema 5.3 Neka je nosa£ mjere slu£ajnog vektora X = (X1, ..., Xn) unija kona£no mnogo dis-

junktnih paralelopipeda (mogu biti uklju£eni i paralelopipedi u £ijem formiranju u£estvuju intervali

£iji su krajevi −∞ ili +∞, granice paralelopipeda mogu ali ne moraju biti uklju£ene). Ako ne postoji

ta£ka w = (w1, ..., wn) sa granice nosa£a mjere takva da je P{X = w} > 0 i ako je

P{x1 6 X1 < x1 +4x1, ..., xn 6 Xn < xn +4xn} = h(x1, ..., xn)4x1...4xn + o(4x1 · · ·4xn),

gdje je x = (x1, x2, ..., xn) proizvoljnj ta£ka iz unutra²njosti nosa£a mjere, 4x1 → 0, ...,4xn → 0, i

h : Rn → R je neprekidna funkcija, tada je X = (X1, ..., Xn) slu£ajni vektor apsolutno neprekidnog

tipa sa gustinom h.

U literaturi u kojoj se podrazumijeva poznavanje Lebegovog integrala formuli²u se sveobuhvatne

de�nicije (ekvivalentne su).

Definicija 5.10 Slu£ajni vektor X = (X1, X2 . . . , Xn) je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji

nenegativna Borelova funkcija g : Rn −→ R takva da za svaki skup B ∈ Bn vaºi

P{X ∈ B} = (L)

∫
. . .

∫
B

g(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn.

Definicija 5.11 Slu£ajni vektor X = (X1, X2 . . . , Xn) je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji

nenegativna Borelova funkcija g : Rn −→ R, takva da za funkciju raspodjele vektora X vaºi

FX(x1, . . . , xn) = (L)

xn∫
−∞

...

x1∫
−∞

g(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn, za svaku ta£ku x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Teorema 5.4 Nenegativna Borelova funkcija g : Rn −→ R je gustina nekog slu£ajnog vektora X ako

i samo ako vaºi

(L)

∫
. . .

∫
Rn

g(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn = 1.

Neka je (X,Y ) apsolutno neprekidni slu£ajni vektor sa gustinom g(t1, t2). Tada je,

FX(x) = P{X < x} = P{X < x, Y ∈ R} =

x∫
−∞

( ∞∫
−∞

g(t1, t2)dt2

)
dt1

te je X apsolutno neprekidna slu£ajna veli£ina sa gustinom

gX (t1) =

∞∫
−∞

g(t1, t2)dt2,
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intergrali se po pravoj (t1, t2), t1 je �ksirano, t2 ∈ R

Ponavljaju¢i isti postupak dobijamo da ako je (X1, X2, X3, X4) slu£ajni vektor sa gustinom

g(t1, t2, t3, t4), tada je npr.

P{X1 < x1, X3 < x3} =

x1∫
−∞

x3∫
−∞

( ∞∫
−∞

∞∫
−∞

g(t1, t2, t3, t4)dt2dt4

)
dt3dt1

te je g(X1,X3)(t1, t3) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ g(t1, t2, t3, t4)dt2dt4, integrali se po oblasti (t1, t2, t3, t4), t1 i t3 su

�ksirani, t2, t4 ∈ R.

Primjer 5.3 Slu£ajno se bira ta£ka iz oblasti W, W ∈ Bn. Neka su X1, X2, ..., Xn koordinate slu£ajno

izabrane ta£ke. Za proizvoljni skup w ∈ Bn imamo

P{(X1, X2, ..., Xn) ∈ w} =
mes(w ∩W )

mesW
=

∫
. . .

∫
w

g(t1, t2, ..., tn)dt1dt2...dtn,

gdje je

g(t1, t2, ..., tn) =

{
0, (t1, t2, ..., tn) /∈W,

1
mesW , (t1, t2, ..., tn) ∈W.

Zna£i, (X1, X2, ..., Xn) je apsolutno neprekidni vektor sa gustinom g. Koristi se zapis

(X1, X2, ..., Xn) : U(W )

i kaºe se da vektor (X1, X2, ..., Xn) ima uniformnu (ravnomjernu) raspodijelu na oblasti W .J

Neka je (X,Y ) slu£ajni vektor sa gustinom g. Pretpostavimo da je g neprekidna, da je marginalna

gustina gX neprekidna i pozitivna u �ksiranoj ta£ki x. Za svako h > 0 vaºi

P{Y < y|x− h 6 X < x+ h} =
P{Y < y, x− h 6 X < x+ h}

P{x− h 6 X < x+ h}
=

∫ y
−∞

1
2h

∫ x+h
x−h g(u, v)dudv

1
2h

∫ x+h
x−h gX(u)du

.

Sada je

lim
h→0

P{Y < y|x− h 6 X < x+ h} =
1

gX (x)

∫ y

−∞
g(x, v)dv.

Funkcija FY |X=x : R −→ [0, 1] zadata sa

FY |X=x(y) =
1

gX (x)

∫ y

−∞
g(x, v)dv
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naziva se uslovna funkcija raspodjele slu£ajne promjenljive Y pri uslovu X = x. Funkcija

g(y|x) = g
Y |X=x

(y) =
g(x, y)

gX (x)
,

se naziva gustina uslovne raspodjele slu£ajne promjenljive Y pri uslovu X = x.

Definicija 5.12 Slu£ajne promjenljive X1, X2, . . . , Xn su nezavisne ako su za svaku kolekciju skupova

S1 ∈ B1, . . . , Sn ∈ B1 u potpunosti nezavisni doga�aji X−1
1 (S1), . . . , X−1

n (Sn).

Teorema 5.5 a) Neka su F1, . . . , Fn redom, funkcije raspodjele slu£ajnih promjenljivih X1, . . . , Xn

i neka je F funkcija raspodjele slu£ajnog vektora (X1, . . . , Xn). Slu£ajne promjenljive X1, . . . , Xn su

nezavisne ako i samo ako za svaki vektor (x1, . . . , xn) ∈ Rn vaºi

F (x1, . . . , xn) = F1(x1) · · ·Fn(xn).

b) Diskretne slu£ajne promjenljive X1, . . . , Xn su nezavisne ako i samo ako za svaki vektor (x1, . . . , xn) ∈
Rn vaºi

P
( n⋂
k=1

{Xk = xk}
)

=
n
Π
k=1

P{Xk = xk}.

c) Neka su g1, . . . , gn gustine slu£ajnih promjenljivih X1, . . . , Xn i neka je g gustina slu£ajnog

vektora (X1, . . . , Xn). Slu£ajne promjenljive X1, . . . , Xn su nezavisne ako i samo ako za svaki vektor

(x1, . . . , xn) ∈ Rn vaºi jednakost

g(x1, . . . , xn) = g1(x1) · · · gn(xn).

Definicija 5.13 Funkcija f : Rn −→ R je Borelova ako za svaki skup S ∈ B1 vaºi f−1(S) ∈ Bn.

Lema 5.2 Neka je X = (X1, X2, ..., Xn) slu£ajni vektor i f : Rn −→ R Borelova funkcija. Tada je

Y = f(X) = f((X1, X2, ..., Xn)) : Ω −→ R slu£ajna promjenljiva.

Neka je S proizvoljan Borelov skup sa R.

Y −1(S) = (f(X))−1(S) = X−1(f−1(S)) ∈ F.

Lema 5.3 Neka su f, g : R −→ R Borelove funkcije. Ako su X i Y nezavisne slu£ajne promjenljive

tada su f(X) i g(Y ) nezavisne slu£ajne promjenljive.

Neka su S1 i S2 proizvoljni Borelovi skupovi sa R. Zbog pretpostavljene nezavisnosti promjenljivih

X i Y slijedi nezavisnost doga�aja (f(X))−1(S1) = X−1(f−1(S1)) i (g(Y ))−1(S2) = Y −1(g−1(S2)).
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Primjer 5.4 Tri kuglice se na slu£ajan na£in razmje²taju u tri kutije. Neka je X broj kuglica u prvoj

kutiji, a Y broj zauzetih kutija. Na¢i raspodjelu slu£ajnog vektora (X,Y ). Da li su X i Y nezavisne

slu£ajne promjenljive?

IKutije ¢emo ozna£avati brojevima 1, 2 i 3, a za ishode ¢emo proglasiti trojke kod kojih su

"koordinate" odre�ene rednim brojem kutije u koju se smje²ta redom, prva, druga, tre¢a kuglica.

Zna£i,

Ω = {(1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 2, 1), . . . , (3, 3, 3)}, Ω = 27.

Sada je, recimo, (X,Y )(1, 2, 1) = (2, 2). Pokaºimo na jednom primjeru kako se dobijaju elementi

tabele kojom je zadata raspodjela vektora (X,Y ). Npr.

P{ω : (X,Y )(ω) = (1, 2)} =

= P{(1, 2, 2), (2, 1, 2), (2, 2, 1), (1, 3, 3), (3, 1, 3), (3, 3, 1)} =
6

27
.

Raspodjela slu£ajnog vektora (X,Y ) se moºe predstaviti tabelom

Y�X 0 1 2 3

1 2
27 0 0 1

27

2 6
27

6
27

6
27 0

3 0 6
27 0 0

Sada imamo,

X :
0 1 2 3
8
27

12
27

6
27

1
27

i Y :
1 2 3
3
27

18
27

6
27

.

Vjerovatno¢e sa kojima slu£ajna promjenljiva X uzima odgovaraju¢e vrijednosti se dobijaju sumi-

ranjem elemenata iz kolone u kojoj se nalazi odgovaraju¢a vrijednost. Kad se radi sa slu£ajnom

promjenljivom Y , ulogu kolone preuzima vrsta.

Pokaºimo da su komponente X i Y zavisne slu£ajne promjenljive. Dovoljno je primijetiti da je

P{(X,Y ) = (2, 2)} =
6

27
6= P{X = 2}P{Y = 2} =

6

27

18

27
=

4

27
. J

Primjer 5.5 Slu£ajne promjenljive X i Y su nezavisne, X : P(λ), Y : P(µ). Na¢i raspodjelu slu£ajne

promjenljive Z = X + Y .

I Hl = {Y = l}, l = 0, 1, 2... Zbog nezavisnosti komponenti X i Y , nakon primjene formule
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potpune vjerovatno¢e dobijamo

P{Z = k} =
k∑
l=0

P{X + Y = k|Y = l}P{Y = l} =
k∑
l=0

P{X = l − k}P{Y = l}

=
e−(λ+µ)

k!

k∑
l=0

(
k

l

)
µlλk−l =

(λ+ µ)k

k!
e−(λ+µ), k = 0, 1 . . .

Dakle, Z : P(λ+ µ). J

Primjer 5.6 Kocka se baca do prvog padanja ²estice. Neka je X broj registrovanih parnih a Y broj

registrovanih neparnih brojeva. Na¢i raspodjelu slu£ajnog vektora (X,Y ) i P{Y = 1}.

Primjer 5.7 Neka je X broj bacanja crvene kocke do padanja prve jedinice, a Y broj bacanja plave

kocke do padanja prve ²estice. Na¢i raspodjelu za X + Y i raspodjelu za X uz uslov X + Y = n.

Primjer 5.8 U kutiji se nalaze dvije bijele, tri crne i £etiri plave kuglice. Iz kutije se po modelu sa

vra¢anjem vade kuglice, nakon svakog va�enja biljeºi se boja na izva�enoj kuglici i va�enje se zavr²ava

kada se tre¢i put na izva�enoj kuglici zabiljeºi plava boja. Neka je X broj biljeºenja bijele, a Y broj

biljeºenja crne boje. Na¢i raspodjelu vektora (X,Y ) i izra£unati P{(X,Y ) ∈ (−∞, 1]× (−∞, 1]}.

Primjer 5.9 Vektor (X1, X2) i ma U([a1, b1) × [a2, b2)) raspodjelu. Dokazati da su komponente X1 i

X2 nezavisne. Ako su komponente X1 : U [a1, b1) i X1 : U [a2, b2) nezavisne, tada vektor (X1, X2) i ma

U([a1, b1)× [a2, b2)) raspodjelu. Dokazati! Vaºi prirodno uop²tenje na slu£aj vektora (X1, X2, ..., Xn).

g(X1,X2)(x1, x2) =
1

(b1 − a1)(b2 − a2)
, (x1, x2) ∈ [a1, b1)× [a2, b2),

gX1(u) =

∫ b2

a2

g(X1,X2)(u, x2)dx2 =
1

b1 − a1
, a1 6 u < b1, integralimo po pravojx2 = u.

gX2(v) =

∫ b1

a1

g(X1,X2)(x1, v)dx1 =
1

b2 − a2
, a2 6 v < b2, integralimo po pravoj x1 = v.

O£igledno, g(X1,X2)(u, v) = gX1(u)gX2(v) za svako (u, v) ∈ R2 te zaklju£ujemo da su X1 i X2 neza-

visne slu£ajne promjenljive.

Dokaºimo i drugi dio tvr�enja. g(X1,X2)(u, v) = gX1(u)gX2(v) =, 1
(b1−a1)(b2−a2) , (u, v) ∈ [a1, b1)×

[a2, b2), dakle (X1, X2) : U([a1, b1)× [a2, b2)).

Primjer 5.10 Vektor (X,Y ) ima U({(x, y) : |x|+|y| < 1}) raspodjelu. Ispitati nezavisnost komponenti

X i Y .
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g(X,Y )(x, y) = 1
2 , (x, y) ∈ D = {(x, y) : |x|+|y| < 1}), gX(u) =

∫
g(X,Y )(u, y)dy =

∫ u+1
−u−1

dy
2 = u+

1, −1 < u < 0; gX(u) =
∫
g(X,Y )(u, y)dy =

∫ −u+1
u−1

dy
2 = −u+ 1, 0 < u < 1; gY (v) =

∫
g(X,Y )(x, v)dx

=
∫ v+1
−v−1

dx
2 = v + 1, −1 < v < 0; gY (v) =

∫
g(X,Y )(x, v)dx =

∫ −v+1
v−1

dx
2 = −v + 1, 0 < v < 1.

Konstatujmo g(X,Y )(0, 3; 0, 4) = 0, 5 6= gX(0, 3)gY (0, 4) = 0, 42 odakle slijedi da su komponente

zavisne.

Primjer 5.11 Na kruºnici x2 + y2 = 1 se slu£ajno bira ta£ka i u njoj postavlja tangenta na kruºnicu.

Na¢i funkciju raspodjele slu£ajne promjen ljive X koja je jednaka duºini odsje£ka tangente od ta£ke

dodira do ta£ke presjeka tangente sa Ox osom.

O x

y

T

A
B

Slika 1.

INe umanjuju¢i op²tost, pretpostavimo da je ta£ka izabrana na dijelu kruºnice iz prvog kvad-

ranta. Neka je duºina odsje£ka tangente koja je povu£ena u ta£ki T jednaka t. Primijetimo,

∠AOT = arctan t. Duºina odsje£ka tangente ¢e biti < t ako i samo ako izabrana ta£ka pripada

luku BT .

FX(t) = P{X < t} =
2

π
arctan t, t > 0; g(t) = F ′(t) =

2

π

1

1 + t2
, t > 0.

Primjer 5.12 Na kruºnici x2 + (y − 1)2 = 1 se slu£ajno bira ta£ka. Neka je slu£ajna promjenljiva

X jednaka apscisi ta£ke presjeka prave koja je odre�ena izbranom ta£kom i centrom kruºnice sa Ox

osom. Na¢i funkciju raspodjele slu£ajne promjenljive X.
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O x

y

T
A

B

C

Slika 2.

Na dijelu kruºnice u prvom kvadrantu usmjerenje je pozitivno, a u dijelu u drugom kvadrantu,

negativno. Neka je apscisa ta£ke A jednaka t, t ∈ R i neka je T odgovaraju¢a izabrana ta£ka na

kruºnici. Primijetimo, ∠OCT = arctan t. Doga�aj X < t ¢e se ostvariti ako i samo ako izabrana

ta£ka pripada luku TB (sa negativnim usmjerenjem).

FX(t) = P{X < t} =
arctan t+ π

2π
, t ∈ R.

Primjer 5.13 U ta£ki C(m, a), a > 0, se nalazi izvor koji po slu£ajno izabranoj pravoj u smjeru x

ose emituje £estice. Pretpostavlja se da su putanje ravnopravne. Neka je slu£ajna promjenljiva X

apscisa ta£ke presjeka putanje i Ox ose. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive X.

Neka je CT slu£ajno izabrana putanja. Ako je A ta£ka presjeka putanje sa Ox osom, tada

je X apscisa ta£ke A. Ozna£imo sa ϕ ugao koji linija putanje £estice gradi sa pravom x = m.

Ravnopravnost putanja je ekvivalentna sa ϕ : U(−π
2 ,

π
2 ). Kako je X−m

a = tanϕ⇒ X = m+ a tanϕ,

imamo

FX(t) = P{X < t} = P

{
ϕ < arctg

t−m
a

}
=

1

2
+

1

π
· arctg t−m

a
, g(t) =

1

π
· a

(t−m)2 + a2
, t ∈ R.

Za slu£ajnu promjenljivu X kaºemo da ima Ko²ijevu raspodjelu i koristimo zapis X : C(m, a).

Do rje²enja smo mogli do¢i postupkom koji je primjenjen u prethodna dva primjera. Naime, na

Ox osi na�emo ta£ku W £ija je apscisa t, a zatim nadjemo ∠ECW . Kako je tan∠ECW = t−m
a

dobijamo da je ∠ECW = arctan t−m
a . Doga�aj X < t se realizuje ako i samo ako je ugao putanje iz

inervala
(
− π

2 , arctan t−m
a

)
te je P{X < t} =

mes
(
−π

2
,arctan t−m

a

)
π .
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C(m, a)
BD

x

y

E
T

A

Slika 3.

Neka su y1, y2, ..., yn : Rn −→ R pri £emu je y1(x1, x2, ..., xn) najmanja od koordinata x1, x2, ..., xn,

y2(x1, x2, ..., xn) je sljede¢a po veli£ini od koordinata x1, x2, ..., xn,..., yn(x1, x2, ..., xn) je najve¢a od

koordinata x1, x2, ..., xn. Neka je (X1, X2, ..., Xn) slu£ajni vektor. Slu£ajne veli£ine

Y1 = y1(X1, X2, ..., Xn), Y2 = y2(X1, X2, ..., Xn), ..., Yn = yn(X1, X2, ..., Xn)

£ine varijacioni niz. Dakle, realizacija slu£ajne promjenljive Yk je k ta po veli£ini iz realizacija

slu£ajnih promjenljivih X1, X2, ..., Xn.

Primjer 5.14 Slu£ajne promjenljive X1, X2, ..., Xn su nezavisne, jednako raspodijeljene, sa neprekid-

nom gustinom f(x) i funkcijom raspodjele F (x) i neka je Yk, 1 6 k 6 n, odgovaraju¢i varijacioni

niz.

a) Na¢i gustinu slu£ajne promjenljive Yk.

b) Na¢i gustinu slu£ajnog vektora (Yk, Yl), 1 6 k < l 6 n i (Y1, Y2, ..., Yn).

Ia) Izra£unajmo vjerovatno¢u da realizacija slu£ajne promjenljive Yk "upadne" u [t, t + 4t).
Prva mogu¢nost je da ta£no k − 1 realizacija kompleksa X1, X2, ..., Xn "upadne" u (−∞, t), jedna
"upadne" u [t, t+4t) i n−k realizacija "upadne" u [t+4t,+∞). Vjerovatno¢a "upadanja" realizacije

promjenljivih iz kompleksa u interval (−∞, t) je F (t), u [t, t+4t) je f(t)4t+o(4t), u [t+4t,+∞)

je 1 − F (t +4t). Zapazimo, F (t +4t) = F (t) + F (t +4t) − F (t) = F (t) + f(t)4t + o(4t). Sve
ostale mogu¢nosti podrazumijevaju da u [t, t +4t) "upadnu" bar dvije realizacije promjenljivih iz

kompleksa, odgovaraju¢e vjerovatno¢e su jednake (f(t)4t+ o(4t))k = o(4t), k > 2.
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P{t 6 Yk < t+4t} =
n!

(n− k)!(k − 1)!
F k−1(t))(f(t)4t+ o(4t))(1− F (t+4t))n−k

+ o(4t) =
n!

(n− k)!(k − 1)!
f(t)F k−1(t)(1− F (t))n−k4t+ o(4t),4t→ 0

te je fYk(t) = n!
(n−k)!(k−1)!f(t)F k−1(t)(1− F (t))n−k.

b) Izra£unajmo vjerovatno¢u da realizacija slu£ajne promjenljive Yk "upadne" u [u, u +4u) a

realizacija slu£ajne promjenljive Yl u [v, v+4v). Prva mogu¢nost je da realizacije k−1 promjenljivih

iz kompleksa X1, X2, ..., Xn "upadnu" u (−∞, u), jedna u [u, u+4u), l−k−1 realizacija "upadne" u

[u+4u, v), jedna realizacija "upadne" u [v, v+4v) i n− l realizacija "upadne" u [v+4v,+∞). Sve

ostale mogu¢nosti podrazumijevaju da u [u, u +4u) "upadne" m,m > 1, realizacija promjenljivih

iz kompleksa, a u [v, v+4v) "upadne" n, n > 1, realizacija promjenljivih iz kompleksa, pri £emu je

max{m,n} > 2. Vjerovatno¢e upravo razmotrenih mogu¢nosti su o(4u4v), 4u,4v → 0. Dakle,

P{u 6 Yk < u+4u, v 6 Yl < v +4v} =
n!

(k − 1)!(n− l)!(l − k − 1)!
F k−1(u)f(u)4uf(v)4v

(F (v)− F (u+4u))l−k−1(1− F (v +4v))n−l + o(4u4v) =
n!

(k − 1)!(n− l)!(l − k − 1)!
f(u)

f(v)F k−1(u)(F (v)− F (u))l−k−1(1− F (v))n−l4u4v + o(4u · 4v), 4u,4v → 0,

te je traºena gustina vektora (Yk, Yl)

f
(Yk,Yl)

(u, v) =
n!

(k − 1)!(n− l)!(l − k − 1)!
f(u)f(v)F k−1(u) · (F (v)− F (u))l−k−1(1− F (v))n−l,

u < v.

Istim rasu�ivanjem se dobija da je gustina vektora (Y1, Y2, ..., Yn),

f(u1, u2, ..., un) = n!f(u1)f(u2) · · · f(un), u1 < u2 < ... < un. J

Primjer 5.15 Slu£ajne promjenljive X1, X2, ..., Xn su nezavisne, jednako raspodijeljene, sa gustinom

f(x) i funkcijom raspodjele F (x). Na¢i gustinu slu£ajne promjenljive Yk.

FYk(t) = P{Yk < t} =

n∑
j=k

(
n

j

)
F j(t)(1− F (t))n−j .

Naime k ta po veli£ini iz realizacija slu£ajnih promjenljivih iz kompleksa X1, X2, ..., Xn je manja od
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t ako i samo postoji bar k realizacija manjih od t. Nakon diferenciranja i sre�ivanja se dobija

fYk(t) =
n!

(n− k)!(k − 1)!
f(t)F k−1(t)(1− F (t))n−k.

Primjer 5.16 Slu£ajne promjenljive X1, X2, ..., Xn su nezavisne i svaka ima U(a, b) raspodjelu. Na¢i

gustinu slu£ajnog vektora (Y1, Yn).

F(Y1,Yn)(u, v) = P{Y1 < u, Yn < v} =
n∑
j=1

(
n

j

)(
u− a
b− a

)j(v − u
b− a

)n−j
.

Do "potpune" sume nedostaje £lan
(
v−u
b−a
)n
. Primjenjuju¢i ovo zapaºanje dobijamo

F(Y1,Yn)(u, v) =

(
v − a
b− a

)n
−
(
v − u
b− a

)n
; g(u, v) =

∂2F (u, v)

∂u∂v
=
n(n− 1)

(b− a)n
(v − u)n−2, u < v.

Primjer 5.17 Vremena rada do otkaza ure�aja A, B i C su redom X1, X2, X3, promjenljive su neza-

visne, svaka ima gustinu g(x) = e−x, x > 0 i ure�aji se istovremeno uklju£uju. Na¢i raspodjelu

vremena koje protekne od prvog do drugog otkaza.

Na temu varijacionog niza navodimo dva primjera iz diskretnog modela.

Primjer 5.18 Iz kutije u kojoj su nalaze kuglice sa brojevima 1, 2, ..., 100 po modelu bez vra¢anja se

vadi 10 kuglica. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive Y6.

P{Y6 = k} =
(k−1

5 )(100−k4 )
(10010 )

, 6 6 k 6 96.

Primjer 5.19 Iz kutije u kojoj se nalaze kuglice numerisane brojevima 1, 2, ..., 60, po modelu bez

vra¢anja se vadi 10 kuglica. Na¢i raspodjelu slu£ajnog vektora (Y1, Y10) gdje je Y1 najmanji, a Y10

najve¢i od izva�enih brojeva.

Primjer 5.20 Slu£ajne promjenljive X i Y su nezavisne i jednako raspodijeljene, P{X = k} =
1

n+1 , k = 0, 1, ..., n. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive Z = X + Y.

a) 0 6 k 6 n.

P{Z = k} =
k∑
l=0

P{Z = k|Y = l}P{Y = l} =
k + 1

(n+ 1)2
.
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b) n+ 1 6 k 6 2n.

P{Z = k} =
n∑

l=k−n
P{Z = k|Y = l}P{Y = l} =

2n− k + 1

(n+ 1)2
.

Ako u koordinantnom sistemu xOy nacrtamo roj ta£aka £ije su apscise brojevi k, a ordinate odgo-

varaju¢e vjerovatno¢e P{Z = k}, primje¢ujemo da je obris roja trougao. Zbog toga raspodjelu

slu£ajne promjenljive Z nazivamo trougaonom.

Primjer 5.21 Slu£ajne promjenljive X i Y su nezavisne i P{X = k} = 1
n+1 , k = 0, 1, ..., n, P{Y =

k} = 1
m+1 , k = 0, 1, ...,m, m > n Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive Z = X + Y.

a) 0 6 k 6 n.

P{Z = k} =
k∑
l=0

P{Z = k|X = l}P{X = l} =
k∑
l=0

P{Y = k − l}P{X = l} =
k + 1

(n+ 1)(m+ 1)
.

b) n < k 6 m.

P{Z = k} =
n∑
l=0

P{Z = k|X = l}P{X = l} =
n∑
l=0

P{Y = k−l}P{X = l} =
n+ 1

(n+ 1)(m+ 1
=

1

m+ 1
.

c) m+ 1 6 k 6 m+ n.

P{Z = k} =

n∑
l=k−m

P{Z = k|X = l}P{X = l} =

n∑
l=k−m

P{Y = k − l}P{X = l} =
m+ n− k + 1

(n+ 1)(m+ 1)
.

Ako u koordinantnom sistemu xOy nacrtamo roj ta£aka £ije su apscise brojevi k, a ordinate odgo-

varaju¢e vjerovatno¢e P{Z = k}, primje¢ujemo da je obris roja trapez. Zbog toga raspodjelu

slu£ajne promjenljive Z nazivamo trapeznom.

6 Matemati£ko o£ekivanje, disperzija i koe�cijent korelacije

Neka je ξ slu£ajna promjenljiva sa raspodjelom P{ξ = xi} = pi, i = 1, 2, ..., k. Opit u kome se

pojavljuje slu£ajna promjenljiva ξ �ponavljamo n puta u uslovima koji garantuju nezavisnost opita.

Neka su u tih n ponavljanja opita zabiljeºene sljede¢e realizacije slu£ajne promjenljive ξ: a1, a2, ..., an.

Na�imo srednju vrijednost zabiljeºenih realizacija tj.

a1 + ...+ an
n

=
k∑
i=1

xi
νi
n
,
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gdje je νi broj zabiljeºenih realizacija xi. Ako
νi
n tj. relativnu frekvenciju biljeºenja realizacije xi u

na²oj seriji zamjenimo sa pi dobijamo veli£inu
k∑
i=1

xipi = Eξ koja se naziva matemati£ko o£ekivanje

slu£ajne promjenljive ξ. U slu£aju kada je n veliko, νin ≈ pi, zakon velikh brojeva, te u tom slu£aju

konstatujemo da je

Eξ ≈ a1 + ...+ an
n

.

Tuma£enje zakona velikih brojeva koje smo koristili nije matemati£ki strogo te se nedostatak strogosti

moºe konstatovati i za posljednju aproksimaciju. Matemati£ki korektnu formulaciju zakona velikih

brojeva ¢emo usvojiti u kursu Matemati£ke statistike. Za sada, bez obzira na pomenute manjkavosti,

pamtimo da je matemati£ko o£ekivanje slu£ajne promjenljive pribliºno jednako srednjoj vrijednosti

zabiljeºenih realizacija slu£ajne promjenljive u dugoj seriji. Ova inerpretaciji vaºi za sve tipove

slu£ajnih promjenljivih koje imaju matemati£ko o£ekivanje.

Definicija 6.1 Neka je ξ slu£ajna promjenljiva sa raspodjelom P{ξ = xi} = pi, i = 1, 2, ..., k.

Matemati£ko o£ekivanje Eξ slu£ajne veli£ine ξ de�nisa¢emo pomo¢u jednakosti

Eξ =

k∑
i=1

xipi.

Definicija 6.2 Neka je ξ slu£ajna promjenljiva sa raspodjelom P{ξ = xi} = pi, i = 1, 2, ....

Matemati£ko o£ekivanje Eξ slu£ajne promjenljive ξ de�nisa¢emo pomo¢u jednakosti

Eξ =

∞∑
i=1

xipi,

ako ovaj red apsolutno konvergira. Ako red ne konvergira apsolutno, tada kaºemo da slu£ajna prom-

jenljiva ξ nema matemati£ko o£ekivanje.

Kada zadajemo slu£ajnu promjenljivu nebitno je indeksiranje-numerisanje njenih realizacija.

Stoga je prirodno pretpostaviti da suma reda ne zavisi od poretka njegovih £lanova, a tu nezav-

isnost obezbje�uje apsolutna konvergencija.

Primjer 6.1 Ako u razvoju ln(1 + x) = −
∞∑
n=1

(−x)n

n , −1 < x 6 1, stavimo x = 1, dobijamo

ln 2 =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
= (1− 1

2
) + (

1

3
− 1

4
) + · · · = 1

2
+

1

12
+ · · ·

Potraºimo

(1− 1

2
− 1

4
) + (

1

3
− 1

6
− 1

8
) + · · · = 1

4
+

1

24
+ · · · = ln 2

2
.
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Zna£i, u redu
∞∑
n=1

(−1)n+1

n smo ispremje²tali £lanove (druga£ije ih pore�ali, druga£ije indeksirali) i

na taj na£in smo dobili red koji konvergira ka drugoj vrijednosti. Ovu mogu¢nost pregrupisavanja

£lanova u red £ija je suma razli£ita od sume polaznog reda, daju uslovno konvergentni redovi. Kod

apsolutno konvergentnih redova, bez obzira na pregrupisavanje � preindeksiranje £lanova reda, suma

reda je uvijek ista.J

Iz de�nicije (6.1) je jasno da svaka prosta slu£ajna promjenljivaa ima o£ekivanje (£esto se pre�ks

matemati£ko izostavlja). Nave²¢emo primjer diskretne slu£ajne promjenljive koja nema o£ekivanje.

Primjer 6.2 Slu£ajna promjenljiva X ima raspodjelu

X :
. . . −3 −2 −1 1 2 3 . . .

. . . 3
32π2

3
22π2

3
π2

3
π2

3
22π2

3
32π2 . . .

.

Budu¢i da 3
π2 (1− 1 + 1

2 −
1
2 + 1

3 −
1
3 + . . . ) ne konvergira apsolutno, moºemo konstatovati da slu£ajna

promjenljiva X nema o£ekivanje.J

Jednostavno se dokazuju sljede¢a svojstva matemati£kog o£ekivanja diskretnih slu£ajnih prom-

jenljivih. Sva navedena svojstva vaºe i u op²tem slu£aju.

S1) |EX| 6 E|X|.

S2) Ec = c, c je konstanta.

S3) Ako je X 6 Y , tada je EX 6 EY .

S4) E(a1X1 + · · ·+ anXn) = a1EX1 + · · ·+ anEXn.

S5) Neka su X i Y nezavisne diskretne slu£ajne promjenljive. Tada je EXY = EXEY .

Primjer 6.3 Neka je Sn : B(n, p). Tada je

ESn =
n∑
k=0

k

(
n

k

)
pkqn−k = np

n∑
k=1

(n− 1)!

(k − 1)!(n− 1− (k − 1))!
pk−1qn−1−(k−1)

= np(p+ q)n−1 = np. J

Primjer 6.4 Na¢i o£ekivanu sumu brojeva koji se izvla£e u igri LOTO (izvla£i se 7 brojeva iz skupa

{1, 2, . . . , 39}).

INeka je X1 prvoizvu£eni broj, neka je X2 drugooizvu£eni broj itd. Imamo

Xi :
1 2 . . . 39
1
39

1
39 . . . 1

39

, i = 1, 2, . . . 7.
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Jednaka raspodijeljenost slu£ajnih promjenljivih Xi, i = 1, 2, . . . , 7, je posljedica £injenice da je

vjerovatno¢a da recimo, broj 13 bude izvu£en u prvom izvla£enju ista kao i vjerovatno¢a da bude

izvu£en u drugom, tre¢em itd., dakle uvijek je 1
39 . Situacija je analogna onoj iz primjera 3.3. Traºena

suma je W = X1 + · · ·+X7, pa je

EW = EX1 + · · ·+ EX7 = 7 · 1

39
(1 + 2 + · · ·+ 39) = 140.

Zahvaljuju¢i aditivnosti o£ekivanja, o£ekivanje slu£ajne promjenljiveW smo na²li bez prethodnog

traºenja raspodjele ove slu£ajne promjenljive. Ista ideja se koristi i u sljede¢em primjeru.J

Primjer 6.5 Ravan je i²ra�rana pravima koje obrazuju kvadrate duºine stranice 2a. Na ravan se baca

igla duºine 2l (l < a). Na¢i o£ekivani broj zasje£enih pravih.

INeka je X broj zasje£enih horizontalnih pravih, a Y broj zasje£enih vertikalnih pravih. Budu¢i

da je vjerovatno¢a zasijecanja (Bifonov problem igle) 2l
aπ , imamo

X, Y :
0 1

1− 2l
aπ

2l
aπ

,

pa je traºeno o£ekivanje E(X + Y ) = EX + EY = 4l
aπ . J

Definicija 6.3 Neka je X apsolutno neprekidna slu£ajna promjenljiva sa gustinom g(x). Matem-

ati£ko o£ekivanje EX slu£ajne promjenljive X de�nisa¢emo pomo¢u jednakosti

EX =

∞∫
−∞

xg(x)dx,

ako ovaj integral apsolutno konvergira. Ako integral ne konvergira apsolutno, tada kaºemo da slu£ajna

promjenljiva X nema matemati£ko o£ekivanje.

Zbog tijesne veze na relaciji sumiranje � integraljenje (sjetimo se da je integral uop²tena suma) i

veze na relaciji vjerovatno¢a � funkcija gustine, ovakva de�nicija je bila o£ekivana.

Sljede¢a teorema ima veliki teorijski i prakti£ni zna£aj.

Teorema 6.1 Osnovna teorema za matemati£ko o£ekivanje. Neka je X apsolutno neprekidna

slu£ajna promjenljiva sa gustinom g(x) i neka je f : R −→ R Borelova funkcija. Tada je

Ef(X) =

∞∫
−∞

f(x)g(x)dx.
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Dakle, o£ekivanje slu£ajne promjenljive Y = f(X) moºemo dobiti bez prethodnog traºenja njene

funkcije raspodjele. Preporu£ujemo £itaocu da vode¢i ra£una o analogijama integral � suma i gustina

� vjerovatno¢a, formuli²e prethodnu teoremu i za diskretne slu£ajne promjenljive.

Neka je (X,Y ) apsolutno neprekidni slu£ajni vektor sa gustinom g(x, y) i neka je f : R2 −→ R

Borelova funkcija. Za slu£ajnu promjenljivu Z = f(X,Y ), analogno kao u teoremi (6.1), imamo

EZ =

∫ ∫
R2

f(x, y)g(x, y)dxdy. (6.1)

Dali smo de�nicije matemati£kog o£ekivanja za diskretne i apsolutno neprekidne slu£ajne veli£ine.

U op²tem slu£aju, o£ekivanje se identi�kuje sa integralom koji se naziva Lebegov integral. Ako je

X slu£ajna promjenljiva sa raspodjelom PX i funkcijom raspodjele F , tada je

EX :=

∫
Ω

X(ω)P (dω) =

∫
R

xPX(dx) =

∫
R

xdF (x).

Teorema (6.1). vaºi u op²tem slu£aju uz zapis: Ef(X) =
∫
R
f(x)dF (x).

Primjer 6.6 Slu£ajna promjenljiva X ima C(0, 1) raspodjelu. Kako integral
∞∫
−∞

|x|
π(1+x2)

dx ne konver-

gira, to moºemo konstatovati da slu£ajna promjenljiva X nema o£ekivanje.J

Primjer 6.7 Na kruºnici (x − 1)2 + (y − 1)2 = 1 slu£ajno se bira ta£ka T , a zatim se povla£i prava

AT , A(1, 2). Slu£ajna promjenljiva X je apscisa ta£ke presjeka prave AT i x ose. Na¢i raspodjelu

slu£ajne promjenljive X. Da li X ima matemati£ko o£ekivanje?

Primjer 6.8 X : U(a, b), EX =
b∫
a

x
a+b dx = a+b

2 . J

Primjer 6.9 X : E(λ), EX =
∞∫
0

λxe−λxdx = 1
λ . J

Primjer 6.10 X : N (m,σ2), EX = 1√
2πσ2

∞∫
−∞

xe−
(x−m)2

2σ2 dx =

= m√
2π

∞∫
−∞

e−
v2

2 dv = m, gdje je v = x−m
σ . Koristili smo poznati rezultat

∞∫
−∞

e−x
2
dx =

√
π. J

Primjer 6.11 Na intervalu (0, 1) slu£ajno se bira ta£ka T koja ga dijeli na dva intervala. Neka je W

duºina intervala koji natkriva ta£ku M(1
3). Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive W i EW .

68



Primjer 6.12 Ta£ka T se slu£ajno bira u zarubljenoj kupi £ije su osnove krugovi K1 = {(x, y, z) :

x2 + y2 6 4, z = 0} i K2 = {(x, y, z) : x2 + y2 6 1, z = 1}. Neka je W rastojanje ta£ke T od z ose.

Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive W i EW .

Primjer 6.13 U pravilnom tetraedru ABCD duºine stranic 1 slu£ajno se bira ta£ka T . Neka je W

rastojanje od ta£ke T do strane ABC. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive W i EW.

Primjer 6.14 Na intervalu (0, 1) slu£ajno se bira ta£ka T . Neka je W rastojanje od ta£ke T do ta£ke

M(0, 8). Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive W i EW .

Primjer 6.15 Na polukruºnici x2 + y2 = 1, y > 0, slu£ajno se bira ta£ka T . Na¢i raspodjelu slu£ajne

promjenljive X i EX gdje je X

a) apscisa projekcije ta£ke T na Ox osu,

b) ordinata projekcije ta£ke T na Oy osu,

c) rastojanje od projekcije ta£ke T na Ox osu do koordinatnog po£etka.

Primjer 6.16 Na prstenu P = {(x, y) : 1 < x2 + y2 < 4} slu£ajno se bira ta£ka T . Iz ta£ke T se

povla£e tangente na kruºnicu k : x2 + y2 = 1. Neka je slu£ajna promjenljiva X jednaka uglu izme�u

tangenti, a Y duºina odsje£ka na tangenti izme�u ta£ke T i ta£ke dodira tangente i kruºnice k. Na¢i

raspodjele slu£ajnih promjenljivih X i Y i EY.

Primjer 6.17 Na kruºnici polupre£nika 1 slu£ajno se biraju ta£ke A i B. Na¢i EX gdje je X = |AB|.

I α : U(0, π), X = |AB| = 2 sin α
2 , EX =

π∫
0

2
π sin α

2 dα = 4
π . J

Primjer 6.18 U kvadratu duºine stranice 1 slu£ajno se bira ta£ka T . Na¢i raspodjelu slu£ajne prom-

jenljive Z koja je jednaka rastojanju ta£ke T od najbliºe stranice kvadrata. Na¢i EZ.

I Tjemena kvadrata ozna£imo sa A,B,C,D, a projekciju sredi²ta E na stranicu AB sa F . Zbog

simetri£nosti, ne smanjuju¢i op²tost, moºemo pretpostaviti da izabrana ta£ka pripada trouglu AFE.

Ozna£imo sa (X,Y ) slu£ajni vektor koji predstavlja koordinate ta£ke T . Gustina ovog vektora je

ϕ(x, y) = 8, (x, y) ∈M AFE. O£igledno Z = Y . Potraºimo gustinu komponente Y . Imamo

ϕY (w) = 8

1/2∫
w

dx = 4− 8w, 0 < w <
1

2
, pa je EZ =

1/2∫
0

w(4− 8w)dw =
1

6
.
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O£ekivanje smo mogli dobiti i primjenom formule (6.1). Naime,

EZ =

∫ ∫
MAFE

8ydxdy =

1/2∫
0

dx

x∫
0

8ydy =
1

6
. J

Primjer 6.19 Strijelac kruºnu metu polupre£nika 3 poga�a sa vjerovatno¢om 0, 7. Ako proma²i metu

gubi euro, ako pogodi dobija iznos 3− d eura, gdje je d rastojanje od pogo�ene ta£ke do centra mete.

Na¢i EX gdje je X dobitak u jednom ga�anju.

I H1 meta je pogo�ena; H2 meta je proma²ena.

F (t) = 0, t 6 −1.

F (t) = P{X < t} = P{X < t|H1}P{H1}+ P{X < t|H2}P{H2} = 0, 3,−1 < t 6 0.

F (t) = 0, 7P{3− d < t}+ 0, 3 = 0, 7P{d > 3− t}+ 0, 3 = 0, 79−(3−t)2
9 + 0, 3, 0 < t 6 3.

F (t) = 1, t > 3.

EX =
∞∫
−∞

tdF (t) = −0, 3 + 0, 7
3∫
0

2t(3−t)
9 dt = 0, 4. J

Primjer 6.20 Ure�aj transformi²e ja£inu struje x po formuli:

f(x) =

{
0, x 6 1

2

x− 1
2 , x > 1

2

.

Neka je ja£ina struje na ulazu u ure�aj slu£ajna promjenljiva X : U(0, 1). Na¢i raspodjelu ja£ine

struje na izlazu, tj. raspodjely slu£ajne promjenljive Y = f(X). Na¢i EY.

P{Y = 0} = 1
2 , FY (t) = t+ 1

2 , 0 < t 6 1
2 , EY = 1

8 .

Primjer 6.21 Strijelac izvjesno poga�a metu D = {(x, y) : −1 < x < 1, −1 < y < 1}. Ako pogodi

ta£ku iz kruga K = {(x, y) : x2 + y2 6 1} dobija 1− ρ2 eura gdje je ρ rastojanje od pogo�ene ta£ke

do ta£ke O(0, 0). Ako pogodi ta£ku van kruga K (tj. ta£ku iz D ali van K) gubi a eura, a > 0. Neka

je W "dobitak" koji strijelac ostvari u jednom ga�anju. Na¢i i skicirati funkciju raspodjele za W ,

EW i a za koje je EW = 0.

Primjer 6.22 Izra£unati ET iz Primjera 4.21.

ET = 0P{T = 0}+

1
3∫

0

t(5
3 − 2t)dt+ 1

3P{T = 1
3} = 13

81 . J
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Primjer 6.23 Osobe A i B dolaze na �ksirano mjesto nezavisno i u slu£ajno vrijeme izme�u 8 i 9 sati.

Ako druga osoba nije na dogovorenom mjestu, osoba koja je prva stigla £eka do dolaska druge osobe.

Neka je W vrijeme koje u £ekanju provede osoba A. Na¢i funkciju raspodjele slu£ajne promjenljive

W , skicirati odgovaraju¢i gra�k i izra£unati EW.

Primjer 6.24 Slu£ajna promjenljiva X1 ima U(0, 1) raspodjelu, a slu£ajna promjenljiva X2 pri uslovu

X1 = x1 ima U(x1, 1) raspodjelu (koristi se i zapis X2 : U(X1, 1)). Na¢i raspodjelu slu£ajne prom-

jenljive X2 i EX2.

x2

x1

T (1, 1)

x2 = u
u

Slika 4.

g(x2|x1) =
1

1− x1
, 0 < x1 < x2 < 1; g(x2|x1) =

g(x1, x2)

g(x1)
⇒ g(x1, x2) =

1

1− x1
, 0 < x1 < x2 < 1;

hX2(u) =

∫ u

0
g(x1, u)dx1 =

∫ u

0

dx1

1− x1
= ln

1

1− u
, 0 < u < 1,

integralili smo po pravoj x2 = u, 0 < u < 1, na njoj je g(x1, x2) > 0 na par£etu od ta£ke T1(0, u) do

ta£ke T2(u, u). EX2 = −
∫ 1

0 u ln(1− u)du = 3
4 .

Primjer 6.25 Na duºi AB, |AB| = 1 slu£ajno se bira ta£ka M , a zatim se na duºi AM slu£ajno bira

ta£ka N . Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive |NM | i E|NM |.

Primjer 6.26 Slu£ajne promjenljiva X ima U(0, 1) raspodjelu, slu£ajna promjenljiva Y uz uslov X = x

ima U(x6 ; x5 ) raspodjelu. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive Y .

Primjer 6.27 Slu£ajne promjenljive X i Y su nezavisne i svaka ima gustinu g(t) = e−t, t > 0. Na¢i

raspodjelu i matemati£ko o£ekivanje slu£ajne promjenljive Z = min{1, Y −X}.

Potraºimo raspodjelu slu£ajne promjenljive W = Y −X.

PW (t) = P{W < t} = P{Y −X < t} = P{Y < X + t}.
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Doga�aj {Y < X+ t} se realizuje ako i samo ako (X,Y ) ∈ D, D = {(u, v) : v < u+ t, u > 0, v > 0}.
Naime, {Y < X + t} je doga�aj da je realizacija komponente Y slu£ajnog vektora (X,Y ) manja od

zbira realizacije komponente X i broja t tj. da je slika-realizacija slu£ajnog vektora (X,Y ) u oblasti

u kojoj je druga koordinata manja od zbira prve koordinate i broja t.

FW (t) =

∫ ∫
v<u+t,t<0

e−u−vdudv =
et

2
, t < 0, FW (t) =

∫ ∫
v<u+t,t>0

e−u−vdudv = 1− e−t

2
, t > 0,

te je gW (t) = e−|t|

2 , t ∈ R.

FZ(t) = FW (t), t 6 1; P{Z = 1} = P{W > 1} =
e−1

2
; EZ =

∫ 1

−∞

te−|t|

2
dt+

e−1

2
=
e−1 − 1

2
.

u

v

v = u+ t, t > 0

v = u+ t, t < 0

Slika 5.

Primjer 6.28 Slu£ajni vektor (X,Y ) ima U(D), D = {(x, y) : 0 < y < x < 1} raspodjelu. Na¢i

funkciju raspodjele slu£ajne promjenljive W = min{3, XY } i skicirati odgovaraju¢i gra�k. Izra£unati

EW .

Primjer 6.29 Slu£ajne promjenljive X i Y su nezavisne, jednako raspodijeljene X,Y : ε(1). Na¢i

funkciju raspodjele slu£ajne promjenljive W = max{1;X;Y }. Skicirati gra�k dobijene funkcije. (V :

ε(λ), funkcija gustine je g(x) = λe−λx, x > 0.)

Primjer 6.30 Slu£ajni vektor (X,Y ) ima U(D), D = {(x, y) : 0 < y < x < 1} raspodjelu. Na¢i

funkciju raspodjele slu£ajne promjenljive W = max{2, XY } i skicirati odgovaraju¢i gra�k. Da li W

ima o£ekivanje?
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Primjer 6.31 Slu£ajne promjenljive X i Y su nezavisne, X : ε(1), Y : ε(2). Na¢i funkciju raspodjele

slu£ajne promjenljive W = max{1;X + Y }. Skicirati gra�k dobijene funkcije. (V : ε(λ), funkcija

gustine je g(x) = λe−λx, x > 0.)

Primjer 6.32 U banci radi 8 ²altera, a vrijeme opsluºivanja svakog klijenta je 6 minuta. Ulazite u

banku, svi ²alteri su zauzeti i 5 klijenata £eka na red. Neka je W vrijeme va²eg £ekanja. Na¢i

raspodjelu slu£ajne promjenljive W i EW.

Zadrºimo se za trenutak na slu£ajnim prmjenljivim

X :
−1 1

1
2

1
2

i Y :
−100 100

1
2

1
2

.

O£igledno, EX = EY = 0 iako su X i Y bitno razli£ite slu£ajne promjenljive (i na ovom primjeru

se vidi da je matemati£ko o£ekivanje manje informativno od funkcije raspodjele). Zna£enja slu£ajne

promjenljive X su "bliska" o£ekivanoj vrijednosti, a zna£enja slu£ajne promjenljive Y su "daleko"

od o£ekivane vrijednosti. Veli£ina koja mjeri stepen koncentracije slu£ajne promjenljive oko njenog

o£ekivanja naziva se disperzija.

Definicija 6.4 Disperzija DX slu£ajne promjenljive X se zadaje pomo¢u jednakosti

DX = E(X − EX)2.

Jednakost iz de�nicije disperzije potencira da je ova karakteristika mjera odstupanja slu£a-

jne promjenljive od njenog o£ekivanja. Neposredno ra£unanje disperzije je ponekad jednostavnije

sprovesti pomo¢u jedne od dvije jednakosti.

DX = E(X − EX)2 = EX2 − 2E(XEX) + (EX)2 = EX2 − (EX)2.

DX = EX(X − 1) + EX − (EX)2.

Evidentira¢emo svojstva disperzije.

a) DX > 0, D(cX) = c2DX, D(X + c) = DX, c je konstanta.

b)Bijenemeova jednakost: Ako suX1, . . . , Xn nezavisne slu£ajne promjenljive, tada jeD

(
n∑
i=1

Xi

)
=
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n∑
i=1

DXi. Zaista, zbog nezavisnosti imamo

D

(
n∑
i=1

Xi

)
= E

(
n∑
i=1

(Xi − EXi)

)2

=

n∑
i=1

E(Xi − EXi)
2+

∑
i 6=j

E((Xi − EXi)(Xj − EXj)) =

n∑
i=1

DXi +
∑
i 6=j

(EXi − EXi)(EXj − EXj)

=
n∑
i=1

DXi.

Indikator IA :
0 1

1− p p
, p = P (A), q = 1− p.

EIA = p; DIA = p− p2 = pq.

Binomna raspodjela. Sn : B(n, p); P{Sn = k} =
(
n
k

)
pkqn−k, k = 0, 1, ..., n.

Sn = IA1 + IA2 + ... + IAn , gdje je Ai, i = 1, 2, ..., n doga�aj da se u i-opitu ostvari uspjeh.

Doga�aji Ai su zbog nezavisnosti opita nezavisni a samim tim su nezavisni i odgovaraju¢i indikatori.

I na kraju

ESn = EIA1 + EIA2 + ...+ EIAn = np.

DSn = DIA1 +DIA2 + ...+DIAn = npq.

U analizi koja slijedi, koristi¢emo:

a)
∞∑
k=1

kxk−1 =
( ∞∑
k=1

xk
)′

=

(
x

1− x

)′
=

1

(1− x)2
, −1 < x < 1.

b)
∞∑
k=2

k(k − 1)xk−2 =
( ∞∑
k=2

xk
)′′

=

(
x2

1− x

)′′
=

2

(1− x)3
, −1 < x < 1.

Geometrijska raspodjela. X : G(p); P{X = k} = qkp, k = 0, 1, 2, ...

EX = pq
∞∑
k=1

kqk−1 = q
p .

DX = EX(X − 1) + EX − (EX)2 = pq2
∞∑
k=2

k(k − 1)qk−2 + q
p −

q2

p2
= q

p2
.

Negativna binomna raspodjela. X : Bi(r, p), r > 2;

P{X = k} =

(
k + r − 1

r − 1

)
qkpr, k = 0, 1, 2, ...
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X = X1 +X2 + ...+Xr, gdje je Xi, 1 6 i 6 r, broj neuspjeha od ostvarivanja i− 1-og uspjeha do

ostvarivanja i tog uspjeha. Promjenljive Xi su nezavisne i svaka ima G(p) raspodjelu pa je EX = rq
p ,

DX = rq
p2
.

Hipergeometrijska raspodjela. X : H(n,m, k)

P{X = l} =

(
n
l

)(
m
k−l
)(

n+m
k

) , max{0, k −m} 6 l 6 min{n, k}.

X = IA1 + IA2 ...+ IAk ; IAj :
0 1
m

n+m
n

m+n

; IAiIAj :
0 1

....
(n2)

(m+n
2 )

, i 6= j,

gdje Aj , 1 6 j 6 k doga�aj da se u j-tom izvla£enu izvadi bijela kuglica. Imamo:

EX = kn
m+n .

EX2 = kn
m+n + (k2 − k)

(n2)
(m+n

2 )
.

DX = kmn(m+n−k)
(m+n)2(m+n−1)

.

Negativna hipergeometrijska raspodjela Hi(n,m, r). Ozna£imo sa ci, i = 1, ...,m crne

kuglice, a sa Ci, i = 1, ...,m doga�aj da je kuglica ci izva�ena prije nego ²to je izva�ena r-ta bijela.

Primijetimo X = IC1 + ... + ICm . Izra£unajmo P (Ci). Iz skupa kog £ine sve bijele kuglice i kuglica

ci izaberimo r £lanova. Doga�aja Ci se realizuje ako i samo ako se me�u r izabranih kuglica nalazi

kuglica ci. Dakle, P (Ci) =
( n
r−1)(

1
1)

(n+1
r )

= r
n+1 te je EX = rm

n+1 .

Puasonova raspodjela. X : P(λ); P{X = k} = λk

k! e
−λ, k = 0, 1, 2, ...

EX =
∞∑
k=1

k λ
k

k! e
−λ = λ

∞∑
k=1

λk−1

(k−1)!e
−λ = λe−λ

∞∑
k=0

λk

k! = λ.

DX = EX(X − 1) + EX − (EX)2 =
∞∑
k=2

k(k − 1)λ
k

k! e
−λ + λ− λ2 = λ2 + λ− λ2 = λ.

Primjer 6.33 Iz ²pila od 52 karte slu£ajno se po modelu bez vra¢anja vadi 10 karata. Na¢i EW i DW,

gdje je W broj izva�enih asova.

Ai, i = 1, 2, ..., 10, i-ta izva�ena karta je as, P (Ai) = 4
52 , W = IA1 + ...+ IA10 .

Primjer 6.34 Deset osoba ulazi u lift u prizemlju sedmospratne zgrade. Neka je W broj zaustavljanja

lifta do izlaska svih putnika. Na¢i EW i DW.
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Primjer 6.35 U kutiji se nalazi M1 kuglica sa brojem 1, M2 kuglica sa brojem 2,..., MN kuglica sa

brojem N . Iz kutije se po modelu bez vra¢anja vadi n, n 6 (M1 + ...+MN ), kuglica. Neka je W broj

brojeva koji nisu registrovani na izava�enim kuglicama. Na¢i EW i DW.

Primjer 6.36 U kutiji se nalaze listice na kojima su zapisani brojevi od 1 do 20. Iz kutije se po modelu

sa vra¢anjem vadi 10 listica. Neka je X broj zabiljeºenih brojeva. Na¢i EX i DX.

Ai, i = 1, 2, ..., 20, me�u izva�enim brojevima postoji broj i. X = IA1 + ...+ IA20 .

Primjer 6.37 Neka je T boj bacanja kocke do padanja desete ²estice. Na¢i raspodjelu slu£ajne prom-

jenljive T kao i ET i DT.

Primjer 6.38 Neka je T boj bacanja kocke do padanja svih brojeva. Na¢i ET i DT.

Primjer 6.39 Evidentiramo datume kada slu£ajno odabrani prolaznici slave ro�endan (jednostavnosti

radi, datum 29. februar ne ra£unamo). Slu£ajna promjenljiva X je jednaka broju prolaznika koje

smo anketirali da bi dobili sve datume u godini. Na¢i EX i DX.

Primjer 6.40 Deset pisama se nasumce stavlja u deset koverata. Neka jw W broj osoba koje su dobile

odgovaraju¢e pismo. Izra£unati EW i DW .

Primjer 6.41 Dvadeeset kuglica se stavlja u deset kutija. Neka je W broj slobodnih kutija. Izra£unati

EW i DW .

Primjer 6.42 Neka je X broj dana u godini kada ni jedna od n slu£ajno odabranih osoba ne slavi

ro�endan. Na¢i EX i DX. Raditi sa pretpostavkom da svaka godina ima 365 dana.

Primjer 6.43 X : U(a, b), DX =
b∫
a

x2

a+b dx−
(
a+b

2

)2
= (b−a)2

12 . J

Primjer 6.44 X : E(λ), DX =
∞∫
0

λx2e−λxdx− 1
λ2

= 1
λ2
. J

Primjer 6.45 Neka je X : N (m,σ2). Imamo

DX = E(X −m)2 =

∞∫
−∞

(x−m)2

√
2πσ2

e−
(x−m)2

2σ2 dx = σ2. J
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Teorema 6.2 (�ebi²ovljeva nejednakost.) Ako slu£ajna promjenljiva X ima EX2, tada je za

svako ε > 0

P{|X| > ε} 6 EX2

ε2
.

Dokaz. De�ni²imo slu£ajnu promjenljivu

Y =

{
0, ako je |X| < ε

ε, ako je |X| > ε
.

O£igledno, Y 6 |X| =⇒ Y 2 6 X2, pa je

EX2 > EY 2 = ε2P{|X| > ε}.�

Posljedica 1. P{|X − EX| > ε} 6 DX
ε2

, za svako ε > 0.

Teorema 6.3 (Bernulijev zakon velikih brojeva.) Neka je Sn : B(n, p). Tada

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣Snn − p
∣∣∣∣ > ε

}
= 0

(
⇐⇒ lim

n→∞
P

{∣∣∣∣Snn − p
∣∣∣∣ 6 ε} = 1.

)
(6.2)

Dokaz. Primjenom Posljedice 1. i kori²¢enjem £injenica E Sn
n = np

n = p, DSn
n = npq

n2 = pq
n ,

dobijamo

P

{∣∣∣∣Snn − p
∣∣∣∣ > ε

}
6
DSn

n

ε2
=

pq

nε2
−→ 0, n→∞.�

Stepen zavisnosti izme�u slu£ajnih promjenljivih se ra£una pomo¢u koe�cijenta korelacije.

Definicija 6.5 Kovarijacija izme�u slu£ajnih promjenljivih X i Y je cov(X,Y ) = EXY −EXEY ,
a koe�cijent korelacije izme�u slu£ajnih promjenljivih X i Y je

ρX,Y =
cov(X,Y )√
DXDY

=
EXY − EXEY√

DXDY
.

Pokazuje se da je |ρX,Y | 6 1 i ρX,Y = ±1 ako i samo ako je Y = aX + b. Tako�e, ako su slu£ajne

promjenljive X i Y nezavisne, tada je EXY = EXEY , te je ρX,Y = 0. Obrnuto, kao ²to pokazuje

sljede¢i primjer, ne vaºi.

Primjer 6.46 Nov£i¢ se baca dva puta. Pojavi pisma pridruºujemo 0 poena, a pojavi grba jedan poen.

Neka je X suma poena kod bacanja, a Y razlika poena kod drugog i prvog bacanja. Na¢i ρX,Y .
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IRaspodjela vektora (X,Y ) je data tabelom

Y�X 0 1 2

−1 0 1
4 0

0 1
4 0 1

4

1 0 1
4 0

X :
0 1 2
1
4

1
2

1
4

, Y :
−1 0 1

1
4

1
2

1
4

, XY :
−1 0 1

1
4

1
2

1
4

,

EX = 1, EY = 0, ρX,Y = 0, P{(X,Y ) = (0, 0)} 6= P{X = 0}P{Y = 0}.

Dakle, X i Y su zavisne slu£ajne promjenljive iako je ρX,Y = 0. J

Primjer 6.47 Kocka se baca n puta. Neka je X broj palih ²estica, a Y broj palih jedinica. Na¢i ρX,Y .

I X =
n∑
i=1

IAi , Ai je doga�aj da u i-tom bacanju padne ²estica.

Y =
n∑
j=1

IBj , Bj je doga�aj da u j-tom bacanju padne jedinica.

EX = EY = 1
6 · n, DX = DY = 5

36 · n,

EXY = E

n∑
i=1

n∑
j=1

IAiIBj =

n∑
i=1

EIAiIBi +
∑∑
i 6=j

EIAiIBj

=
n2 − n

36
,

jer su £lanovi u prvoj sumi jednaki nuli (ne moºemo istovremeno registrovati i 1 i 6), u drugu sumu

ulazi n2− n £lanova (odbacujemo one kod kojih je i = j), a vjerovatno¢a da u i-tom bacanju padne

²estica, a u j-tom jedinica je 1
36 . Nakon ove analize ostaje da objedinimo podatke i zaklju£imo da

je ρX,Y = −1
5 . J

Primjer 6.48 Neka je A doga�aj da u opitu u kome se jednom baca kocka padne 1 ili 2, B da padne

3 ili 4, C da padne 5 i D da padne 6. Kocka se baca 20 puta i neka je X broj registrovanja doga�aja

A, Y broj registrovanja doga�aja B, Z broj registrovanja doga�aja C, W broj registrovanja doga�aja

D. Na¢i raspodjele za (X,Y, Z,W ) i (Y,W ). Na¢i ρY,W . Na¢i raspodjelu za Y uz uslov W = 3.

(X,Y, Z,W ) : M(20; 1
3 ; 1

3 ; 1
6 ; 1

6); P{Y = k,W = l} = 20!
k!l!(20−k−l)!

(
1
3

)k(1
6

)l(1
2

)20−k−l
, k > 0, l > 0,

k + l 6 20; W : B(20, 1
6); P{Y = k|W = 3} = P{Y=k,W=3}

P{W=3} =
(

17
k

)(
2
5

)k(3
5

)17−k
, 0 6 k 6 17.

Dakle, Y |W = 3 : B
(
17; 2

5

)
. Korelacija se ra£una kao u prethodnom primjeru.
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Primjer 6.49 U kutiji se nalaze dvije bijele, tri crne i £etiri plave kuglice. Iz kutije se po modelu sa

vra¢anjem vadi 15 kuglica i nakon svakog va�enja biljeºi boja na izva�enoj kuglici. Neka je X broj

biljeºenja bijele, a Y broj biljeºenja crne boje. Na¢i raspodjelu vektora (X,Y ) i izra£unati ρX,Y .

Zadaci sa zavr²nog dijela ispita

1.) Neka je X broj bacanja crvene kocke do padanja prve jedinice, a Y broj bacanja plave kocke

do padanja prve ²estice. Na¢i raspodjelu za X + Y i raspodjelu za X uz uslov X + Y = n.

2) Osobe A i B dolaze na �ksirano mjesto u slu£ajno vrijeme izme�u 8 i 9 sati i ako druga osoba

nije stigla, osoba koja je prva stigla £eka do dolaska druge osobe. Neka je W vrijeme koje u £ekanju

provede osoba A. Na¢i funkciju raspodjele slu£ajne promjenljive W , skicirati odgovaraju¢i gra�k i

izra£unati EW.

3) Slu£ajne promjenljiva X ima U(0, 1) raspodjelu, slu£ajna promjenljiva Y uz uslov X = x ima

U(x6 ; x5 ) raspodjelu. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive Y .

1.) Slu£ajne promjenljive X i Y su nezavisne, P{X = k} = 1
m+1 , k = 0, 1, ...,m, P{Y = k} =

1
n+1 , k = 0, 1, ..., n, m < n ;m,n ∈ N. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive Z = X + Y.

2.) Ta£ka T se slu£ajno bira u zarubljenoj kupi £ije su osnove krugovi K1 = {(x, y, z) : x2 + y2 6

4, z = 0} i K2 = {(x, y, z) : x2 + y2 6 1, z = 1}. Neka je W rastojanje ta£ke T od z ose. Na¢i

raspodjelu slu£ajne promjenljive W i EW .

3) Na duºi AB, |AB| = 1 slu£ajno se bira ta£ka M , a zatim se na duºi AM slu£ajno bira ta£ka

N . Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive |NM | i E|NM |.

1.) Neka je X broj dana u godini kada ni jedna od n slu£ajno odabranih osoba ne slavi ro�endan.

Na¢i EX i DX. Raditi sa pretpostavkom da svaka godina ima 365 dana.

2.) Strijelac izvjesno poga�a metu D = {(x, y) : −1 < x < 1, −1 < y < 1}. Ako pogodi ta£ku iz

kruga K = {(x, y) : x2 + y2 6 1} dobija 1− ρ2 eura gdje je ρ rastojanje od pogo�ene ta£ke do ta£ke

O(0, 0). Ako pogodi ta£ku van kruga K (tj. ta£ku iz D ali van K) gubi a eura, a > 0. Neka je W

"dobitak" koji strijelac ostvari u jednom ga�anju. Na¢i i skicirati funkciju raspodjele za W , EW i

a za koje je EW = 0.

3) U banci radi 8 ²altera, a vrijeme opsluºivanja svakog klijenta je 6 minuta. Ulazite u banku,

svi ²alteri su zauzeti i 5 klijenata £eka na red. Neka je W vrijeme va²eg £ekanja. Na¢i raspodjelu

slu£ajne promjenljive W i EW.

1.) Slu£ajne promjenljive X i Y su nezavisne i obje imaju G(p) raspodjelu (tj. P{X = k} =

P{Y = k} = qkp, k = 0, 1, 2, ...). Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive X + Y i uslovnu raspodjelu

za X uz uslov X + Y = n gdje je n �ksirani broj iz N0.
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2.) Ta£ka T se slu£ajno bira na polukruºnici x2 + y2 = 1, y > 0. Slu£ajna promjenljiva W je

ordinata ta£ke T . Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive W i EW.

3) Iz kutije u kojoj se nalazi 15 bijelih, 7 crnih i 2 crvene kuglice se po modelu bez vra¢anja vadi

11 kuglica. Neka je X broj izva�enih bijelih, a Y crnih kuglica. Na¢i raspodjele za X i (X,Y ) te

izra£unati EX.

4.) Slu£ajne promjenljive X i Y su nezavisne i svaka ima gustinu g(t) = e−t, t > 0. Na¢i funkciju

raspodjele slu£ajne promjenljive

W =

{
1, X 6 Y

X − Y, X > Y

i skicirati njen gra�k.

1.) U kutiji se nalazi 9 bijelih i 5 crnih kuglica. Iz kutije se po modelu bez vra¢anja vadi 11

kuglica. Neka je slu£ajna promjenljiva X broj izva�enih bijelih kuglica. Na¢i raspodjelu slu£ajne

promjenljive X te EX i DX.

2.) Neka je A doga�aj da u opitu u kome se jednom baca kocka padne 1 ili 6, B da padne 2 ili

5, C da padne 3 i D da padne 4. Kocka se baca 10 puta i neka je X broj registrovanja doga�aja A,

Y broj registrovanja doga�aja B, Z broj registrovanja doga�aja C, W broj registrovanja doga�aja

D. Na¢i raspodjele za (X,Y, Z,W ) i (Y,W ). Na¢i raspodjelu za Y uz uslov W = 3.

3.) U jednakostrani£nom trouglu duºine stranice a slu£ajno se bira ta£ka T . Neka je X rastojanje

od T do najbliºe stranice trougla. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive X i izra£unati EX.

4.) Na intervalu (−1.1) slu£ajno se bira 10 ta£aka. Neka je W rastojanje izme�u dvije najudal-

jenije od izabranih ta£aka. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive W .

1.) Iz kutije u kojoj se nalaze dvije bijele i tri crne kuglice se po modelu sa vra¢anjem vade

kuglice do petog va�enja crne kuglice. Neka je slu£ajna promjenljiva W jednaka broju izva�enih

bijelih kuglica. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive W i izra£unati EW i DW.

2.) U krugu x2 + y2 < 1 se slu£ajno bira ta£ka T . Neka je slu£ajna promjenljiva W rastojanje

od ta£ke T do Ox ose. Na¢i gustinu slu£ajne promjenljive W i izra£unati EW.

3.) a) Kocka se baca 10 puta. Neka je slu£ajna promjenljiva W najmanji pali broj. Na¢i

raspodjelu slu£ajne promjenljive W.

b) U kvadratu duºine stranice 1 slu£ajno se bira ta£ka T , a zatim se konstrui²e kruºnica sa

centrom u ta£ki T polupre£nika 1
6 . Neka je slu£ajna promjenljiva W broj stranica kvadrata koje

zasijeca kruºnica. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive W.

4.) Slu£ajne promjenljive X i Y su nezavisne i svaka ima gustinu g(t) = e−t, t > 0. Na¢i funkciju

raspodjele slu£ajne promjenljive Z = max{1, Y −X} i skicirati njen gra�k.
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1.) Iz kutije u kojoj se nalaze kuglice na kojima su zapisani brojevi 1, 2, 3, 4, 5, po modelu sa

vra¢anjem se vade kuglice sve dok se na izva�enim kuglicama ne pojave svi brojevi. Kolika je

vjerovatno¢a da ¢e u opitu biti obavljeno n va�enja?

2.) Na intervalu (a, b) se slu£ajno i nezavisno bira 11 ta£aka. Na¢i gustinu slu£ajne promjenljive

Y6 (²esti £lan varijacionog niza). Izra£unati EY6.

3.) U kutiji se nalazi jedna kuglica na kojoj je zapisan broj 1, dvije na kojima je zapisan broj

2,..., deset na kojima je zapisan broj 10. Iz kutije se po modelu bez vra¢anja vadi sedam kuglica.

Neka je W broj nezabiljeºenih brojeva na izva�enim kuglicama. Na¢i EW i DW.

4.) Slu£ajna promjenljiva X ima gustinu g(x) = λe−λx, x > 0. Na¢i raspodjele slu£ajnih prom-

jenljivih a) Z = [X] (antje-cio dio od X); b) W = {X} = X − [X] (razlomljeni dio od X).

1.) Na intervalu (0, 1) se slu£ajno i nezavisno biraju ta£ke dok se ne dobije ta£ka koja interval dijeli

na dva dijela tako da je jedan od njih bar £etiri puta duºi od drugog. Neka je slu£ajna promjenljiva

X broj izabranih ta£aka. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive X i EX.

2.) U opitu u kome se baca kocka, neka je slu£ajna promjenljiva X broj bacanja do prvog padanja

jedinice, a Y broj bacanja do prvog padanja parnog broja. Na¢i raspodjelu slu£ajnog vektora (X,Y )

i izra£unati P{X > Y }.

3.) U jednakostrani£nom trouglu ABC duºine stranice 1 se slu£ajno bira ta£ka T . Neka je

slu£ajna promjenljiva W rastojanje od ta£ke T do tjemena A. Na¢i funkciju raspodjele slu£ajne

promjenljive W .

4.) Na intervalu (0, 1) se slu£ajno i nezavisno bira 5 ta£aka. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive

W koja je jednaka rastojanju izme�u krajnjih me�u izabranim ta£kama. Izra£unati vjerovatno¢u da

se sve izabrane ta£ke nalaze na intervalu duºine 2
3 .

1.) Me�u 32 kompjuterska £ipa, 5 su neispravni. Slu£ajno se bira po modelu a) sa vra¢anjem, b)

bez vra¢anja, 14 £ipova. Neka je slu£ajna promjenljiva X jednaka broju izabranih ispravnih £ipova.

Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive X te EX i DX.

2.) U seriji bacanja kocke, slu£ajna promjenljiva X je broj bacanja koja prethode prvom bacanju

u kojem pada ²estica, a Y je broj bacanja koja prethode prvom bacanju u kojem pada neparan broj.

Na¢i raspodjelu slu£ajnog vektora (X,Y ).

3.) Osobe A i B dogovore se da se susretnu na �ksiranom mjestu u toku vremenskog intervala

(0, 1). Neka je Z vrijeme £ekanja na susret osobe A. Na¢i EZ.

4.) Slu£ajna promjenljiva X ima gustinu g(x) = 2x, 0 < x < 1, a slu£ajna promjenljiva Y uz

uslov X = x ima U(0, x) raspodjelu. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive Y i EY.
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