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Matematika u racunarstvu Materijal za Il kolokvijum

ELEMENTI TEORIJE GRESAKA

U okviru teorije greSaka, nakon definicija osnovnih pojmova izu¢ava¢emo probleme
odredivanja greSke u raCunanju sloZenih izraza u slucajevima kada su poznate greSke
osnovnih veli¢ina u posmatranom sloZzenom izrazu. Primjer takvog problema je raCunanje
izraza f=x+xy pri ¢emu su poznate priblizne vrijednosti veli¢ina x i y i greske, odnosno
odstupanja pribliznih vrijednosti od tacnih. Zadatak je sracunati pribliznu vrijednosti 1 gresku
za izraz f. Druga klasa problema je sli¢na prvoj, s tom razlikom $to ne znamo tacne vrijednosti
veli¢ina x 1 y ali mozemo da procijenimo koliko je maksimalno odstupanje priblizne
vrijednosti od tacne.

PribliZan broj x je broj koji zamjenjuje tacan broj x i neznatno se razlikuje od njega.
Na primjer razlomak 1/3 se ne moze ta¢no zapisati sa konacnim brojem decimala, pa mozemo

kazati da je 0.333 priblizna vrijednost broja 1/3.

Greska se definiSe kao odstupanje priblizne vrijednosti od ta¢ne. Obiljezavamo je sa
e, , gdje x u indeksu oznacava veli€inu ¢iju greSku definiSemo:

e =X—Xx

X

Ukoliko nam ta¢na vrijednost nije poznata tada mozemo definisati granicu apsolutne
greske Ax odnosno maksimalnu apsolutnu gresku gdje pretpostavljamo da je:

Ax 2|e|=|x — x|
Za ovako definisanu granicu greske vrijedi:
X—Ax<x<Xx+Ax

odnosno kada poznajemo granicu apsolutne vrijednosti greske tada mozemo utvrditi u kojem
intervalu, oko priblizne vrijednosti, se nalazi nepoznata tacna vrijednost.

Relativna greska se definiSe kao odnos greske i ta¢ne vrijednosti.

e X—Xx
za x%0

X X

Mozemo je tumaciti kao veli¢inu koja daje relativnu informaciju o iznosu greske,
odnosno, ako je pomnozimo sa 100 dobi¢emo greSku izrazenu u procentima tacne vrijednosti.
Na primjer podatak e=1 nam ne govori mnogo. Ako je tacna vrijednost x=10, tada je to
relativno velika greska, a ako je x=10000 tada je ta greska zanemarljiva. U prvom slucaju je
relativna greSka 0.1 odnosno 10% a u drugom 0.0001 odnosno 0.01%.

Analogno relativnog gresci definiSemo 1 maksimalnu relativnu greSku, za slucaj gada
je poznata granica greSke Ax :
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Ax
Ex:T za x#0
| x|

U nastavku ¢emo vidjeti kako se odreduje tacnost rezultata ako je poznata tacnost
pocetnih podataka, odnosno kako da uskladimo taCost pocetnih podataka (na priblizno isti
broj znacajnih mjesta) i kako da u procesu racunanja odrzimo §to vecu tacnost.

Posmatrajmo nekoliko osnovnih izraCunavanja i uticaj greske na rezultat.

Sabiranje i oduzimanje: Neka su X i y priblizne vrijednosti, x i y tatne, e, 1 e,

greske a 7, 1 r, relativne greske ovih veli¢ina. Imamo da je:
Xty=x+te tyte, =x ty te +te

odakle zakljucujemo da je:
e., —e te,

na sli¢an na¢in moze se dobiti i:
e_, “e ~e,

Relativne greske zbira i razlike bice:

P - L T S
ox+y x+y x+y “x+y Tx+y

kao 1 maksimalne relativne greske £ 1 £ . Imamo da je:
X—-MA<x<x+Mx1y-DAy<y<y+Aly

sabiraju¢i gornje nejednakosti dobijamo: x+y—Ax—-Ay <x +y <x +y +Ax +Ay odakle
lako mozemo zakluditi da je:

A, =Dx+hy
Pomnozimo drugu nejednakost sa —1. Smjer nejednakosti se mijenja pa dobijamo:
-y +Ay 2-y 2-y —Ay, odnsono -y —Ay < -y < -y +Ay
sabiraju¢i ovu nejednakost sa nejednakosc¢u za promjenjivu x dobijamo:
X—-y—-Dx—-Ay <x -y <x -y +Ax +Ay

odakle je:
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A, =l +ly
Dakle, granice greske se sabiraju 1 u slucaju zbira i u slucaju razlike brojeva.
Maksimalna relativna greska je:

— |’(| |y|
£ +&
x+y x|_ — y|_ J_/|

; .
I

Clx=y X -y

x=y

Ova zakljuc¢ivanja lako moZemo poopstiti na sumu vise ¢lanova:

pri ¢emu u sumi neka vrijednost x, moze biti uzeta sa znakom + ili -, greSka e, se uzima sa

istim znakom, dok se granice greske Ax; uvijek uzimaju sa pozitivnim predznakom.

MnozZenje: Neka su X 1 y priblizne vrijednosti, x i y tacne, e, 1 e, greSkea r, 17,

relativne greske ovih veli¢ina. Imamo da je:
X =(x+e)(y+e) =x i +xe, +ye, +ee,

Kako su greske e, i e, male u odnosu na x i y to u prethodnom izrazu moZemo

zanemariti Clan ee , pa je tada:
e, =xle +yld

Relativna greska proizvoda bice:
r,=—=r*r,

Ovaj rezultat se moze poopstiti i na proizvod vise od jednog ¢inioca tako da vrijedi:

n
Z rxi

i=1

r, =
[1x;
i=l

Dokazimo ovaj izraz:

Iz definicije relativne greske dobijamo:
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=

€. _X —X

r, =—t=+ =——1, odakle je:

Lo X, X,
X, =x(1+r) (*)
Sada imamo:

(1% =[x =[]xqla+m)

i=1 i=1
drugi proizvod u poslednjem izrazu se moze aproskimirati kao:

n n
|_| (I+r)=1+ r + rr, N T S
=1

i=l i,j=l.n i, k=l.n
%] i#],jtk itk

n

kako su relativne greske mnogo male vrijednosti u najve¢em broju slucajeva, to mozemo
zanemariti sve sabirke u kojima se mnoze dvije ili viSe relativnih greski. Dobijamo:

|i|(1+rx‘_)=1+ ' 7,

i=1 i=1

sada konac¢no dobijamo:

n n n
[1%=[]~x 1+>r,
i=1 =1 i=1
poredeci ovaj izraz sa izrazom (*) zakljucujemo da je:
n
r., =) r
i|:|lx,» Z=1: X;

Sto je i trebalo dokazati.

Dijeljenje: Ako posmatramo izraz x/y dobijamo:

e
_ x[él+"]

r}
é:x-l-ex: X :x[él+e_xjgl_[§l_e_y}:i[él+e_x—e_y]:£+e_X_x2)’
y yte, ytéHey] )y U v) »yU x

y

e
gdje smo kod tre¢eg znaka jednakosti iskoristili jednakost 1% =1-¢ (ovdjeje € =—)koja
€ y
vrijedi kada je £ mala veli¢ina. Kona¢no dobijamo:

e _e_x__x@y ir =Sy & 5 =r -r
xly 2 xly — - “x y

y oy xly x y
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Za slucaj kada su nam zadate granice greske, mogu se izvesti sledece formule:

Axy =[y|Ax+x|Ay , odnosno &, =€ _+& i

A(x/y)= Ax + 14y

P

odnosno &, =&, +¢,

Primjer. Date su priblizna vrijednost promjenjive x x =2, greSka u odredivanju
promjenjive x e _=0.2, priblizna vrijednost promjenjive y » =6 1 relativna greska
promjenjive y 7, = 0.2 . Pronaci:

a) tacnu vrijednost promjenjive x
b) tacnu vrijednost promjenjive y
c¢) relativnu greSku promjenjive x
d) greSku promjenjive y
e) pribliznu vrijednost, gresku, tacnu vrijednost i relativnu gresSku izraza f = x +xy
RjeSenje:
a) x=x-e =18

b) y:y—ey:)_/—yE{vodaklejey=lf =5
X r
y

¢) r,=-x==—=0I11
X

d e =y-y=
e) f=x+x =14,

e, e te =e tye txe =3,

f=f-e =11,

r =% =3 20073

11

Primjer. Poznate su pribliZzne vrijednosti X =3 i y =4, kao i granica greske Ax =0.1 i
maksimalna relativna greSka €, =0.05. Naci:

a) maksimalnu relativnu gresku velicine x,
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b) granicu greske veli¢ine y,

¢) pribliznu vrijednost, granicu greSske 1 maksimalnu relativhu greSku izraza
f=

X

d) odrediti interval u kome se nalazi tacna vrijednost izraza f.

RjeSenje:

£, =€, +E =€, X ‘e, D4 <00762
X+ X+
A, =|flr, =0178

d f-D<Sf<f+Of,208< <259




