Matematika u racunarstvu Materijal za Il kolokvijum

DIFERENCNE JEDNACINvE — REKURZIJE | REKURZIVNA
IZRACUNAVANJA

Neka je {S(n)} niz brojeva, gdje sa brojem n obiljezavamo indeks elementa u nizu..
Rekurzivna relacija (diferencna jednacina) na nizu {S(n)} je izraz koji povezuje n-ti element

tog niza sa prethodnih 7, elemenata. Ako je domen za n=[0,1,2...] onda prvih n, elemenata

nijesu definisani rekurzivnom relacijom ve¢ njihove vrijednosti predstavljaju pocetne uslove.
Na primjer niz S(n) mozemo definisati kao:

S0)=1

S(n)=28(n-1)+1

Prva jednacina predstavlja pocetni uslov, dok je drugom jednakos¢u definisana
rekurzivna veza n-tog elementa niza sa prethodnim elementom (element sa indeksom n — 1).
Sada mozemo racunati:

S(1)=250)+1=20+1 =3,

S2)=25)+1=203+1=7,

S(3)=252)+1 =201 +1 =15...

Odnosno, za bilo koje » mozemo naci n-ti element niza. Ukoliko odredimo dovoljan broj
elemenata niza: 1,3,7,15,31,63,... mozemo primijetiti da se svaki element niza moZe opisati

sa: S(n)=2"""—1. Za ovaj niz, nerekurzivno definisan, kaZemo da je rjeSenje posmatrane
rekurzivne relacije, uz zadati pocetni uslov.

Posmatrajmo niz brojeva S(n)=3[4". PokuSajmo odrediti rekurzivnu relaciju koja
opisuje taj niz. Imamo da je:

S(n)=3@" =33""[4,akakoje S(n—1)=33"" imamo: S(n) =4S(n—1), odnosno:
S(n)—48S(n-1) =0

Pocdetni uslov odredujemo racunaju¢i S(0)=3[1@° =30 =3, dakle pronasli smo
rekurzivnu relaciju i pocetni uslov koji zajedno potpuno opisuju zadati niz.

Nesto slozeniji zadatak je pronaci rekurzivnu relaciju koja opisuje niz:

S(n) = 36] + G] (1)

Prvo ¢emo ispisati vrijednosti S(n—1) 1 S(n—2):
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s3] o ) 3]+ 4] o
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S(n-1)= 6(%) + 4&)'1 (2)

Na sli¢an nacin dobijamo da je:
S(n=2)= 12(1)n + 16(ljn 3)
2 4
Od jednacine (3) oduzmimo jednacinu (2) pomnozenu sa 2. Dobijamo:

S(n-2)-28(n-1) :8(5] , odnosno:

1Y 1 IR P
(Zj —gS(n 2) 4S(n 1) 4)

Sada od jednacine (3) oduzmimo jednacinu (2) pomnozenu sa 4. Dobijamo:
1 n
S(n-2)-4S(n-1) = —12(5) , odnosno:

1Y _ 1 _ 1 _

Na desnu stranu jednacine (1) primijenimo jednacine (4) i (5), dobijamo:
Sty =3 ——LS(n—2) +L S(n —1)] o Lsm-2)-Lsm -1
12 3 8 4
1 konac¢no sredivanjem gornjeg izraza:
3 1
S(n) —ZS(n -1) +§S(n -2) =0

Dakle dobili smo rekurzivnu relaciju, koja opisuje niz S(n). Da bi niz bio potpuno
definisan moramo zadati i dvije pocetne vrijednosti (rekurzivna relacija je drugog reda):

Y Y . .1
S(O)—3(5j +(Zj =4is)=3+

1.7
4 4

Posmatrajmo linearnu formu reda N:
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L, [S(n)] =C,S(n)+CS(n-1)+C,S(n -2)+..4C,S(n =N)
gdje su Cy, Cy, (3, ....Cy konstante, odnosno ne zavise od 7.

Pod linearnom rekurzivnom relacijom N-tog reda podrazumijevamo relaciju oblika:

C,S(n)+C.S(n—1) +C,S(n =2) +..4C,S(n —=N) =f(n) , odnosno:

Ly[S(m)] = f(n)
gdje je f(n) neka funkcija definisana na skupu prirodnih brojeva.

Linearna rekurzivna relacija kod koje je f(n) =0 za svako n zove se homogena linearna
relacija. Ako ovaj uslov nije ispunjen relaciju nazivamo nehomogenom.

Vidjeli smo da rekurzivna relacija ne definiSe jednozna¢no niz brojeva ve¢ da su za
potpuno definisanje niza neophodni i pocetni uslovi. Dakle postoje razli¢iti nizovi koji
zadovoljavaju datu rekurzivnu relaciju. Pod opStim rjeSenjem rekurzivne relacije
podrazumijevamo skup svih nizova koji su rjeSenje date relacije. Partikularno rjeSenje je
jedan element ovog skupa odnosno, njega dobijamo izdvajanjem jednog niza iz opSteg
rjeSenja koji zadovoljava zadate pocCetne uslove.

Dokaza¢emo nekoliko vaznih stavova koji ¢e nam pomoci u trazenju rjeSenja linearnih
rekurzivnih relacija:

Stav 1. Ako je S,(n) jedno tjeSenje jednatine L,[S(n)]=0 tada je i niz
S,(n) = ALS,(n), gdje je A proizvoljna konstanta, takode rjeSenje navedene jednacine.

Dokaz ovog stava je trivijalan, svodi se na zamjenu izraza za S,(n) u jednacinu i

krac¢enje sa konstantom A4 ako je A razli¢ito od nule, a ako je 4 jednako nuli, tada se relacija
odmah svodi na 0=0 $to je tacno.

Stav 2. Ako su S(n) i S,(n) rjeSenja jednatine L, [S(n)]=0, tada je i
S,(n) = §,(n) +S,(n) takode rjeSenje te jednacine.

Dokaz: Pretpostavke se svode na:
CS (n)+CS(n—-D+..+C,S,(n —N) =f(n) 1
CGS,(m)+CS,(n—-1)+...+C,S,(n =N) =f(n)
pa njihovim sabiranjem dobijamo:
C,(S,(n)+S,(n)) +C,(S,(n—=1) +S,(n -1)) .. 4C, (S,(n =N) +S,(n =N)) =f(n)

odnosno C,S;(n)+C,S;(n—-1)+..+C,S;(n —N) =f(n), dakle S,(n) je stvarno rjeSenje
posmatrane jednacine.
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Stav 3. Ako je S,(n) jedno rjeSenje jednagine L,[S(n)]=f(n) i ako je S,(n) neko
rjeSenje jednagine L,[S(n)]=0, tada je i S,(n)=S,(n)+S,(n) rjeSenje jednadine
Ly[S(m)]=f(n).

Dokaz se svodi, slicno kao u prethodnom primjeru na uvrStavanje rjeSenja u
odgovarajuce jednacine i sabiranje tako dobijenih jednacina.

Posmatrajmo sada linearnu homogenu rekurzivnu relaciju LN[S(n)] =0, 1 potrazimo

rjeSenja ove jednacine u obliku S(n) = A" gdje je A neka, zasad nepoznata, od nule razlicita
konstanta. UvrStavanjem dobijamo:

C A" +CA +. . +C, A" =0
Ovu jedna¢inu mozemo skratiti sa A"~ i dobijamo:
CAY +CAN '+ .+C,_ A +C,, =0

Ova jednacina se naziva Karakteristicna jednacina posmatrane rekurzivne relacije. Da bi
pretpostavljeno S(n) bilo rjeSenje rekurzije, mora konstanta A biti rjeSenje karakteristi¢ne

jednacine. Poznato je da jednaCina N-tog stepena ima N rjeSenja, koja nazivamo
karakteristi¢énim vrijednostima, oznac¢imo ih sa A,,4,,...,4,, pa sada primjenom stavova 1

12 lako mozemo dokazati da je svaki niz oblika:
S(n) = AN + A, +.. . +A4, A7, (6)

gdje su 4,,4,,..., A, proizvoljne konstante rjeSenje polazne jednacine. Moze se dokazati da

su ovim izrazom obuhvacena sva moguca rjeSenja ukoliko se sve karakteristine vrijednosti
medusobno razlikuju, prema tome, pod tim uslovima jednacina (6) predstavlja opste rjesenje
posmatrane rekurzivne relacije.

Iz opsSteg rjesenja, uz zadate pocetne uslove, mozemo dobiti partikularna rjesSenja,
odredivanjem konstanti 4,, 4,,..., 4, tako da pocetni uslovi budu zadovoljeni.

Primjer: Neka je data rekurzivna relacija S(n)—7S(n—1) +12S5(n —=2) =0 sa pocetnim
uslovima S(0)=4 i S(1) =4. Treba pronaci opste rjeSenje date relacije a zatim partikularno
rjeSenje koje zadovoljava postavljene uslove.

Rjesenje: Prvo konstatuyymo da je zadata relacija linearna i homogena a zatim
odredimo karakteristi¢nu jednacinu, analogno prethodno opisanom opstem sluc¢aju. Dobijamo:

A =T71+12=0
Rjesenja ove jednacine su:

_7+4/49-48 71
2

AI/Z - 2

,odnosno A, =41 A,=3
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Sada je opste rjeSenje posmatrane relacije (konstatujmo da je A, # A, ):
S(n)y=4,18"+4,3"

Partikularno rjesenje, odnosno koeficijente 4, i 4, nalazimo iz pocetnih uslova:
S0)=4,+4, =4

S(1)=4H, +3H, =4

Rjesavanjem ovog sistema jednacina dobijamo A4;= 12, A4, = -8, pa je traZeno rjesenje
rekurzivne relacije koje zadovoljava date pocetne uslove niz:

S(n)=123" -8 3"

Primjer: Rijesiti diferencnu jednacinu S(n)—7S(n-2)+6S(n —-3) =0, uz pocetne
uslove: §(0) =8, S(1)=61 S(2)=22.

RjeSenje: Posmatrana diferencna jednacina je linearna, homogena, treeg reda. Njena
karakteristi¢na jednacina je:

A =7A+6=0
a karakteristi¢ne vrijednostisu: A, =1, A, =2 1 A, =-3.

S obzirom da su ove vrijednosti medusobno razlicite, opSte rjeSenje polazne jednacine
je:

S(n)=A4,0"+4, 2" +A4,(3)" =4, +4, " +4,( 3)"

Iskoristimo sada pocetne uslove za odredivanje konstanti 4,, 4, 1 4;:

Iz S§(0) =8 dobijamo 4, + 4, + 4, =8

Iz S(1) =6 dobijamo A4, +24, -34, =6

Iz §(2) =22 dobijamo A4, +44, +94, =22

RjeSavanjem ovoga sistema jednacina dobi¢emo: 4, =5, 4, =21 4, =1.
Znaci trazeno rjeSenje polazne jednacine je niz:

S(n)=5+20" +(3)"

Rjesavanje nehomogenih rekurzivnih relacija
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Na osnovu dokazanog stava 3 zakljucujemo da se nehomogene linearne jednacine
LN[S(n)] = f(n) mogu rjesavati tako §to pronademo opste rjeSenje odgovaraju¢e homogene
jednacine LN[S(n)], i jedno partikularno rjeSenje nehomogene jednacine. Dokazuje se da je
opste rjeSenje nehomogene jednacine jednako sumi opsteg rjeSenja odgovaraju¢e homogene
jednaline S, (n) 1 partikularnog rjeSenja nehomogene jednacine S,(n):

S(n) =S8, (n) +S,(n)

Opste rjesenje odgovaraju¢e homogene jednaCine se trazi prethodno opisanim
postupkom, a za dobijanje partikularnog rjeSenja nehomogene jednacine koristiCemo se
slede¢im stavovima koje ¢emo navesti bez dokaza:

1. Ako je f(n)=c, tada, ukoliko nijedna karakteristicna vrijednost nije jednaka jedinici,
postoji rjeSenje nehomogene relacije u obliku S,(n) =a

2. Ako je f(n)=c,+cn tada, ukoliko nijedna karakteristicna vrijednost nije jednaka
jedinici, postoji rjeSenje nehomogene relacije u obliku S,(n) =a +b 4

3. Ako je f(n)=c,lc)" tada, ukoliko nijedna karakteristicna vrijednost nije jednaka c,,

postoji rjeSenje nehomogene relacije u obliku S,(n) =a llc,)"

U navedenim stavovima c,, 1 ¢, su brojevi odredeni desnom stranom zadate jednacine,

dok si a i b nepoznate konstante koje odredujemo zamjenom pretpostavljenog rjeSenja u
zadatu nehomogenu jednacinu. Ova tri stava nam pomazu da u odredenim slucajevima
pronademo partikularno rjesenje nehomogene jednacine. Svi oni se mogu izvesti iz ovog,
opstijeg, stava:

M
Neka je f(n) = ZPNk (n)lc, )" gdje su P (n) polinomi stepena N, po promjenjvoj
k=1

n, i ¢, proizvoljne vrijednosti pri ¢emu ne postoje i i k takvi da je ¢, = A,, gdje je sa A,

oznacena i-ta karakteristicna vrijednost odgovaraju¢e nehomogene jednacine. Tada postoji
M

partikularno rjeSenje nehomogene jednacine oblika: S,(n) = z Oy, (n)We)" gdje su Oy (n)
k=1

polinomi stepena N, po promjenjvoj n, €iji su koeficijenti nepoznati, a odredujemo ih

zamjenom partikularnog rjeSenja u nehomogenu jednacinu, i zahtijevaju¢i da se jednacina

svede na identitet.

Primjer: Rijesiti diferencnu jednacinu  S(n)—-7S8(n-2) +10S(n —3) =6 +8 W, uz
pocetne uslove: S(0)=11 S(1)=2.

RjeSenje: Najprije rjeSavamo odgovaraju¢u homogenu jednacinu:

S(n)=7S(n -2) +10S(n -3) =0.
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Njena karakteristi¢na jednadina je: A*—7A +10=0 a njena rjeSenja su: A, =5 i
A, =2. Opste rjesenje odgovarajuc¢e homogene jednacine bice:

S, (n)= A4 3" +4, 2"

Na osnovu prethodno iznesenih tvrdenja posebno (partikularno) rjesenje trazimo u
obliku:

S,(n)=a+bla
Uvrstavanjem u polaznu jednac¢inu dobijaju se koeficijenti a 1 b:
a+blh—T7(a +b(n 1)) +10(a +b(n -2)) =6 +8 Wl

(4a —13b) +(4b)n =6 +8n

Da bi gornji izraz bio tac¢an za svako n mora biti 4a —13b =6 1 4b =8, odakle dobijamo
b=2 1 a=8.Dakle niz:

Sp(n)=8+2n
je rjeSenje polazne nehomogene jednacine.

Sada opste rjeSenje polazne, nehomogene, jednacine dobijamo kao sumu S, (n) 1
S,(n), odnosno:

S(n)=4,3"+4,12" +8 +2n

Sada ¢emo iskoristiti pocetne uslove da bismo odredili konstante A4, 1 4,:
S(0)=1 povlaci 4, + 4, +8 =1

S(1) =2 povlaci 54, +2 A4, +8+2 =2

RjeSavanjem ovog sistema jednacina dobija se: 4, =2 1 4, = -9 pa je traZzeno rjeSenje
rekurzivne relacije niz:

S(n)=203"-90" +8 +2n
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