Matematika u racunarstvu Materijal za Il kolokvijum

NUMERICKE METODE

U okviru ovog poglavlja izu¢ava¢emo odredene numericke metode za rjeSavanje nekih
konkretnih problema, kao Sto su raCunanje integrala i izvoda, interpolacija, aproksimacija i
trazenje nula funkcija.

Numericka integracija

Numeri¢ka integracija koristi se za odredivanje priblizne vrijednosti odredenog
integrala zadate funkcije. Veliki broj integrala nema analiticko rjeSenje, pa ukoliko nam je
potrebna njihova vrijednost, moramo je traziti nekom numeri¢kom metodom. Cesto se javlja i
situacija kada nam nije poznat analiticki oblik funkcije koju treba integraliti, ve¢ su nam
zadate njene vrijednosti u kona¢no mnogo tafaka posmatranog intervala integracije.
Analiziratemo numerocke metode odredivanja odredenog integrala sa kona¢nim realnim
granicama (a,b) 1 podintegralnom funkcijom f{x) koja je realna funkcija jedne promjenljive.

Odredeni integral, za slu¢aj funkcije koja uzima samo pozitivne vrijednosti, mozemo
tumaciti kao povrSinu ogranicenu sa x-osom, vertikalnim pravim linijama za x=a i x=b 1 sa
gornje strane funkcijom f{x). Pri traZzenju integrala funkcije f{x) u granicama od a do b:

I f (x)dx

a

uzimaju se vrijednosti funkcije u N+1 tacaka: a=x, <x, <x, <..<x,_ <x, =b
rasporedenih izmedu taaka a i b. Vrijednosti funkcije u ovim tackama obiljezicemo sa
VosViseesVy» Pri Cemu je y, = f(x;). Ovako definisan skup tacaka nazivamo podjelom
intervala (a,b). Rastojanje izmedu tacke x, 1 tacke x,,, obiljezavacemo sa Ax, =x

X
i i+l i

Ukoliko su sve susjedne tacke na istom rastojanju, odnosno ako Ax; ne zavisi od indeksa i
tada podjelu nazivamo ravnomjernom i1 umjesto Ax, piSemo samo Ax. Svi podaci vezani za

podjelu intervala i vrijednosti funkcije u tatkama podjele najlakse se prikazuju tabelarno:

X X0 X1 XN

f(x) Yo Y1 YN

Integral funkcije u granicama od a do b mozZe se zapisati kao suma integrala po svim
intervalima podjele intervala (a,b):

[ £(x)ax = Nzlj £ (x)dx

Pravougaono prvavilo

Najjednostavnije metode numericke integracije su metoda lijevih pravougaonika i
metoda desnih pravougaonika. Cesto se nazivaju i donje i gornje pravougaono pravilo. One se
jo$ nazivaju 1 primitivne kvadratne formule. Ako je data podjela intervala (a,b) na N
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podintervala, priblizna vrijednost odredenog integrala funkcije f{x) u navedenim granicama
racunata donjim pravougaonim pravilom, odnosno metodom lijevih pravougaonika je:

N-l
1= zyiAxi = yolxy +yAx, +otyy Dy

i=0
Ako je podjela ravnomjerna tada se navedena formula svodi na:

N-1

1 :szyi =Ax [y, +y, +..4yy)

i=0

Odredeni integral se racuna metodom gornjeg pravougaonog pravila (desni
pravougaonici) kao:

N
I = ZyiAxi—l =0, + 3,0, Ay Axy

i=1
Pri ¢emu za ravnomjernu podjelu imamo:

N

I=0x) y, =Ax @y, +y, +..4yy)

i=1

Ova dva metoda moZemo predstaviti graficki (pretpostavljena je uniformna podjela intervala
(a,b). Integral (povrsina ispod krive) se aproksimira sumom povrSina pravougaonika, kao na
slici, pri ¢emu se za visinu i-tog pravougaonika uzima vrijednosti funkcije u lijevoj tacki
intervala kod donjeg pravougaonog pravila, odnosno vrijednost funkcije u desnoj tacki
intervala (gornje pravougaono pravilo). Drugim rije¢ima kod primjene metoda pravougaonika
(lijevih ili desnih) vrijednost funkcije na podintervalima se aproksimira konstantom.

A N — A
f(X) PN- f(X) YN
PYN-1
V3
Y2
Yo 4 )’2/ &
i
Vo
/| X / X
> >
a=xop X1 X2 X3 XNl XN=b a=xop X1 X2 X3 XNl XN=b
<> <>
Ax Ax
a) Donje pravougaono pravilo b) Gornje pravougaono pravilo

Graficka predstava raCunanja integrala pravougaonim pravilom

Metod pravougaonog pravila kaze da za vrijednost integrala uzimamo aritmeticku
sredinu ove dvije vrijednosti, odnosno:
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_I1+1

Iy==

Dok za slu¢aj monotone funkcije (funkcija koja ili stalno raste ili stalno opada) vrijedi
da je greska ucinjena primjenom parvougaonog pravila integracije:
7-1]
2

e<

Povecavanjem broja tataka podjele N poveceva se i tacnost rezultata (uzimaju se uzi
pravougaonici). Da bismo odredili vrijednost integrala sa zadovoljavaju¢om ta¢noscu Cesto se
primjenjuje i slede¢i metod: SraCunamo integral za jednu podjelu, sa N tacaka, a zatim
ponovimo isti postupak za dvostruko guséu podjelu (2N tacaka). Ukoliko se dobijene
vrijednosti ne razlikuju mnogo (zavisno od Zeljene tacnosti rezultata) zaklju¢ujemo da smo
odredili vrijednost integrala. Ako je razlika previSe velika, pove¢avamo dalje broj tacaka
podjele na 4N 1 ponavljamo postupak, sve dok ne ostvarimo zeljenu tacnost.

Primjer: Data je funkcija f(x) =

T Odrediti ta¢nu vrijednost integrala (analiticki)
+Xx

ove funkcije u granicama od 0 do 1 a zatim naci pribliznu vrijednost integrala pomocu:
metoda lijevih pravougaonika, metoda desnih pravougaonika i pravougaonim pravilom. Uzeti
dvije podjeleitosa N =51 N =10. Procijeniti u€injenu gresku u oba slucaja 1 uporediti je sa
tatnom vrijednoSc¢u integrala.

RjeSenje: Tacan vrijednost integrala ove funkcije je (dobijamo je koristeé¢i se
literaturom i tablicama integrala):

1

I:j.f(x)dXIJ.

0

lxz dx = arctg(x)|, =arctg(1) —arctg(0) =-- =0.7854

1+

&y

Interval (0,1) dijelimo na 5 odnosno 10 podintervala jednake duzine, tako da je u prvom
slu¢aju Ax =0.2 au drugom Ax =0.1. SraCunajmo vrijednosti funkcije u tackama podjele. Sa
k ¢emo oznaciti indeks tacke u podjeli.

k 0 1 2 3 4 5
X 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
fx) 1 0.962 | 0.862 | 0.735 | 0.610 | 0.5

Metod lijevih pravougaonika:
L=D0x(yy +y, +y, +y; +y,)
1=02(1+0962 +0.862 +0.735 +0.610) =0.8338
Metod desnih pravougaonika:
I=Dx(y, +y, +y; +y, +¥5)

1=02(0.962 +0.862 +0.735 +0.610 +0.5) =0.7338
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Paravougaono pravilo:

_I+1 _0.7338+08338

+
I, =0.7838
2

o< |1 -1] _10.7338-0.8338|
<= 5

=0.05

Vidimo da se vrijednost dobijena parvougaonim pravilom razlikuje od tacne vrijednosti
za: I,—1=0.7838 —0.7854 = -0.0016, pa je gornja procjena greske ispravna.

Posmatrajmo sada gus¢u podjelu:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

fix) 1 0.990 | 0.962 | 0.917 | 0.862 | 0.800 | 0.735 | 0.671 | 0.610 | 0.552 | 0.5

Dobijamo:

1=01(1+0990 +0.962 +0.917 +0.862 +0.8 +0.735 +0.671 +0.610 +0.552) =0.810

I= 0.1(0.990 +0.962 +0.917 +0.862 +0.8 +0.735 +0.671 +0.610 +0.552 +0.5) =0.785

_ I+
2

0.760 - 0.810)

I, =(0.810+0.760)/2 =0.785, e< =0.025

Procjena greske je dobra i u ovom slucaju jer je 1, —1 = —-0.0004

Racunanje integrala smo obavili za dvije podjele, pa mozemo uporediti dobijene
vrijednosti: /, =0.7838 1 1, =0.7850, zakljuciti da su one bliske, i da je integral sracunat sa
tatnos¢u od najmanje dvije tatne decimale.

Trapezno pravilo

U sluc¢aju primjene trapeznog pravila priblizna vrijednost posmatranog integrala nalazi
se u obliku sume povrSina odgovarajucih trapeza, kao na donjoj slici. Uzmimo da je data
ravnomjerna podjela intervala integracije na N podintervala. Za svaki podinterval (x,,x,,,) se
integral funkcije na tom podintervalu aproksimira sa povrSinom pravouglog trapeza Ciji je
donji krak (odnosno visina) jednak Ax, lijeva osnovica ima duzinu y, a desna y,,,. PovrSina

ovakovog trapeza je:

o+ .
PI:Axyl y1+1
2

a integral dobijamo sabirajuci sve ove elementarne povrsine. Dakle:

I :Ax(y0+Y1 +Y1+Y2 +m+yzv—1+yzv)
! 2 2 2
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- Y y
Iy —Ax(70+y1 TVt Yy +7Nj

Ovo je tzv. slozena kvadratna formula, jer se povrSina trapeza konstruisanog na

intervalu Ax rauna kao polovina sume povrSina lijevog 1 desnog pravougaonika
konstruisanog na istom intervalu.

* n

IN-LA1
e
V3
V2
e Y1
X
>
a=xp X1 X2 X3 XN XN=b
<+»>
Ax

Trapezno pravilo
Povrsina i-tog trapeza moze se izracunati kao:

E((a+im>c)+f(a+(i+1) M)

P=h
2

Priblizna vrijednost ovako izraCunatog integrala imala bi sledec¢i oblik:

J‘ dXDZ(yI ym]mx Ax[é&"'yl ty,htyyg J;]:]N

Primjer: Data je funkcija f(x) =¢™ . Nadi pribliznu vrijednost odredenog integrala
ove funkcije u granicama (0,1) pomoc¢u Trapeznog pravila. Uzeti da je N=10 (Ax=0.1).

RjesSenje: Prvi korak je da odredimo podjelu i vrijednosti funkcije u tackama podjele:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

f(x) 1 0.990 | 0.961 | 0.914 | 0.852 | 0.779 | 0.698 | 0.613 | 0.527 | 0.444 | 0.368

Sada ra¢unamo:

I, —Ol(%+099 +0.961 +0914 +0.852 +0.779 +0.698 +0.613 +0.527 40.445 +O32ﬁ] 0.7463

Kao metod provjere ove vrijednosti, posmatrajmo S$ta ¢e se desiti ako uzmemo
dvostruko manje tacaka podjele. Tada je:
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17 :2Ax(%+y2 Ty, g +yzij =0.7444

Dakle priblizna vrijednost integrala se ne mijenja puno sa povecavanjem broja tacaka
podjele (za I,, 5 taCaka, a /, 10 tacaka) pa mozemo zakljuciti da je vrijednost /, tacna na
najmanje dvije decimale.

Primjer: Sirina rijeke je 20 m; rezultati mjerenja dubine na prelazu sa korakom od 2 m
dati su u tabeli, pri ¢emu je x udaljenost od obale, a y odgovaraju¢a dubina izraZeni u
metrima. Treba odrediti povrsSinu presjeka rijeke.

X 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
y 02 ] 05 | 09 | 11 1.3 1.7 | 21 1.5 1.1 | 0.6 | 0.2

RjeSenje: Primijenimo trapezno pravilo za raCunanje povrSine, odnosno odredenog
integrala funkcije y(x) u granicama od 0 do 20. Iz tabele vidimo da je podjela intervala
ravnomjerna sa Ax =2, pa dobijamo:

§=2 [é% +05+09 +1.1 +1.3 +1.7 +2.1 +15 +1.1 0.6 +02—2) =22m’

Simpsonovo pravilo

Kod pravougaonog pravila, funkcija je aproksimirana konstantom na jednom
podintervalu podjele, kod trapeznog, aproksimacija je vrSena linearnom funkcijom, a
Simpsonovo pravilo podrazumijeva interpolaciju polinomom drugog stepena. Neka je na
intervalu (a,b) data ravnomjerna podjela na N podintervala gdje je N paran broj. Posmatrajmo
tri uzastopne tacke podjele: x,, x,,, 1 x,,, odnosno dva uzastopna podintervala. U ovim
taCkama funkcija ima vrijednosti y,, y,, 1 y.,,. Pronadimo sada kvadratnu funkciju koja
prolazi kroz ove tri tacke funkcije. Kao $to ¢e biti pokazano u jednom od narednih poglavlja
takva funkcija dobija se kao:

(x X )(x B xi+2) (x X )(x B xi+2) (x B xi)(x B xi+1)
+ . + .
(X, = X)X —X,,) i (X =X (X —X,5) " Xy =X )Xy =X)

g(x)=y,

Iskoristimo cinjenicu da je podjela ravnomjerna, odnosno da je x, —x,, =-Ax,
Xy X, = —Dx 1 x; —x,,, = 20Ax. Dobijamo:

g(x)= (yi(x2 =x(X;4y T X)) tX LX) T

1
20x°
_2yi+1(x2 _x(xi +xi+2) +xixi+2) +yi+2 (xz —x(xi +xi+1) +xixi +1))

Integracijom ove funkcije u granicama od x; do x,,, dobijamo da je:

Xi+2 Ax
Jetade === 44y +3.)
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>
Xi  Xi+l Xi+2 X

Simpsonovo pravilo za numericku integraciju

Na slici je prikazan opisani postupak. Integral funkcije na posmatranim intervalima
aproksimiramo sa osjencenom povrsinom ispod krive g(x).

Integral u granicama od a do b funkcije f{x) mozemo dobiti sabiraju¢i N /2 integrala
ovog oblika (za svaki par intervala po jedan integral), i dobijamo aproksimaciju integrala po
Simpsonovom pravilu:

NAx
I =?(y1 t4y, ty, +y; Hy, tys oty tyy o WMy )

odnosno:

Ax
Lo == (n +4y; #2y, 44y, ¥2y5 % Byy, Hyya tyy)

Primjer: Prethodno pomenuti zadatak racunanja povrSine presjeka rijeke rijeSiti
primjenom Simpsonovog pravila

RjeSenje: Prvo konstatuyjmo da je broj podintervala paran, pa moZzemo primijeniti
Simpsonovo pravilo:

S=%E(]O.2 +4[05+209 +4 M1 +2 M3 +4 [7 +2 01 #4 [5 +2 [ #4 W6 0.2) 219m°

Numericko diferenciranje (metod konacnih razlika)

Posmatrajmo geometrijsku interpretaciju prvog izvoda i diferencijala funkcije:

Na slici je nacrtana funkcija f{x), njena tangenta u tacki x, i posmatrana je tacka x + Ax .
Veli¢inu Ax nazivamo prirastajem argumenta, veli¢inu Ay priraStajem funkcije. Prvi izvod

funkcije u tacki x jednak je tangensu ugla o .
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Y A
y=A(x)
B
g A
A a 1dv Y
C
Ax >
X x+Ax
X

Vidi se da je u opStem slucaju dy # Ay. PriraStaj funkcije Ay jednak je duzini BC, i
nazivamo ga kona¢nom razlikom prvog reda funkcije f{x) u tacki x:

By =Bf (x) = f(x +Lx) = f(x)

Na osnovu konacne razlike prvog reda mozemo aproksimirati izvod funkcije u tacki x.
Imamo da je:

f'(x)=tg(a) =j—lg =%, odnosno dy = f'(x)Ax

Dakle, diferencijal funkcije jednak je prirastaju ordinate tangente funkcije u tacki x.
Medutim, za veoma malo Ax prirastaj funkcije, Ay, i diferencijal funkcije, dy, su bliske
veli¢ine. U tom slu¢aju vazi priblizna jednakost:

&y _ f(x+) - f(x)
DAx Ax

f'x) =

DefiniSu se i konac¢ne razlike viSeg reda. Na primjer konacna razlika drugog reda ima
sledeci oblik:

Ny =N f(x) = ADf(x) =A>f (x +Ax) = (x)) =
=(/(x +Ax +Ax) =/ (x +Av)) =(f(x +Ax) =f(x)) =
= f(x +28x) =21 (x +4x) +f(x)

Moze se dokazati da se za veoma malo Ax vazi priblizna vrijednost drugog izvoda
funkcije f(x) u tacki x moZze aproksimirati sa:

Ny _ f(x+200) =2 f(x +Ax) + £ (x)
Ax’ Ax’

f'x) =

U opsStem slucaju, izvod n-tog reda funkcije f{x) u tacki x aproksimira se konacnim
razlikama n-tog reda A"y kao:

Aﬂy
™ () =
S(x) o
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pri ¢emu konaénu razliku n tog reda dobijamo kao: A"y = A(A''y).

Primjer Data je funkcija f(x)=x> +2x +2. Odrediti njen prvi i drugi izvod u tagki x=0
primjenom konacnih razlika uz Ax=01.

f,(x):ng(ﬁm)-f(x) f(0+01)= £(0) _ (017 +2[0.1+2) =(0* +2 [0 +2)

= =21
Nx Ax 0.1 0.1
5 Nf f(x+20x) =2 OF (x +Ax) +f(x) _ f(0+02) -2 (0 +0.1) +£(0)
1= = Ax? - 001 =2

Interpolacija funkcija (Lagranzeov interpolacioni polinom)

Ukoliko ne poznajemo analiticki izraz neke funkcije, ve¢ imamo samo podatke o njenim
vrijednostima u nekim tackama, postavlja se problem dobijanja vrijednosti funkcije i za one
vrijednosti argumenta koje nijesu date u tabeli. Isti problem se moze formulisati i ukoliko je
funkcija data preko veoma slozene formule nepodobne za izraCunavanje vrijednosti.

y A IN
y, YW
Vi
Yo
>
X0 X1 X2 XN x
Interpolacija funkcija

Da bi se odredila vrijednost funkcije f{x) koja je zadata preko tafaka (x,,y,)
i=0,1,...,N trazi se neka funkcija g(x) koja je jednostavna za izraCunavanje i1 Cija je
vrijednost u tacki x; ista kao 1 vrijednost funkcije f(x). Tacke (x,,y;) nazivamo ¢vorovima

interpolacije. Kada je g(x) polinom, interpolacija se naziva polinomna. Obradi¢emo jedan od
metoda interpolacije funkcije polinomom.

Lagranzov interpolacioni polinom formira se za proizvoljan raspored c¢vorova
interpolacije. Neka su tacke x,, i =0,1,..., N medusobno razliite 1 neka su y, vrijednosti

funkcije f(x) u tim tackama. Tada se Lagranzov interpolacioni polinom N-tog reda moze
napisati u obliku:

ul Nox—x
Py(x)= yiﬂ :
N() ; =0 X; T X

k#i

Dokazimo da je za tatku x =x, vrijednost polinoma P, (x,)=y,,za m=0,1,...,N
odnosno da posmatrani polinom prolazi kroz svaki ¢vor interpolacije.
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N
: : X, =X o : .
Posmatrajmo proizvod m_—k  Ukoliko je m#i tada u posmatranom proizvodu
k=0 X; T Xy
k#i

) koji je jednak nuli, pa je tada i Citav proizvod jednak nuli. Ako je

postoji ¢inilac (x, —x

m
X T Xy
X, — X,

1

m =1 tada se svaki ¢lan proizvoda svodi na: , odnosno jednak je jedinici, pa je i Citav

proizvod jednak jedinici. Dakle u izrazu za LagranZeov polinom sve vrijednosti y, se mnoze
sa nulom osim vrijednosti y, koja se mnoZi jedinicom. Prema tome je P(x,)=y, , §toje1
trebalo dokazati.

Primjer: Za funkciju datu sledeCom tabelom odrediti Lagranzeov interpolacioni
polinom:

i 0 1 2
X 0 0.5
Vi 0.8 0.5
Rjesenje:
Pz(x) -1 éx - O.5)(x -1) (x - 0)(x -1) 5 (x - 0)(x -0.5) 02+ —03x 41

(0-05)(0-1) r08 Qo.s -0)(05-1) 0 (1-0)(1-05)

Linearna aproksimacija

Pod aproksimacijom funkcije f{x) podrazumijevac¢emo funkciju g(x), koja ima osobinu
da njene vrijednosti ne odstupaju “mnogo” od vrijednosti funkcije f u svim tackama x.
Aproksimacija je bolja Sto je ostupanje manje. Ukoliko je funkcija g(x) linearna funkcija
odnosno g(x) =a X +b, gdje su a 1 b konstante, tada aproksimaciju nazivamo linearnom.

Posmatra¢emo samo slu¢ajeve kada je funkcija f{x) data preko svojih vrijednosti y, za
N tacaka x,, i =1,2,..., N, 11izvesti formulu kako da takvu funkciju na najbolji moguci nacin
aproksimiramo linearnom funkcijom, g(x) =a [& +b odnosno pravom linijom na grafiku.

A

y y=ax+b

O
(xN,J’N)

(r1.91) (3,53)
O

O
/ ()C 2 ,yz)

< Y

Linearna aproksimacija
Koeficijenti a 1 b dobijaju se na slede¢i nacin:

Oznacimo sa &, gresku koja je nacinjena aproksimacijom vrijednosti funkcije y, u tacki
x, sa vrijedno$¢u g(x,)=al¥, +b, za i=12,...,N, to jest stavimo & =y, —al¥, —b.

1
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Ukupnu gresku aproksimacije oznadimo sa & i sratunajmo je kao sumu kvadrata svih
greSaka.

N N
£=)¢&=)(y-al -by

i=1 i=1

Vrijednosti greske kvadriramo da bismo se oslobodili njihovog znaka, jer nama je od interesa
da smanjimo veli¢inu greske, bila ona pozitivna ili negativna. Potrazimo vrijednosti a 1 b tako
da ukupna greska bude minimalna.

Poznato je da se ekstremne vrijednosti funkcije dvije promjenjive (veli¢ina & zavisi od
a 1 od b) pronalaze rjeSavanjem sistema jednacina:

2
EEE_.: O , foi.: 0
Oda 0b
odnosno:

N N
_2Z(yi —aly; —b)x; =0, _Z(yi —aly; -b) =0
i=1

i=1

Sto mozemo napisati kao:

N N N
2 —
azxi +b2xf = iny,»
i=1 i=1 i=l

N N
aZx, +bDV=Zyi
i=1 i=1

Ovaj sistem 1ma jedinstveno rjesenje i ono je sigurno minimum ukupne greske. Naime,
greSka je uvijek pozitivna, neprekidna funkcija, a od bilo koje aproksimacije mozemo naci jo$
goru, prema tome, ona nema maksimuma. Stoga je jedina njena ekstremna vrijednost
minimum 1 vrijednosti @ i b za koje se taj minimum dostize dobijaju se rjeSavanjem
navedenog sistema.

Ovaj sistem moZe se napisati kao:

Aa+Bb=C
Aa+Bb=C,
gdje je:

-2 2 2
A=x+x,"+..+x,
B=x +x,+..+x,
C=xp + X, +txyyy

A4 =x +tx,+..+x, =B
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B =N

C=y +ty,+. .+y,

Primjer Funkciju f{x) ¢ije su vrijednosti date u tabeli aproksimirati linearnom
funkcijom.

X 1 0 1
fx) | -1 0 3 6

Rjesenje: Odredimo prvo koeficijente sistema jednacina:

A=

5
X = (1) 407 +12 422 437 =15

i=1

5
D x=-1+0+1+2 +3 =5

i=1

B

5
C=>xy=(-1)[(~1) +0 @ +1 B +2 @ +3 T =37

G

5
D y=-1+0+3 +6 +7 =15
i=1

Formirajmo sada sistem jednacina i rijeSimo ga:

Aa+Bb=C 15a +5b =37
Aa+Bb=C Sa+5b =15
a=22

b=08

Sada kona¢no imamo da je funkcija:

y=ax+b
y=22x+08

najbolja linearna aproksimacija zadate funkcije.

Odredivanje nula funkcije

Rjesavanje jednacina tipa f(x)=0 gdje je f(x) proizvoljan funkcija svodi se na
odredivanje one vrijednosti promjenjive x za koju funkcija f uzima vrijednost 0. U velikom
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broju slucajeva, to nije moguce uraditi analiticki, pa moramo koristiti priblizne, numericke
metode. Jedan od metoda za odredivanje nula funkcije f(x) je uraditi metod polovljenja
intervala. Navedimo bez dokaza stav:

Ako je funkcija f{x) neprekidna na intervalu (a,b), i ako vazi f{a)[{b)<0, onda f{x) ima
bar jednu nulu u (a,b).

Pretpostavimo da je f{a)<0, f(b)>0, 1 zatim odredimo tacku c=(a+b)/2. Ako je f(c)<O0,
zamijenimo a = c, a ako je f(c)>0, zamijenimo b = c¢. Na taj nacin, polaze¢i od intervala (a,b) u
kojem funkcija ima nulu, dolazimo do drugog, upola kraceg, intervala (a,c) ili (b,c) u kojem
funkcija, prema navedenom stavu, ima nulu. Postupak se ponavlja dok ne dobjemo Zeljenu
tacnost, tj. |a —b| <¢g.

y A _
y=Ax)
Q)
flo)
a
- >
%(oﬂrb)& A .
/ o

Odredivanje nule funkcije metodom polovljenja intervala

Primjer: Metodom polovljenja naéi rjeSenje jednatine x*+5x-3 koje se nalazi na
intervalu (0, 1) sa greSkom manjom od 0.01.

Rjesenje: Odredimo prvo polazne veli¢ine:
a=0, Aa)y=A0)=-3 b=1, Ab)yA1)=3

Sada pocinjemo sa postupkom polovljenja intervala:

Polovina intervala Vrijednost f(c) Nove vrijednosti a 1 b

c=(a+b)/2=0.5 fc)=-0.4375<0pajea=c  a=0.5,b=1 la-b] >0.01
¢=(0.5+1)/2=0.75 fc)=1.0664>0 pa je b=c a=0.5,b=0.75 la-b| >0.01
¢=(0.5+0.75)/2=0.625 c)=0.2776>0 pa je b=c a=0.5,b=0.625 la-b| >0.01

¢=(0.5+0.625)/2=0.5625 flc)=-0.0874<0 paje a=c  a=0.5625,b=0.625 |a-b|>0.01

¢=(0.5625+0.625)/2=0.5938  f(c)=0.0933>0 pa je b=c a=0.5625,6=0.5938 |a-b|>0.01

¢=(0.5625+0.5938)/2=0.5781 f(c)=0.0022>0 pa je b=c a=0.5625,6=0.5781 |a-b| <0.01
Zakljucujemo da je x=0.5781 rjesenje ove jednacine sa greSkom manjom od 0.01. Upola

manju greSku mozemo dobiti ukoliko za nulu funkcije proglasimo sredinu poslednjeg
odredenog intervala: x=0.5703.
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