101

4. DINAMIKA ROBOTA

Dinamika robota je od svih teorijskih aspekata robotike poslednja nasla prak-

Krenimo od ¢injenice da se uspesno projektovanje i upravljenje nekog sis-
ma ne moze izvesti bez njegovog dobrog poznavanja. Ovo je, svakako ta¢no, ali

, .g sistema moze, a ne mora ukljuélvatl poznavanje matematlckog modela njegove
dinamike (tzv. dinamickog modela). U ranijim fazama razvoja robotike projek-
tovanje robota nue uliuClvalo taCan proracun dinamike, a upravl_)anje nue vodilo

z azvijene teorije robotike. Naime, dugo vremena praksa proizvodnje i primene
tobota razvijala se nezavisno od teorije koja je bila ¢esto isuvise akademski orijenti-
a. Ovakvo stanje ipak nije spre¢ilo neke proizvodaée da naprave veoma uspesne
robotske uredaje.
- U danasnje vreme, medutim, zahtevi za slozenim i vrlo brzim robotskim sis-
temima diktirali su povezivanje teorije i prakse. Sa stanovista primene dinamike
robota klju¢nu ulogu je odigrao razvoj efikasnih metoda za prora¢un dinamike uz
pomo¢ racunara. Uz niz kasnije razradenih metoda, dinami¢ki model i na njemu
zasnovani proratuni i simulacija, postao je nezaobilazni deo svakog uspesnog pro-
Jektovanja robota.
Druga mogucnost za primenu dinami¢kog modela je dinamicko upravljanje.
Ta mogucnost se danas jos uvek malo koristi, medutim, metode za sratunavanje
mike u realnom vremenu, koje ve¢ postoje, znatno nas priblizavaju ovom cilju.
Ova glava razmatra prvo osnovni pristup opisivanju dinamike robota i for-
miranju dinamickog modela. Detaljno izvodenje jedne od metoda za formiranje
: odela dato je u prilogu P3, a ovde se razmatra forma i koriscenje dobijenog rezul-
ta. Ovo je uradeno zato da bi se ova glava rasteretila od dugackih matematickih
odenja koja zahtevaju i obimno znanje mehanike.

Dalje u ovoj glavi se razmatra resavanje direktnog i inverznog problema di-
namike, a zatim i primena racunara u proracunu dinamike robota. Na kraju ¢emo
: 1ﬂ(azat1 i na neke specijelne probleme: dinamika robota sa elasti¢nim deformacijma
U sistemu za prenos pogona i dinamika u fazi funkcionalno zatvorenog lanca.
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4.1. DINAMICKI MODEL ROBOTA
Pod dinami¢kim modelom robota podrazumevacemo sistem diferencijalnih
jednacina koje opisuju dinamiku robota. Izvodenje modela zahteva dosta znanja
iz mehanike, pogotovo mehanike krutog tela, koje ve¢i broj ¢italaca mozda nema.
Zato cemo ovde izloziti glavne ideje i formule i interpretirati krajnji razultat, a
detaljno izvodenje modela dati u prilogu P3.
Posmatrajmo manipulacioni

Sh robot kao otvoreni kinematicki la-
e aig nac bez grananja (sl. 4.1). Ozna¢imo
zglobove redom sa Sy, S,,...,S5,, a

segmente sa 1,2,...n. Pretposta-
vimo, zatim, da su zglobovi takvi
da omogucavaju jednu relativnu ro-
taciju ili jednu relativnu transla-
ciju. Kako svaki zglob ima po je-
dan stepen slobode to ¢e mehani-
zam ukupno imati n stepeni slo-
bode. Dinamiku takvog mehanickog
Sl. 4.1. Robot kao otvoreni kinematicki lanac sistema mozemo opisati sa najmanje
n skalarnih diferencijalnih jednacina
drugog reda. Taj sistem jednacina
zvacemo dinamicki model.

U glavi 2. posvecenoj kinematici uvedene su tzv. generalisane koordinate
q1,---,9» kao najmanji skup parametara koji jednozna¢no definidu polozaj robota.
Za generalisane koordinate izabrana su pomeranja u zglobovima pa smo ih zvali i
unutrasnje koordinate. Vektor unutrasnjih (generalisanih) koordinata je definisan
kao
7=[0,0...¢.]"

Dinamiku mehanizama robota mozemo sada opisati na vise nagina: pri-.
menom opstih teorema dinamike sistema (teorema o kolicini kretanja i teoremat
o kinetickom momentu), primenom Lagranzevih jednacina, primenom Apelovihi
Jednagina ili Gausovog principa. Model koji se dobija svakako je isti bez obzira nai
pristup koji se koristi jer su svi ovi pristupi u sustini ekvivalentni. Medutim, sa-
stanovista metodologije sastavljanja modela razlike su bitne. Ovde ¢emo koristiti:
opste teoreme dinamike jer takav pristup zahteva najmanje znanja iz mehanike.

Da bismo formirali dinamicki model celog sistema tj. celog lan¢anog meha-
nizma krenuéemo od posmatranja jednog njegovog segmenta. Neka to bude segment
”j”. Ako hoéemo da posmatramo segment izdvojen, napravicemo zamisljene pre-
kide lanca u zglobovima S; i S;;, (sl. 4.2). Naslici 4.2a prikazan je prekid u zglobu
S;. Medusobno dejstvo segmenata pokazuje se u obliku parova sila i momenata,
dakle u obliku akcija i reakcija.
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Ako pod akcijom podrazumevamo dejstvo narednog segmenta (j) na pret-
hodni (] - 1) onda pod reakcijom podrazumeva.mo dertvo prethodnog na naredni.

Tako, FSJ 1 MSJ bi predstavljali reakcije, a —Fs, i —MSJ akcije. Sila FsJ 1 mome-
nat Ms] nekada se nazivaju ukupnom silom i momentom u zglobu jer predstavljaju
ukupno dejstvo koje se kroz zglob prenosi sa prethodnog segmenta na naredni.

Sl. 4.2. Izdvajanje jednog segmenta lanca

” 3

Ako sada izdvojimo segment ”j”, na njega ce delovati sile i momenti kako je
prikazano naslici 4.2b. Treba naglasiti da se u sili st 1 momentu MSJ sadrzi 1 pogon
koji u tom zglobu deluje. Ako je posmatrani zglob translatorni, tada se pogonska
sila P; sadrzi u sili ﬁsj, a ako je zglob rotacioni, tada sa 131 oznactavamo pogonski
momenat i on se sadrzi u momentu MSJ-. Treba naglasiti da je u pitanju takozvana
izlazna sila ili izlazni momenat pogonskog motora, a ako postoji reduktor, onda se
radi o izlaznom momentu reduktora.

Opisimo sada kretanje izdvojenog segmenta ”j
opisujemo takozvanom teoremom o kretanju tezista.

» N

. Pomeranje tezista segmenta

m;w; = m;g + fs] —ﬁs;'ﬂ (4.1)

m; je masa segmenta, w; ubrzanje tezista, a g ubrzanje Zemljine teze.
Posmatrajmo sada obrtanje tela oko svog tezista. Polozaj teZiSta na telu 1
u odnosu na zglobove prikazan je na slici 4.2b 1 definisan vektorima 7 55 Vg
kako je vec objasnjeno u poglavlju o geometriji robota (odeljak 2.2.4). Obrtanje
opisujemo Ojlerovom vektorskom jednacinom:
Jjgj +5] X (fjc:u}) = 1\;[5] - 1\:/1 - 1*:7“ e ﬁ’sj +1::j,,+1 X Ij‘q (4.2)
Sj+1 Sy+1

=

€; je ugaono ubrzanje, a @; ugaona brzina segmenta. Oznake ~ ukazuje da su
vektori izrazeni trima projekcijama na koordinatnom sistemu vezanom za segment.
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J; je tenzor inercije sracunat za ose vezanog sistema. U opstem slu¢aju je

e J:tz Jzy J.rz
Ji= |y Jyy Jy: (4~3)
']zx Jzy Jzz

(1)

Medutim, ose vezanog sistema se najtesée postavljaju u pravcima glavnih osa iner-
cije tela. Tada tenzor inercija ima dijagonalnu formu

- e
I Jys

J

(4.4)

Fas

gde J., predstavlja moment inercije oko ose z, vezanog sistema, a analogno vazi
za Jy. i Jy,.

Na desnoj strani jednacine (4.2) nalaze se momenti koji su takode izrazeni u

odnosu na vezani sistem segmenta ”j”. Dogovor o korid¢enju indeksa ~ iznad ili

ispod oznake neke veli¢ine ( npr. FS] i f'sj+1) objasnjen je u odeljku 2.2.4.

Treba naglasiti da je jednacinu (4.1) isto tako moguce napisati u vezanom
sistemu ¢ime bi se postigla jednoobraznost. Druga mogucnost je da se obe jednagine
pisu u spoljasnjem sistemu. Tada (4.1) ostaje u obliku kakvom je ve¢ napisana, a
(4.2) se prevodi u spoljasnji sistem mnozenjem sa prelaznom matricom A;.

Sl. 4.3. Sila i momenti u rotacionom zglobu

U izvedenim vektorskim jedna¢inama (4.1) i (4.2) pojavljuju se sila ﬁs] i
momenat Msj, tj. ukupna sila i momenat u zglobu. Razmotrimo detaljnije ove
velicine. Posmatrajmo prvo rotacioni zglob (sl. 4.3). Takav zglob dozvoljava samo
jedno relativno pomeranje i to obrtanje oko ose €;. Otuda sila reakcije ij (od
segmenta ”j-1” na segment ”j”) moze imati bilo koji pravac, dok reakcioni momenat
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MRJ mora biti normalan na osu €; (tj. I\ZR_, 1 &;). U rotacionom zglobu deluje jos

i pogonski momenat 13J = P;€}; dakle deluje oko se ;. Ukupna sila i momenat u
zglobu su sada:

I:—_:;SJ = ﬁ Rj
Ms; = Mg, + P;é;
Ranije smo rekli da M s; predstavlja reakciju. Medutim, sada smo tu reakciju
podelili na reakciju Mg, koja je posledica samog kinemati¢kog para tj. konstrukcije
zgloba i komponentu P; koje poti¢e od pogona.

(4.5a)

Ako je posmatrani zglob
”J” translatorni (sl. 4.4) tada Fr;
Je sila reakcije Fr; normalna
na osu €, a reakcioni mome-
nat My, moze biti bilo kog
pravca. U zglobu deluje i po-
gonska sila duz ose translacije:
P, = P;é;. Ukupna sila i mo-
menat su tada

ﬁS] = ﬁRj + Pjé.] (45b)

ng = MRJ'
Jednacine (4.5a) i (4.5b)

moZemo napisati na jedinstven
nacin

SI. 4.4. Sile i momenat u translatornom zglobu

Fs; = Fr, + 5, P,

Ms; = Mey+(1 = 5,)P;&; (4.6)
uvodenjem indikatora s; kojim odredujemo tip zgloba (0 za rotacioni a 1 za trans-
latorni zglob). N _

Vektorske jednagine (4.1) i (4.2) zajedno sa (4.6) opisuju dinamiku segmenta

”j”.  Ako ove jednacine napisemo za svaki segment dolazimo do 2n vektorskih
Jednaéina:

mw; = m;§ + Frj + 5, P& — Frip1 — s;41 P €4 (4.7a)

T+ @, x (J;,) = Mg, + (1 - 5,)P;¢; — M pjr = (1 - 8541)Pia € + %

XF ;4 8;P5;) im Fanipr XAR Ri+1t S]+1PJ+1§+1) (4.7b)
I
Je=d aien
koje opisuju dinamiku celog sistema.

U odeljku 2.3.2 (kinematika) pokazano je kako se ubrzanje tezista () i
ugaona brzina i ubrzanje (&, £;) mogu izraziti u zavisnosti od generalisanih koor-
dinata ¢ 1 njihovih izvoda ¢ i §. Ako to uradimo u sis_t‘emu_.(4.7) nakon toga nam
preostaje da u sistemu izvrsimo eliminisanje reakcija Fr;, Mg,,j = 1,...,n. Anali-
zirajmo prvo broj jednacina i broj nepoznatih koje treba eliminisati. Sistem (4.7)
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sadrzi 2n vektorskih, odnosno 6n skalarnih jednagina. Broj vektorskih reakcija koje
treba eliminisati je takode 2n tj. po dve u svakom zglobu. Medutim, broj nepoz-
natih skalarnih komponenata reakcija je 5n tj. po pet u svakom zglobu. To je zato
sto ona reakcija koja ima proizvoljan pravac sadrzi tri nezavisne nepoznate skalarne
komponente, a ona koja je normalna na osu zgloba sadrzi dve. Sada, nakon elimi-
nacije 5n nepoznatih iz 6n jednacina dobija se sistem n skalarnih jednacina koje ne
sadrze reakcije ve¢ samo skalarne vrednosti pogonskih sila i momenata (P, ..., P,).

Postupaka za eliminisanje reakcija ima vise i svaki od njih ima svoje spe-
cificnosti. Otuda se razlikuju i po brzini rada i utrosku memorijskog prostora

‘ra¢unara. Jedan metod za eliminaciju reakcija izlozen je u prilogu P3.
Bez obzira na izabrani pristup formiranju dinami¢kog modela, kao razultat

dobijamo sistem n skalarnih diferencijalnih jednacina drugog reda. Ovaj sistem,
odnosno dinamicki model moze se napisati u obliku

Hi:(9)d1 + Hi2(9)G2 + . + Hin(@)Gn + hi(g,4) = P2

H21(9)d1 + H22(9)G2 + ... + Han(9)dn + h2(g,9) = P2 (4.8)

Hnl(q)ijl + an(Q)(iz + + Hnn(q)q.n + hn(q’q) = Pn

Oznacavanje H,;(q) ukazuje da koeficijent H,; predstavlja funkciju generali-
sanih koordinata q=[q; ... q.]7, a h;(q,¢) ukazuje da je sabirak h; funkcija gene-
ralisanih koordinata ¢ i brzina ¢.

Sistemn (4.8) moze se napisati i u matri¢cnom obliku

H(q)i+h(g,9) =p (4.9)

gde su matrice sistema jednake:

Hiw a8 B h,
R o yh=1": (4.10)
His-  oirehyy h,
a matrica pogona:
P,
P=]" (4.11)
&

Naglasimo jos jednom P; predstavlja pogonski momenat ako je S; rotacioni
zglob, a pogonsku silu ako je zglob translatorni. U svakom sluéaju radi se o iz-
laznom momentu ili sili motora, a ako postoji reduktor tada se radi o izlaznom
momentu reduktora. Ova diskusija je znacajna jer mozemo zakljuciti da model
(4.9) opisuje dinamiku mehanizma robota ne vode¢i racuna o dinamici pogonskih
motora. Problem kod ovakvog modela nije samo u njegovoj teorijskoj nekomplet-
nosti. Vazniji je problem u koris¢enju modela. Izlazni momenti motora ne mogu
se menjati po Zelji 1 nezavisno jer to nisu ulazne upravljacke veli¢ine ve¢ izlazne
velicine koje zavise od ponasanja, odnosno dinamike motora. Ono sto mozemo po
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zelji menjati to su ulazni naponi u; u slucaju elektromotora i struje servorazvodnika
uslucaju hidrauli¢nih motora. Promenom ovih upravljackih velicina treba ostvariti
zeljeno kretanje robota.

Da bi se dobio dinamicki model koji bi vodio racuna o kompletnoj dinamici
robotskog sistema potrebno je uz model (4.9) uzeti u obzir i matematicke modele
pogonskih motora, kao i relacije koje pokazuju transformaciju momenata i brzina
kroz reduktore (vidi glavu 3). O ovakvom kompletnom dinamickom modelu bice
re¢i nesto kasnije (4.3).

Razmotricemo sada podatke koje je potrebno poznavati da bi se mogao formi-
rati dinamicki model robota. Prvo, posto je neophodno resiti kinematiku robota,
to Je potrebno poznavati sve podatke o geometriji kao sto je objasnjeno u glavi
2. Podsetimo sada da pod poznatom geometrijom podrazumevamo poznavanje
é,gﬁl, 7:;‘]"]‘,7?]"_]‘_‘,1, za svaki segment ”j”. Svakako, potrebno je znati i tipove zglo-
bova tj. indikatore s;, j=1,...,n. Za resavanje dinamike robota potrebno je poznavati
Jos i inercijalna svojstva segmenata: masu m; 1 tenzor inercije jj, za svaki segment
”j”. Nabrojani podaci predstavljaju karakteristike samog mehanizma i ne zavise
od njegovog kretanja. Da bismo mogli prakti¢no resiti bilo direktni bilo inverzni
problem dinamike moramo poznavati i pocetno stanje sistema tj. pocetni polozaj
g(to) i pocetnu brzinu ¢(t,).

4.2. DIREKTNI I INVERZNI PROBLEM DINAMIKE

U delu o kinematici uvedeni su pojmovi direktnog i inverznog problema kine-
matike. Ovi pojmovi su bili vezani za izrazavanje kretanja robota preko unutrasnjih
i preko spoljasnjih koordinata, dakle uvedeni su specijalno za probleme robotike.
U dinamici srecemo pojmove direktnog i inverznog problema dinamike, ali ti poj-
movi nisu nuzno vezani za robotiku, ve¢ se koriste u slucaju bilo kog mehanickog

sistema. Te pojmove ¢cemo zato i definisati za proizvoljan mehanicki sistem. Ako

posmatramo sistem tela koja se kre¢u pod dejstvom odredenih sila, tada pod direk-
tnim problemom podrazumevamo nalazenje sila koje izazivaju neko zadato kretanje
sistema. Kod inverznog problema sile posmatramo kao poznate (zadate) i trazimo
kretanje koje ¢e one izazvati.

U robotici, sistem koji posmatramo predstavlja mehanizam robota i on se
krece pod dejstvom tezine i pogonskih sila i momenata. Kako su tezine uvek
poznate, to kada govorimo o zadatim silama ili trazenju sila mislimo na sile i
momente pogonskih motora, Formulisa¢emo problem preciznije. Pod kretanjem
robota podrazumeva¢emo promenu unutrasnjih koordinata, dakle vremensku fun-
kciju ¢(t). Pod poznatim pogonima podrazumevacemo vremensku funkciju P(t).
Sada pod direktnim problemom podrazumevamo nalazenje funkcije P(t) za poz-
nato ¢(t), a pod inverznim problemima podrazumevamo nalazenje funkcije q(t) za
poznato P(t).

Razmotrimo resavanje direktnog problema. Prvo ¢emo uociti osnovnu ideju
za proracun. Ako je poznato kretanje ¢(t), onda mozemo reci da su poznati i izvodi,
odnosno unutrasnje brzine ¢(¢) i unutrasnja ubrzanja 4(t). Tada se pogoni mogu
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dobiti iz relaicije (4.9).

P(t) = H(q(t))4(t) + h(q(?), 4(t)) (4.12)

Posto se ova ideja realizuje pomocu racunara, to stvari stoje nesto drukgije.
Funkcija ¢(¢) nije data analiticki ve¢ diskretizovano, odnosno nizom vrednosti koje
odgovaraju nizu trenutaka vremena t,t;,...,tx. Neka je interval izmedu pojedinih
trenutaka jednak At. Kako relacija (4.12) zahteva poznavanje ¢ i ¢, to bi bilo
neophodno sprovesti numericko diferenciranje, a to je nepozeljan posao. U delu
2.3.4 o direktnom i inverznom problemu kinematike pokazali smo da se numeri¢ko
diferenciranje moze izbec¢i tako sto ¢emo kretanje zadati u obliku pocetnog stanja
q(to), q(to) 1 vremenske promene ubrzanja ¢(t). Ako primenimo sli¢nu ideju, tada
¢e shema resavanja direktnog problema dinamike izgledati kao na slici 4.5a.

ulaznl podaci ulazni podaci

geometrija, mase, momenti geometrija, mase,momenti
inercije, po¢etno stanje: inercije, poéetpo stanje:
qt) . aft,) aGty) , q(ty)

(T

)
tsteaAt
t=tsat

sracunavanje

!

: H(a), h (q.q9)
sradunavanje -3 e J(q). Alaq) =
a H(a), h(a,q) = 4 2
= s | S :
4 2 Y
4 :3
| PaHdeh l s & g
2 4 % 8
- e ™
1 - B o, ;-Tn“;
-l - L
kraj ne AL : 3 3
kretanja s = kraj B g
4.4 kretanja s =z
o8 Lo
da T
) o o da
izlaz izlaz
; pogoni P(t); ; pogoni. B4 ) ;
] iaq@t). q@)
a) 7 b)

SL. 4.5. Shema resavanja direktnog problema dinamike

U opisanom postupku resavanja direktnog problema smatrali smo da je kre-
tanje zadato preko unutragnjih koordinata q(t) ili preciznije preko unutrasnjih ub-
rzanja §(¢). U teoriji kinematike robota (glava 2) isti¢e se da je kretanje pogodnije
zadati preko spoljasnjih koordinata X(t). Tada se resavanje direktnog problema di-
namike mora kombinovati sa resavanjem inverznog problema kinematike (sl. 4.5b).

Razmotricemo sada resavanje inverznog problema dinamike. On podrazu-
meva nalazenje kretanja q(t) ili X(t) ako je poznat zakon promene pogona P(t). U
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stvari, potrebno je izvrsiti integraciju sistema diferencijalnih jednacina (4.9). Jedan
Jednostavni postupak integracije predstavljen je na slici 4.6 i zasnovan je na ideji
da se ubrzanja ¢ smatraju konstantnim na malom intervalu At. Druga moguénost
Je da se sistem 4.9 napise u obliku

% [Z] 3 [H—*(q)(P(f) — hg, q'))] (5

koji je pogodan za upotrebu bilo koje od standardnih metoda za numericku integ-
raciju sistema diferencijalnih jednacina.

ulazni podaci

geometrija, mase, momenti
inercije, poéetno stanje:
q(ty,) . afty)

| L= 1, |
t=tese At
srafunavanje
h(q.q) =
P(L) H(q), hlaq z
o
*
et
9 Ao
=
q=H"'(P-h) Y
R
23
B
o =
—|lnio
kraj ne P
kretanja a‘ 'a
* *
-
da T .o
1zlaz

kretanje:
q(t),q(t) ,4¢)
Sl. 4.6. Shema resavanja inverznog problema dinamike

Koris¢enjem bilo kog od spomenuta dva pristupa, dobijamo zakon kretanja
u unutrasnjim koordinatama ¢(t), unutrasnje brzine ¢(¢) i ubrzanja §(t). Dobijene
funkcije su, naravno, diskretizovane. Ako zelimo da nademo kretanje u spoljaénjim
koordinatama onda je potrebno resiti jos i direktni problem kinematike.
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4.3. KOMPLETAN MODEL DINAMIKE ROBOTA

U odeljku 4.1 naglasili smo da izvedeni dinamicki model (4.9) ne opisuje kom-
pletnu dinamiku robota. Naime, izveli smo model za mehanizam robota, a nismo
ukljucili dinamiku pogonskih motora. Sada ¢emo izvesti kompletan dinamicki mo-
del koji povezuje upravljacke veli¢ine (napon kod motora jednosmerne struje i struja
servorazvodnika kod hidrauli¢nog motora) sa kretanjem robota (q(t)).

U principu, kompletan dinamicki model odreden je modelom mehanizma (4.9)
kome se pridruzuju modeli motora. Tako, ako se robot pokrece elektromotorima
Jednosmerne struje, tada modelu (4.9) pridruzujemo model (3.8) za svaki zglob
J=1,..,n. Takode, potrebno je definisati vezu koordinata obrtanja motora (4;)
1 koordinata pomeranja zgloba (q;), dakle prenosni sistem, a zatim i promenu
momenta kroz taj prenos. U odeljku 3.2.3 izveli smo transformaciju kretanja i
pogona kroz prenosni sistem sa reduktorom sto je opisano relacijama (3.13)-(3.15),
J=1,..,n. Ukupno, dinamiku robota opisujemo jednacinama:

S H(q)§+ h(g,4) =P (4.14)
za mehanizam,
SA , (I',']':CJ.’EJ'-}-ijM]'-Fd]U]‘, j:l,...,n (4153)
z; = [0,0,4,]7 (4.15b)
za pogonske motore (aktuatori) i
PJ‘ = NJ'PM]' (4168.)
ST: j:l,...,n
g; = 0;/N;, (4.16b)

za prenosnl sistem (transmisija). Naglasimo da model S, moze biti i nizeg reda,
na primer, drugog reda kao sto je dato relacijom (3.12). Naglasimo takode da li-
nearnost relacije (4.15a) po naponu u; vaz samo do odredene grani¢ne vrednosti.
U opstem slucaju, umesto u; pisali bismo funkciju n(u;) koja predstavlja nelinear-
nost tipa zasicenja. Konacno, recimo jos da prenos pogona uvek unosi gubitke, sto
obi¢no izrazavamo kroz koeficijent korisnog dejstva (relacija (3.17)).

Ako se robot pokrece hidrauli¢cnim pogonom tada modelu mehanizma (4.9)
pridruzujemo model (3.20)-(3.23) ili model (3.27). Prenos pogona ovde moze biti
prili¢no raznolik. Kod obrtnih motora veza se moze svesti na oblik (3.13) - (3.15)
odnosno na (4.16). Medutim, kod hidrauli¢nog cilindra veza izmedu pomeranja
klipa (s;) i pomeranja zgloba (¢;) moze biti direktna (¢, = s;) ali moze biti i
posredna: linearna (¢; = rs;) ili nelinearna (¢; = f(s;)). Sliéno vazi i za odnos

_ momenata.

Razmotrimo sada moguc¢nost da se ukupni dinamicki model napise u kompak-
tnoj formi. Smatracemo da se model svakog pogonskog sistema moze uz odredena
uproscenja linearizovati i opisati jednacinom (4.15a). Red modela tj. dimenzija
vektora x; neka je n;, a vektor sadrzi odredene promenljive koje definisu stanje
sistema. u; predstavlja upravljacku promenljivu koja odgovara posmatranom po-
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gonskom sistemu, a Py, izlazni pogon (momenat ili sila). Dalje, radi jednostav-
nosti izvodenja pretpostavimo direktnu vezu pomeranja motora i pomeranja zgloba
(N; = 1 u (4.16)) sto ne umanjuje opstost jer se prenosni odnos lako moze ugraditi
u model.

Sledeci relaciju (4.13), model mehanizma Sy, napisemo u obliku

de x
& [H—l(fl)(P 2 h(»:l,fz))] (#d1)

gdeje & = q,& = ¢i &= [£T€T)7 € je kolona vektor stanja mehanizma i dimenzija
mu je 2n. (4.17) se dalje moze napisati u obliku

B ¢ £ = K(¢)+ D(€)P (4.18)

adeds
K= [—H*l(&fih(@&)] - D)= [H—P(&)] (L19)

Posmatrajmo ponovo motore. Neka se k; elemenata vektora z; poklapa sa
39

elementima vektora € tj. k; koordinata stanja motora ”j” je ve¢ sadrzano u vektoru

stanja mehanizma. Na primer, obrtanje motora (6;) i brzina 6; se po pretpostavci
n

poklapaju sa g; i ¢, i uklju¢eni su u €. Tada bi bilo k; = 2 i Y k; = 2n ¢ime je
=1
popunjen ceo vektor £.
Napisimo sada model S, tj. (4.15a) u kompaktnoj formi:.

Sa: €=Czx+FP+ Du (4.20)

gde je kolona vektor stanja x=[z]...zT]T dimenzije N = Y n,. Dalje je P =
Jj=1
[P Po)T, w=[u..u,)", C=diag[C..C.), F=diag[fi...f.], D= diag[d,...d,).
Uocimo da je ceo vektor ¢ ukljucen u z pa z definise ukupno stanje robota.
Ujedinimo sada modele Sy 1 S, tj (4.14) i (4.20). Uvédimo prvo matricu T;
dimenzije 1 x n; takvu da je ¢, = T;z;. Na primer, 7,=[0 1 0] ako je z, odredeno
sa (4.15b) i ¢; = 0;. Sada iz (4.14) sledi

P=H.-Tit+h (4.21)
gde je T'=diag [7;...T,]. Zamenom ¢ iz (4.20) i (4.21) dobija se
P =(E,— HTF){HT(Cz + Du) + h} (4.22)

gde je E, jedini¢na matrica dimenzije n x n. Zamenimo sada P iz (4.22) u (4.20)
¢ime dobijamo kompletni model dinamike robota u obliku

= C’(:c) * bt(a/:)ru (4.23)
Matrice sistema su

C(z) = Cz + F(E, — HTF)" (HTCz + h)
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D(z)= D+ (E, - HTF)"'HTD (4.24)

i dimenzije su im Nx1 i Nxn respektivno.

- Ocigledno da sada pojam direktnog i inverznog problema dinamike treba
preformulisati. Direktni problem podrazumeva nalazenje upravljanja u (t) koje
Je potrebno da bi se ostvarilo zadato kretanje robota, a inverzni problem podra-
zumeva nalazenje kretanja ukoliko je poznato upravljanje. Ovo drugo nazivamo
simulacijom.

4.4. PRIMENA RACUNARA ZA PRORACUN DINAMIKE

Iz dosadasnjeg izlaganja o formiranju matematickog modela dinamike robota
mozemo zakljuciti da se tesko moze izvrsiti ru¢no sastavljanje takvog modela. Ovaj
zakljucak trebalo bi obrazloziti. Postupak za formiranje diferencijalnih jednacina
kretanja omogucava, u principu, da se jedna¢ine napisu rucno. Medutim, takav
pristup ima mnogo nedostataka. Prvo, jako je velika mogucnost gresaka pri tako
slozenom izvodenju. Drugo, ako se matematicki model i formira bez greske, on ce
biti veoma kabast i nepodesan za upotrebu. Iste mane pojavice se ako se za ruéno
formiranje modela izabere bilo koji drugi mehanicki pristup. Otuda se javlja ideja
da se ceo taj slozeni posao formiranja i resavanja matematitkog modela robota
prebaci na racunar. Postupak za formiranje matematitkog modela formulise se
tako da ima rekurzivni karakter, te je veoma prikladan za primenu na rafunaru
(vidi prilog P 3). Objasnimo sada ideju primene racunara za resavanje dinamike.

Posmatrajmo matematicki model (4.9). Matrice modela H(q) i h(q, ¢) mogu
se posmatrati kao analiticki izrazi koji odreduju zavisnost od ¢, odnosno od qigqg.
S druge strane mozemo H(q) i h(g, ¢) tretirati kao slozene ratunarske postupke
kojima se izratunava brojna vrednost H polaze¢i od brojno poznatog q i, takode,
brojna vrednost h, polaze¢i od q i §. Tako, kompletne analititke izraze za mate-
maticki model na ovaj nacin necemo dobiti, ali postupci za brojno sratunavanje
matrica modela dovoljni su za resavanje direktnog i inverznog problema dinamike.
Prvi racunarski postupci za proratun dinamike bili su zasnovani na ovakvom pos-
tupku. Oni su omoguc¢ili siru primenu ratunara u robotici.

Opisani numeri¢ki pristup ima i svoje nedostatke. Sheme na slikama 4.5 i
4.6 pokazuju da je sratunavanje matrica H i h neophodno izvrsiti ponovo kada
god se promene vrednosti ¢ i ¢, dakle u svakom koraku integracije. Pri takvom
ratunu svaki put ce se iznova sratunavati i mnoge velicine koje ne zavise od qig
1 koje se nisu menjale. Ocigledno, ponesto ¢e se nepotrebno ratunati jer se moglo
izratunati samo jednom, na potetku. U svakom sluéaju, opisani numericki pristup
ne omogucava da se u proratunu izdvoje ti elementi koji ne zavise od ¢ i § od onih
koji zavise i koji se moraju ratunati za svaki trenutak vremena ponovo. Zato se
doslo na ideju da se odustane od numeritkog modela i da se vrati na analiticke
izraze H(q) i h(g, ¢). Ovo lici na povratak rucnom pisanju modela, medutim, u
ovom novom pristupu analiticke izraze sastavlja racunar. U dobijenim izrazima
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lako se izdvajaju elementi koji ne zavise od ¢ i ¢ i koji se mogu izratunati samo
jednom, na poc¢etku. Ovakav pristup se obi¢no naziva simboli¢ckim modelom.

Ratunarski postupci za formiranje i resavanje dinamitkog modela omogucili
su da se kona¢no sretnu teorija i praksa robotike. Do tada, teorija se razvijala
pretezno akademski, bez ozbiljnije primene, a praksa je napredovala nezavisno,
oslanjaju¢i se na znanja iz oblasti automatskog upravljanja. Jasno je da je takva
praksa imala svoje granice preko kojih nije mogla preci bez celovitije teorije robota.
Primena ratunara za resavanje kinematike i dinamike omogucila je da se prevazidu
nedostaci teorije robotike i ona postane upotrebljiva u praksi.

Ovakva, ra¢unarski orijentisana kinematika i dinamika iskoris¢ene su 8 jedne
strane za razradu savrsenijih metoda upravljanja robotima, a s druge strane za raz-
voj metoda racunarskog projektovanja robota. Kako ¢emo se upravljanjem baviti
u posebnoj glavi ove knjige, to ¢emo ovde obratiti paznju na mogué¢nosti primene
dinamike i ratunara u procesu projektovanja mehanizma i pogonskog sistema ro-
bota.

U odeljku 4.2 opisan je racunarski postupak za resavanje direktnog problema
dinamike. Postupak omogucava da se, polaze¢i od zeljenog kretanja izrazenog preko
spoljasnjih koordinata X (¢), izracuna promena unutrasnjih koordinata ¢(t), brzina
4(t) kao i potrebni pogonski momenti P(t). Ovi podaci vec sami po sebi mogu
biti korisni, a na osnovu jednacéina koje opisuju kinematiku i dinamiku robota
moguce je izracunati i niz drugih karakteristika. Moguce je odrediti sve reakcije u
zglobovima, a zatim za svaki od segmenata naci raspodelu sila koje na njega deluju.
Odatle se dobijaju mehanicki naponi u materijalu (npr. naponi savijanja i uvijanja).
Slede¢i korak je proracun elasti¢nih deformacija. Proracun deformacija moze biti
uprodcen jer bi egzaktno tretiranje zbog tog problema vodilo ka elastodinamici koju
najcesc¢e moramo resavati primenom metode kona¢nih elemenata. U svakom slucaju
proracun napona i deformacija sluzi¢e nam kao osnova za projektovanje dimenzija
robota.

Proratunom dinamike robota dobija se niz karakteristika potrebnih za iz-
bor pogonskih motora. Pored potrebnih momenata i brzina lako mozemo sracunati
potrebnu snagu, a takode formirati dijagram brzina-momenat (P- ¢). Ovakav dijag-
ram moZe se uporedivati sa kataloskim karakteristikama motora. Na opisani model
dinamike robota lako se dodaje modul za proratun grejanja i prenosa toplote u
motorima.

Moguce je izracunati jos neke dinamicke karakteristike kao sto je utrosak ener-
gije itd. Tako dolazimo do zakljucka da raspolazemo postupkom koji omoguc¢ava
da se zada zeljena konfiguracija robota (dimenzije, mase, itd.) i zeljeni manipu-
lacioni zadatak, a kasnije izra¢una niz dinamickih karakteristika. Takav postupak
nazivamo algoritmom za dinamic¢ku analizu. Ovaj algoritam, u vidu ratunarskog
programa, predstavlja korisnu alatku u procesu projektovanja robota. Projektant
moze brzo proanalizirati ve¢i broj razlicitih konfiguracija robota radi izbora najpo-
voljnije. Moze i menjati pojedine dimenzije i druge parametre da bi uocio uticaj tih
promena na vazne dinamicke karakteristike. Sve ovo omogucava brze i uspesnije
projektovanja.
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Sledeci korak u koriscenju racunara za projektovanje robota je formiranje ta-
kozvanog interaktivnog postupka projektovanja i odgovarajuceg programskog pa-
keca. Cilj nam je da za postavljeni manipulacioni zadatak odaberemo konfiguraciju
robota (dimenzije, motore itd.) koja ¢e zadovoljiti sve postavljene zahteve i sva og-
rani¢enja. Kao prime ogranitenja mozemo navesti uslov da elasti¢na deformacija
segmenata robota bude manja od dozvoljene vrednosti. Shema programa prika-
zana je na slici 4.7. Postupak kre¢e od neke zadate pocetne konfiguracije robora.
Izvrsi se dinamicka analiza i testiranjLz izracunatih dinamickih karakteristika. Uko-
liko su svi testovi pozitivni, dakle sva ogranicenja zadovoljena, onda je posmatrana
konfigracija dobra. Ako pak neki test bude negativan, dakle neko od ogranicenja
ne bude zadovoljeno, racunar ¢e stampati odgovarajucu poruku kao i preporuke
za izmene konfiguracije koje ¢e popraviti negativni test. Programski paket sadrzi
1 posebne konunikacione potprograme koji omogucavaju projektantu jednostavnu
izmenu pojedinih podataka o konfiguraciji robota. Nakon sto Jje projektant uveo
korekcije konfiguracije, postupak krece od pocetka tj. vrsi novu dinamicku analizu
1 testiranje. Takav ciklus se ponavlja sve dok se kona¢no ne dode do konfiguracije
koja zadovoljava sve zahteve i sva ogranicenja, a to ce biti onda kada svi testovi
budu pozitivni.
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Krajnji korak u koriscenju racunara u projektovanju robota je formiranje pos-
tupka i programskog paketa koji bi na osnovu postavljenih zahteva vrsio automatski
izbor najpovoljnije konfiguracije robota. Ovaj postupak podrazumeva difinisanje
nekog kriterijjuma optimalnosti i razvoj pogodnih metoda optimizacije.

Ovim bismo zakljucili nase izlaganje ideja racunarskog projektovanja u robo-
tici. Opisane postupke dopunjavamo i programima za simulaciju i graficko prikazi-
vanje ¢ime kompletiramo programski paket za racunarsko projektovanje.

4.5. DINAMIKA ROBOTA SA OGRANICENIM KRETANJEM HVATALJKE

Ovaj odeljak obradeje dinamiku robota ¢ija hvataljka ne moze da se krece
proizvoljno u prostoru, vec¢ su joj nametnute odredena ogranicenja. Pri ovome
naglasimo da pod terminom hvataljka podrazumevamo poslednji segment lanca bez
obzira na zavrsni uredaj koji se tu nalazi. Ovakva ogranicenja nametnuta kretanju
hvataljke ¢esta su u nekim fazama izvrsenja robotskog zadatka. Na primer, ako
robot treba da pise po nekoj povrsini (sl. 4.9) tada hvataljka ne moze da se krece
proizvoljno vec se vrh pisaljke prinudno krece po povrsini. Drugi primer bi se mogao
naci u zadacima montaze (sl. 4.10 i 4.11). Ako, robot uvlaci neki predmet u otvor
tada je kretanje poslednjeg segmenta (koji u sebe ukljucuje i predmet) ograniceno
na jednu translaciju i eventualno jedno obrtanje. Konacno, ogranicenja se javljaju
1 u slucajevima dvoruéne ili viseru¢ne manipulacije (sl. 4. 12) Niz drugih primera
mogao bi se navesti. U svakom slu¢aju jesno je da uvedena ograni¢enja smanjuju
broj stepeni slobode hvataljke, a takode, ogranicenja izazivaju pojavu sila reakcije
veze koje bitno uticu na dinamiku robota Ovde cemo problem tretirati tako da
pokrijemo one slu¢ajeve koji su interesantni za prakti¢nu primenu.

Posmatrajmo radi uproscenja
robot sa n = 6 stepeni slobode i
smatrajmo da tokom izvrsenja za-
dataka roboz ne dolazi u singularne
polozaje. U tom slucaju, bez uve-
denih ogranic¢enja hvataljke bi ta-
kode imala 6 stepeni slobode. Dina-
miku ovakvog mehanizma mozemo
opisati modelom (4.9). Radi daljeg
izvodenja prosirimo posmatranje na
robota na ¢iji poslednji segment, u
zadato] tacki A, deluje sila ﬁA 1 Sl. 4.8. Mehanizam robota sa silom i momen-
jos deluje spreg momenta M, (SI. tom koji deluju na hvataljku
4.8). Tacka A definisana je vekto-

Sl =
rom C, A = p.

Dinamiku ovakvog mehanizma opisujemo modelom:

Hi+h=P+DpFy+ Dy M, (4.25)
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gde je F, matrica dimenzija 3x1 koja sadrzi elemente vektora fA, matrica M,

(takode 3x1) sadrzi vektor M, (dakle zadrzavamo dogovor o pisanju vektora u

obliku 3x 1 matrice i obrnuto). Dr i Dy su odgovarajuce matrice dimensija n x 3
koje pokazuju uticaj FuyiMjyna generalisane sile u zglobovima:

dz, 4
- 0. =~ .
D=3 .| s dpym {‘if R (4.26)
€, &= 1
din
n—1
Fh=S5A= (Fir—Fansr) +Fno+P (4.27)
e
d3sa
Dapss b Foi § e 80 4.28
M — ¥ ) Mj; — 0 s. =1 ( i} )
d eS|
Mn

Pri posmatranju kretanja sa ograni¢enjem, Fo i M, ¢ée predstavljati reak-
cije ogranicenja (reakcije veze). U praksi se uvodenje ogranicenja najcesce svodi
na kontakt hvataljke sa nepomi¢nom podlogom (stacionarno ogranicenje) ili pak
na kontakt sa nekim telom koje se kre¢e po zadatim zakonima i na ¢ije kretanje
robot ne utice (nestacionarno ogranicenje). Ipak, javljaju se i slucajevi kada di-
namika robota utice i na tela sa kojima je robot u kontaktu (na primer, dvoru¢na
manipulacija). U svakom slu¢aju, dobija se struktura zatvorenog lanca.

4.5.1. Opsta metodologija uvodenja ograni¢enja

U poglavlju o kinematici uveden je vektor spoljasnjih koordinata koji, u
slu¢aju n = 6, sadrzi sledece komponente.

X = [zayaza0p9)T (4.29)

Ovaj vektor povezan je sa unutrasnjim koordinatama preko Jakobijeve forme
(2.56): -
‘ X=Jg+A (4.30)

Ako uvedemo ogranitenje na kretanje hvataljke tada ¢e se smanjiti broj ste-
peni slobode. Neka je n,, ovaj smanjeni broj. Obi¢no govorimo o redukovanom
broju stepeni slobode hvataljke. Dakle, posmatramo ograni¢enje koje ukida n.
stepeni slobode pri ¢emu je n, = n — n,. Za definisanje polozaja hvataljke sada

uvodimo n, nezavisnih parametara 7, ...,9,, koji formiraju takozvani redukovani
vektor polozaja

Xr = [nl-'*ﬂnr] (431)
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Najcesce se parametri 7; uvode tako da odreduju relativni polozaj hvataljke
u odnosu na uvedeno ogranicenje. Vektor spoljasnjih koordinata X moguce je
povezati sa redukovanimvektorom polozaja X, preko nove Jakobijeve forme

X=JX, + A (4.32)

gde je J, takozvani redukovani jakobijan dimenzija n x n,, pridruZzena matrica A,
je dimenzija n x 1. Matrice J, i A, izvode se iz relacija koje definisu postavljeno
ograni¢enje. .

Kombinovanjem (4.30) i (4.32) dobija se

J X, +A, =Jj+ A (4.33)

Ova relacija definise kinematiku ograni¢enog kretanja.

Dinamiku ograni¢enog kretanja opisujemo modelom (4.25) pri ¢emu FaiM,
predstavljaju silu reakcije veze i reakcioni momenat. Model moZemo napisati 1
kompaktnije:

Hij+h=P+ DR, (4.34)

gde je
_ |Ffa
ATE [N ’A] (4.35)

sestokomponentni vektor reakcije, a
D = [Dg Dy (4.36)

je dimenzija n x 6.

Komponente vektora reakcije R, u opstem slucaju nisu nezavisne, veé u
zavisnosti od tipa uvedenog ograni¢enja zadovoljavaju odredene medusobne odnose
koji se mogu izraziti relacijom

ER,=0 (4.37)

gde je E matrica dimenzija (6 — n + n,) x 6, koja se izvodi iz izraza koji definisu
uvedeno ogranicenje.

Sada relacije (4.33), (4.34) i (4.37) definisu matematicki model kinematike i
dinamike ogranicenog kretanja mehanizma robota.

Ako zelimo kompaktniju formu modela' zameni¢emo ¢ iz (4.33) u (4.34) i
dobiti

B L Ew= P HI“YA, — A4 DRy (4.38)
Sada ovu realizaciju, zajedno sa (4.37) mozemo napisati u obliku:
B4 =B] % [P ~h—HI"Y(A, — A)

i N E50 I 1 R (20

Dobijeni model je dimenzije (n, + 6) x (n, + 6). Moguce je, medutim, napi-
sati jos kompaktniju formu. Sestokomponentni vektor reakcije R, moze se izraziti
kao linearna funkcija n, nezavisnih komponenata. Dakle, nezavisnih komponenata
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iman. = n — n,, odnosno onoliko koliko stepeni slobode je ”ukinuto” uvodenjem
ograni¢enja. Sada je

RA = GRA,« (440)

gde R,4, vektor dimenzije n — n, koji sadrzi nezavisne reakcije i koji nazivamo jos
redukovani vektor reakcije. Matrica G dimenzija (6 x (n — n,)) izvodi se polazeci
od definicionih relacija ogranicenja. Uvodenjem (4.40) u (4.38) dobija se dinamicki
model

B J.X = P=h=HI(#, =~ A) + DGR, (4.41)
odnosno
[HJ7'J, — DG] R' =P—(h+ HJ (A4, - A)) (4.42)
Ar
Dimenzije blokova u ovom modelu su:
[(n x 5, (n x (n—n,))] [(n frr::)lx 1] 2fmxD (4.43)

pa je model dimenzija (n x n).

Razmotrimo prvo resavanje direktnog problema dinamike. Pod tim termi-
nom cemo ovde podrazumevati da je zadato kretanje X, (¢) i reakcije R,,(t) koje
zelimo ostvariti, a traze se odgovarajuc¢i pogoni u zglobovima P(t). Ocigledno, P
se izracunava direktno iz jednacine (4.42).

Inverzni problem podrazumeva integraciju modela. Zadati su pogoni P(t),
a trazi se kretanje X, (t) i reakcija R,,(t). Model (4.42) omogucava resavanje
ubrzanja X, i reakcija Rg4,, a time i integraciju modela.

4.5.2. Tipovi ogranicenja

Sl. 4.9. Zadatak pisanja — ogranicenje tipa povrsine

Razmotrimo tipove ograni¢enja koji se javljaju u prakti¢nim problemima.
Ovde cemo glavne tipove ukratko objasniti, a u prilogu P4 izvescemo dinamicki
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model tj. matrice J,., A,, Ei G, Za jedan konkretan tip ograni¢enja — ograniéenje
u obliku povrsine.

Jedno od cestih ogranitenja je ogranicenje tipa povrsine (sl. 4.9). Tada je
polozaj hvataljke odreden sa dva relativna parametra 7, 1 9, koji definisu polozaj
vrha pisaljke na povrsini i tri ugla koji definisu orijentaciju hvataljke. Uvedeno
ograni¢enje ukinulo je jedan stepen slobode (n. = 1). Redukovani vektor polozaja
ima komponente X, = [:m:0py]” i dimenzije je n, = 5. Sto se tice reakcija,
momenat je jednak nuli (M4 = 0), a sila reakcije F4 mora biti normalna na povrsinu
(podrazumevajuci glatku povrsinu), pa ima jednu nezavisnu komponentu (n. =
n—n, =1).

Sl. 4.10. Zadatak montaZe — ograniéenje Sl. 4.11. Zadatak montaZe - og-
tipa cilindri¢nog para ranicenje tipa translatornog para

Drugi ¢est slucaj ogranicenja je ogranicenje tipa cilindri¢nog para (sl. 4.10).
Tada hvataljka ima samo dva stepena slobode (n, = 2) jer je moguc¢a samo transla-
cija duz ose otvora i obrtanje oko te ose. Tim pomeranjima odgovaraju parametri
7 1 1, koji ¢ine redukovani vektor polozaja: X, = [n;7,]7. Reakcije Fui M, mo-
raju biti obe normalne na osu otvora, pa, prema tome, svaka od njih ima po dve
nezavisne komponente. Dakle, n. = n — n, = 4.

U procesu montaze javlja se i ogranicenje tipa translatornog para (sl. 4.11).
Za razliku od prethodnog slu¢aja, ovde hvataljka ima samo jedan stepen slobode
(uvlacenje) pa je n, = 1 1 redukovani vektor polozaja sadrzi samo poduznu koor-
dinatu uvlagenja: X, = [n,]. Sila reakcije fA je 1 dalje normalna na osu otvora, pa
ima dve nezavisne komponente, ali, reakcioni momenat M, moze imati proizvoljan
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pravac, pa ima tri nezavisne komponente. Dakle, ukupno ima n, = n—n, =5
nezavisnih komponenata reakcije.

Jos niz tipova ograni¢enja mo-
zZemo nabrojati, medutim, ovde ¢éemo
spomenuti jo§ samo jedan specijalan
slu¢aj--dvoru¢nu manipulaciju. Na
slici 4.12 prikazana su dva robota koji
obavljaju zadatak montaze. Tokom
izvrsenja zadataka njihove hvataljke
su povezane cilindri¢nim parom.

Kada govorimo o kretanju ro-
bota sa ograni¢enjem nametnutim na
kretanje hvataljke, neophodno je spo-
menuti 1 pitanje sudara. Naime, pri
nailasku na ogranicenje tj. pri pre-
lasku sa slobodnog na ograniceno kre-
tanje dolazi do sudarnog efekta. Su-
dar se, u opstem slu¢aju, resava pri-
menom teoreme o koli¢ini kretanja i teoreme o kinetickom momentu (vidi prilog
P4).

Jedan slucaj kretanja robota sa ograni¢enjem obraden je i prilogom na kraju
knjige.

Sl. 4.12. Dvoru¢na manipulacija

4.6. DINAMIKA ROBOTA SA ELASTICNIM PRENOSOM POGONA

U odeljku 3.2.3 gde je govoreno o prenosu pogonskog momenta od motora
do zgloba videli smo da se cesto projektuje prilicno slozen prenosni sistem i da se
Cesto pogonski momenat prenosi na relativno veliku daljinu. Obi¢no se radilo o
prenosu osovinom ili lancem, a skoro uvek je u prenosni sistem ukljucen reduktor.
Pri pisanju relacija kojima opisujemo prenosni sistem smatralo se da je takav sis-
tem nedeformabilan. Tako se doslo do relacija (3.13) — (3.15) koje su koriscene i
kasnije u dinamici (relacija (4.16). Dakle, obrtanje zgloba (g,) direktno je sledilo iz
obrtanja motora (6,). Medutim, prenosni sistem nikada ne moze biti u potpunosti
krut. Naime, uvek postoje elasticne deformacije, pa mozemo re¢i da je relacija
(4.16) aproksimativna i da vazi tek za dovoljno krut prenos. Sada se postavlja
pitanje sta znac¢i ”dovoljno krut” prenos. Mehanicka krutost elemenata prenosnog
sistema jeste velika i najcesce je aproksimacija (4.16) opravdana. Medutim, u ne-
kim preciznim proracunima deformacije u prenosu se moraju uzeti u obzir. Uzmimo
na primer deformaciju istezanja prenosnog lanca ili deformaciju uvijanja cevastog
dela harmonik-drajv reduktora. Zato ovde pokazujemo, na nesto uproscenom pri-
meru, kako izgleda dinamicki model robota sa elasti¢nim prenosnim sistemom. Na
slican na¢in moze se analizirati i prenos sa slozenijom elasti¢nom deformacijom t;j.
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- sa vise deformabilnih elemenata. Kako se radi i o dinamici motora i o dinamici
- mehanizma, to c¢e dobijeni model predstavljati kompletni model dinamike.

Prilikom izvodenja kompletnog dinami¢kog modela (odeljak 4.3) opisali smo
mehanizam modelom (4.14), motore modelom (4.15), a prenosni sistem relacijama
(4 16a) i (4.16b). U slucaju deformabilnog elasti¢nog prenosa modeli mehanizma
i motora se ne menjaju. Menjaju se, medutim, relacije koje opisuju prenos. Neka
je prenosni sistem takav kakav je prlkazan na slici 4.13. i neka je jedini elasti¢ni
elemenat osovina A A Konstantu torzione krutosti oznac¢imo sa k;, a konstantu
prigusenja sa b;.

segment j”
Ad]> 9.h
segment _ j-1
motor M Aj > ej/Nj 3 NjPyj

o} i

— *N:
N J
6;,F,;

I J

Sl. 4.13. Uprosceni sistem za prenos pogona

Moment motora Py predstavlja ulazni momenat za zupeast par. Nakon
zupcastog para (zanemarujuci njegovu inerciju) dobija se momenat N i Pu; koji se
osovinom A} A’ prenosi na zglob. Ako se zanemari inercija osovine onda je

PJ' = NJPMJ‘ (444)

tj. relacija (4.16a) vazi i u slucaju elasti¢cnog prenosa. Medutim, usled elasti¢ne
deformacije osovine A} A koordinata obrtanja motora 0; i koordinata obrtanja
zgloba ¢, postaju medusobno nezavisne. Time se broj generalisanih koordinata
povecava za n(0;, j = 1,..,n), a broj promenljivih stanja za 271(0], ()J, Jj=
L....,n). Relacija (4.16b) oclgledno vise ne vazi, jer se pojavljuje uvijanje tj. ugaona
deformacua Ag; = N, 0 ; —q,. Relacija (4.16a) tj. (4.44), mada vazi, ne primenjuje
se u tom obliku. Momenat koji vrsi elasti¢nu deformaciju moze se napisati u obliku

Pj :NJ'PMJ' :k](NJ 61_q1)+bJ(NJ(.)] _éj) (4'45)

Sada model mehanizma (4.14) postaje

H(q)g+ h'(q,4) =0 - (4.46)
gde je ’

b =h-P (4.47)



122

P = column [kJ(NJHJ- —q;) + b;(N;0; — ‘L‘)] (4.48)
Model motora (4.15) postaje

[ )

a5 4 e

di ?J =G, 0_1 + f{k;(N;8; — ;) + b,(N;0; '"QJ’)}'*'djuJ (4.49)
3] 3]

Sada (4.46) i (4.49) odreduju kompletan model dinamike robota. Ukupan
broj koordinata stanja je 5n (6,6;,;,9;,4;,5 = 1,...,n).
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