Viezbe 6

1. Odrediti kapacitet binarnog nesimetri¢nog kanala.

Rjesenje:

Xj yi
0 1-Py 0

Q P

P
1-Q 1 1

1-P,
C=maxI(X;Y),

HOXY)=H(X)-H(X[Y)=H({)-H([X),

N

H(Y) =—§ p(y;)log p(y;) =—p(0)log p(0)— p(2)log p(2) .
Razmotrimo p(y):

P(Y=0)=Q1-FR)+(1-Q)R,

P(Y =1)=(1-Q)(1-P)+QR,

pa uvrStavanjem u formulu za entropiju dobijamo:

H(Y)=-1(Q1-FR)+1-Q)R)Ilog(QL-F)+(1-Q)R) +(A-Q)(1-FR) +QR)log((1-Q)(1-R) +QR,)]

Posmatrajmo uslovnu entropiju:
HY [ X)==-22> p(x,y)logp(y|x)==22 p(x)p(y|x)log p(y|x)=
Xy Xy
==2.(p(0) p(y|0)log p(y|0)+ p@) p(y|)log p(y|D) =
y
=—[p(0) p(0|0)log p(0]0)+ p(0) p(1|0)log p(1|0) + p(L) p(0[1)log p(0[1) + p(L) p(L[1)log p(L|1)]=
=—[Q(-Py)log(1-Fy)+QR,logF, +(1-Q)R log R, +(1-Q)(1- R )log(l-R)]=
=-Q[(1-Ry)log(1-Fy) + Ry log Ry ]-(1-Q)[P log P, + (1-R)log(1-P)].
I(OXY)=H(Y)-H(Y[|X)=

=—[(QU-Py) +1-Q)R)log(QU-Ry) +L-Q)R) + (L~ Q) R)+QRy)log((L-Q)(L- R) + QRy)] +
+QI(L—Py)log(l—Ry) + Py log Py]+ L~ Q)[R log R +(1— P log(1—R)].

Imajuéi u vidu definiciju kapaciteta kanala, traZimo prvi izvod zdruZene informacije:

!

o (logyy' =



a_ ) ) B ~ 1-R-R)
i [(1-P,—R)log(Q(l-P))+(1-Q)R) +(QU-PR,) + (1 Q)F’l)(Q(l_PO)+(1_Q)F>1)

—K4+H+Rﬂmma—QXL4v+Q%%HG—QXL*D+Q%%ajg;ii;?g%)
+(1-R,)log(-R)+ Ry log Ry~ [Rlog P, + (- R)log(L- R)] =
=—(1-R,~R)log(QU- R+ (1-Q)R) - (-, ~R)+

+(-14 B+ R)Iog((1-Q)(AL-R) +QRy) + (1-By~ )~ H(Ry) + H (P) =

]_

1+

b 1-Q)@-R)+QR, _
=(-FR, Pl)IOQQ(l—PO)+(1—Q)P H(R)+H(R)=0

Odnosno:

log &= QA-R)+QR, _ H(R)-H(R)
Ql-R)+A1-QP  (A-R-R)

Uvedimo da je:

A HR)-HE) _ 4 (1-Q@-P)+QR,

1-P-2*R

= :}Q: A
(1-R-R) Q@l-PR)+(1-Q)P (1-R-R)A+2")
H (Ry)-H (R)
~ 1— P1_2 (1-R-R) Pl
=Q= A (Ro)-H (7D

1-R-R)+2 )

Uvrstavanjem ove vrijednosti Q u formulu za kapacitet kanala i sredivanjem izraza,dobija se
njegova konacna vrijednost:

H(R)-H(R)
Czka+21%a}_HGwa—m—Huv%.

1-R-R

2. Odrediti kapacitet kanala koji prenosi ternarne poruke i napisati njegovu tranzicionu matricu.
Vjerovatnoca prenosa ispravnog simbola je P dok je vjerovatnoca prenosa pogresnog Q (po Q/2
da ¢e biti prenijeta ostala dva simbola).

Rjesenje:
)
0 5 / 0
1 1
2 P 2
C=maxI(X;Y),

L(X;Y)=H(Y)=H(Y]|X).
Ranije je dokazano da je:



H(Y[X) =2 p(H(Y | X =x)=

XeA
=P(X =0)H(Y | X =0)+P(X =)H(Y | X =)+ P(X =2)H(Y | X =2).
Posmatrajmo pojedina¢no uslovne vjerovatnoce:

H(Y [ X =0)=—P(Y =0| X =0)logP(Y =0| X =0)— P(Y =1| X =0)logP(Y =1| X =0)—

—P(Y:2|X:O)IogP(Y=2|X:0):—PlogP—9Iogg—9Ioggz
2 "2 2 72
:—PlogP—QIog%.
Lako ¢emo uociti da su:
H(Y|X:0):H(Y|X:1):H(Y|X:2):—PlogP—QIog%:—PIogP—QIogQ+QI092:

=H(P)+Qlog2=H(P)+Q

Imajuéi u vidu da je: P(X =0)+P(X =1)+P(X =2) =1, jer je rije¢ o potpunom sistemu dogadaja,
dobijamo:
HY | X)=H(Y | X =0)(P(X =0)+P(X =1)+P(X =2))=H(Y | X =0).
Dalje je:
IOGY)=H)-H({ [ X)=H(¥)-H(P)-Q,
odnosno:
C=maxI(X;Y)=log3-H(P)-Q.
Tranziciona matrica je:

P Q/2 Q/2

Q/2 P Q2
Q/2 Q/2 P



