MATEMATICKE METODE U U RACUNARSTVU
— I racunske vjezbe

Zadatak 1.

Koristeéi se matematickom indukcijim dokazati da je 4™ — 1 djeljivo sa 3 za
svako n >1
RjeSenje:
1. Za n =1 bice:
44 —-1=3

S§to je sigurno djeljivo sa 3.

2. Uzmimo neko n > 1 i pretpostavimo da za njega vazi da je 4™ — 1 djeljivo
sa 3.

Treba dokazati da ée za n + 1, 47! — 1 biti djeljivo sa 3. 4"+ — 1 se dalje
moze pisati kao:

4 1 =4-4"-1-3+43=4-4"-4+3=4-(4"-1)+3

Izraz u zagradi je sigurno djeljiv sa tri, jer je to pretpostavka od koje smo
krenuli, dakle, mozemo ga pisati kao 3m gdje je m cio broj. Sada mozemo pisati:

4" 1 =4.3m+3=34m+1)

ako je m cio broj i m + 1 ée biti cio broj, dakle 47+! — 1 ée biti djeljivo sa 3.
Slijedi da je tac¢na tvrdnja da je 4™ — 1 djeljivo sa 3 za n > 1.

Zadatak 2.

Matematickom indukcijim pokaZite da je zbir prvih n neparnih brojeva jednak
2
n-,

1+34+5+--+(2n—1)=n%

Rjesenje:
1. Zan=1:
1=12

Sto je sigurno tacno.
2. Pretpostavimo da je za 1 +3 +5+ -+ + (2n — 1) = n? tacno za neko n.
Treba dokazati da jednakost vazi i za n + 1, odnoso da vazi za:

143454+ 2n+1)—1)=(n+1)2

14+3+5+-+2n+1)=n*+2n+1



Ako prethodni izraz napisemo u obliku tako da vidimo i njegov pretposlednji
clan, tj.
14345+ +C2n—1+2n+1)=n*+2n+1,

po pretpostavei znamo da je prvi dio lijeve strane jednak n2, pa tako dobijamo
da je:
n?+(2n+1)=n*+2n+ 1,

¢ime smo dokazali da je zbir prvih n neparnih brojeva jednak n?.

Zadatak 3.

Koristeci se matematickom indukcijim dokazati da vazi

2" > n?
za n > H.
RjeSenje:
1. Za n =5, vazi
2% > 52
32 > 25

Sto je sigurno tacno.

2. Pretpostavimo da za neko n, pri ¢emu je n > 5, vazi polazna nejednakost,
dakle:

2" > n? (1)

Treba pokazati da uz ovu pretpostavku polazna nejednakost vazi i za n + 1,
odnosno da vazi:
2TL+1 > (n+ 1)2 .
Pretpostavku mozemo dokazati na vise nac¢ina. Ovdje predstavljamo tri
nac¢ina (postoji jo§ mnogo nacina, bilo koji od njih moze da se primijeni).
Prvi naéin:
Nasa pretpostavka je da je
2" > n?,
tj.
3> 1. (2)
S tim u vezi, treba da dokazemo da je
2n+1

_— 1
CESCE



2.2

— > 1.
(n+1)?
Ako ovaj izraz pomnozimo i podijelimo sa n?, reorganizujuéi prethodni izraz,
dobi¢emo
A 2n?
— s > 1.
n? (n+1)2

Po pretpostvci (2) znamo da je prvi dio lijeve strane nejednakosti veéi od 1.
Sada treba da dokazemo da je i drugi dio veéi od 1, ta¢nije

2n?

——>1
(n+1)2 o

2n? o1
n24+2n+1

Kada ovaj izraz podijelimo sa n?, dobijamo

2

— > 1L 3
1+ 2+ 2 3)

Posto ova nejednakost vazi za n > 5, razlomci % i # ¢e imati maksimalnu

vrijednost kada je n = 5 (Sto je n vele, vrijednost razlomka je manja, npr.
% < % < % itd.). To znaéi da je dovoljno dokazati da je nejednakost (3) tacna
za n = b:

2
1+24 5
2

2541041
25

50

— > 1,
36

¢ime smo dokazali da je tvrdnja tacna.

>1

>1

Drugi nacin:

Treba da dokazemo da je
2"l > 2 fon 41

zan > 5. Ako dokazemo da je ova nejednakost taéna za n? + 2n + n, znamo da
¢e sigurno biti tacna i za n? 4+ 2n + 1 (jer su vrijednosti n > 5, tj. n > 1). To
znaci

2" > n? 44

2"+l > n? 4 3n.



Opet, ako mozemo da dokazemo da je ova nejednakost tacna za n?+n-n onda
¢e sigurno biti taéna za n? + 3n (opet, n > 3 jer je n > 5):

2"l > p?2 4 n.n
2"l > p? 42,
22" > 2n?
2" > n?,
§to je trebalo i dokazati.
Tredi naéin:
Pokusajmo uspostaviti vezu izmedu (n + 1)2 in?:

n+1)° n+1\2 1\?2 2 1
ot () (1YLl
n n n n

n

Zmajuéi da je n > 5, zakljutujemo da je:

1 < 1 N 1 < 1
n_ 5 n? — 25

Ako sumi u (4) dodamo umjesto %, %, a znajudéi da je % < %7 odnosno da

dodajemo vecu vrijednost zaklju¢ujemo da e cijela novodobijena suma sada biti

veca, isto vazi i kada 2; zamijenimo sa 5=, odnosno bice:

n?2 257
(n+1)? 2 1 2 1
=l o+ S5 <1+ + =<2
n2 +n+n2_ +5+25

Radimo sa cijelim brojevima, zato smo trazili koji je prvi cijeli broj od kojeg
¢e izraz biti manji. Sada imamo da je:

(n+1)°

< 2

n
n+1)?> < 2n?
Da bi i u izrazu (1) dobili 2n? pomnozimo ga sa 2 i dobijamo:
2-2" > 2n?
2ntl > 2p?
Sada imamo da vazi:
2n? < 2mt!
(n+1)7° < n?
odnosno:
n+1)?% < 2n? <2t
(n+1)7° < 2t

Sto je i trebalo dokazati.
Dakle, tvrdnja da je 2" > n? za svako n > 5 je ta¢na.



