1 MATEMATIKA U RACUNARSTVU (napredni
kurs) - VII racunske vjezbe

Zadatak 1.

Data je generatorska funkcija:

22 3 1
1432z 2—z  (1-22)?

X(z)

Odrediti niz x(n).

Rjesenje:

Sada idemo obratno, znamo generatorsku funkciju i trazimo niz ¢ija je to
generatorska funkcija. Opet koristimo dvije sablonske funkcije i osobine gener-
atorskih funkcija. X (z) se moze pisati kao:

X(Z) = Xl(Z) — XQ(Z) + Xg(Z)

pa e, koristet¢i osobinu 1, biti

z(n) = z1(n) — x2(n) + z3(n) (1)
gdje je
2z
X =
1(2) 1+ 3z
3
Xolz) = 2—z
Xy() = —
BT 1= 22)2
Polazimo od 5
z
X =
12 =175
znamo da je
1
1
1—=2 -

Pokusavamo koriste¢i osobine date na pocetku transformisati niz u(n) = 1 u niz
Cija je generatorska funkcija zadata kao X;(z) tako $to je uporedujemo sa 1;.
Da bi dobili u imeniocu 43z umjesto —z, iskoristi¢emo osobinu 4, gdje je

c = —3, pa vazi:

1
=39
Sada zelimo dobiti ﬁ Znamo da mnozenje sa z odgovara, na osnovu os-
obine 2, pomjeranju u desno i popunjavanju sa nulama. U nasem slucaju je

—1-(=3)".

izvrgeno pomjeranje samo za jedno mjesto, 2N = z = N = 1, pa ¢e biti:
1 1-(=3)"tzan>1,
Z—
1—(-32) 0zan <1



Dalje, mnozenje konstantom generatorske funkcije odgovara mnozenju konstan-

tom i samog niza:
2. (=3)" lzan>1,

22’% - { 0zan <1
Dakle: -
z1(n) = { > (_03;a n ia{l -
Sada odredujemo niz ¢ija je generatorska funkcija oblika:
Xal2) = 2 i z
Opet je poredimo sa:
L —1

Znamo da je

£ pri cemu stavljamo da je ¢ = %, i bice:

Primijenimo osobinu 4 da bi dobili %,
1 1\"
- Z) 1
-0: (2)

Ostaje nam jos samo mnozenje konstantom % da bi dobili niz ¢ija je generatorska

funkcija X5(z) i dobijamo:

3_ L 3Ly 35
21-% 2\2 2
Zaklju¢ujemo da je:
3._
xa(n) = 52 "
Ostaje jos:

1
X. - =
S(Z) (1 _ 22)2

Mozemo koristiti osobinu 5, ali je lakse pisati:
1 1 1
(1-22)2 1-221-2z




Gledamo kako bismo dobili

111
(1—2)2 1-2z1-=z

Ovo je proizvod dvije generatorske funkcije, a na osnovu osobine 6 znamo da
proizvodu generatorskih funkcija odgovara konvolucija odgovarajuéih nizova:

xgr(n) = Z 3 (n)h(n — k).
n=0

U nasem slucaju je:

1 1
X// =
3 (Z) 1_21—27
dakle:
Xp(z) = — @)
¥ T o1—2
1
H =
(2) T

Znamo da je:

1
1
1—2 -
pa je:
xz(n) 1
hin) = 1
Takode ¢e biti i
hin—Fk)=1

Zamjenjujuci ovo u:

n

xzr(n) = ngl(k:)h(n—k) = 21 l=n+1
k=0 k

=0

Ovo je niz koji odgovara generatorskoj funkciji

Ko (2) = (1 _12)2
dakle: 1
-2 —n+1
Nama treba: )
X3(z) = (1—22)°



Iskoristimo osobinu 4, stavimo ¢ = 2 i dobijamo:

1

m—@"(nﬂ),

odnosno:
z3(n) =2"(n+1).
Vratimo se na pocetak zadatka kada smo zapisali da je:
z(n) = z1(n) — z2(n) + xz3(n).

Odredili smo:
2-(=3)"tzan>1
z1(n) =

Ozan<1
3._
za(n) = 52 "
zz(n) =n+1
Dakle: 3
z(n) =2-(=3)"" ! - 527" +2"(n+1) zan>1.

Za 2(0) uzimamo vrijednost za x1(n) koje vazi za n = 0, a za ostale nizove
samo umjesto n stavljamo 0, pa &e biti:

3 3 1
=0—=2"942 1)=-Z41=—-2=.
z(0)=0 52+ (0+1) 5 T 5

Zadatak za vjezbu:

Data je generatorska funkcija X (z) = (z + 1)(z — 2)2. Odrediti niz z(n).

Zadatak 2.
Niz x,, je definisan rekurzivno:
o = 1
xr, = 1
Ty Tp_1+2Tp_o zan>2

Niz y, = 14 2n. Odrediti generatorsku funkciju niza:

n
gn = Z TeYn—k
k=0

Rjesenje:
Niz je zadat kao konvolucija nizova x,, i y,. Na osnovu osobine 6 genera-
torskih funkcija slijedi da ¢e njegova generatorska funkcija biti:

G(z) = X(2)Y(2) (3)



gdje su X (z) i Y(z) generatorske funkcije nizova x,, i y, respektivno.
Nadimo prvo generatorsku funkciju niza x,. Niz x,, je definisan rekurzivno:

rog = 1
X1 1
Ty = Tp1+2Tp_o zan>2

Da bi pronasli generatorsku funkciju moramo podesiti rekurziju tako da vazi
zan > 0. Za n < 0 podrazumijevamo da je z,, = 0. Pogledajmo §ta bi smo
dobili kada bi rekurziju koristili za n = 0. Bilo bi:

To=To—-1 +20x0_2=2_1+20_o=04+2-0=0
Nama je pocetnim uslovom dato da je xop = 1. Da bi ovo postigli, koristicemo

Dirakov niz ¢, :
5. = 1, zan=0
"1 0, zan#0

Zmajuéi da d,, ima vrijednost razli¢itu od nule samo u n = 0, zaklju¢ujemo da
dodajuéi nasoj rekurzivnoj relaciji §,, netemo promijeniti nista za n > 2, $to
nam je i cilj. Za n = 0, postizemo da vazi rekurzija, odnosno da je zg = 1.
Dakle, rekurzija sada ima oblik:

Tp =Tp-1+2Tp_2+0, zan>2in=0

Provjerimo da li je potrebna jos neka korekcija da bi nam rekurzija vazila i za
n=1.

1’1:$1,1+2$1,2+(51:$0+2$,1+0:1+2'0+0:1

sto se poklapa sa pocetnim uslovom z; = 1. Dakle, ukljucen je i slucaj n = 1,
pa mozemo pisati da je:

Ty = Tpo1 + 2Ty—2 + 0, zan>0.

Sada mozemo traziti generatorsku funkciju niza x,. Koriste¢i osobine lin-
earnosti, osobina 1, pomjeranja u lijevo, osobina 3, kao i tabli¢nu generatorsku
funkciju za niz ¢, mozemo pisati:

X(2) = 2X(2) +22°X(2) + 1

dalje ¢e biti:

X(2) —2X(2) —22°X(2) = 1
X(2)(1—-2z-22%) = 1
X)) = 1- zl— 222



Generatorsku funkciju mozemo pisati kao:

1

X(z):72z2+z—1'

Generatorsku funkciju datu u ovom obliku ne mozemo povezati sa tablicnom
generatorskom funkcijom:

1
1—
1—2z
pa temo je zapisati na slede¢i nacin:
1 1
X(z)=- =— 4
(2) 2224+ 2z-1 2(z — z1)(z — 22) )

Pri éemu su z; i 2z nule kvadratne jednagine 222 + z — 1 = 0.
Napomena: Kvadratna jednacina opsteg oblika az? + bz + ¢ = 0 se moze
zapisati kao a(z — 21)(z — 22) = 0, pri ¢emu se z; i 2o dobijaju kao:

—b+Vb? — 4ac

z212 =
2a

U nasem slucaju je: a =2, b=11c= —1, pa ¢e biti:

—1+/1-4-2-(-1) -1£9 -1+3

A12= 2.2 1 1
pa je:
~1+3 1
z = = —
! 4 2
1-3
zZ9 = 1 =-1

Uvrstimo ovo u (4) i dobijamo:

1 1 1 1

X(z):_222+z—1 T 2z—2)(z—2) 2(z—-3)(z+1) (22 = 1)(z+1)

Sada je potrebno pronaci generatorsku funkciju niza y, zadatog kao:
Yn =1+ 2n

Opet koristimo svojstvo linearnosti kao i ¢injenicu da je:

1
1—2

1 —

i, na osnovu osobine 5,




Pa ¢e biti:

1 z
1+2n— +2
l—z "(1-2)

Znaci:
7lfz+22 1+z

1-2° (1-27°

Generatorska funkcija niza g,, ¢e biti na osnovu (3):

Y(2)

1 142 1
Gz) = T2 DEID1-2?2 (221122

Sto je ujedno i rjesenje zadatka.

U nastavku je dat postupak za odredivanje nizova x,, i g, na osnovu njihovih
generatorskih funkcija.
Niz z,, ima generatorsku funkciju oblika:

-1

X&) = 5o
dalje: . M 5

X =Gy o1 T

Ovo mozemo dalje zapisati kao:

1 A(z+1)+ B2z —1)

(22— 1)(z+1) (2z—-1)(z+1)

Da bi ova jednakost vazila mora biti:

~1 = AQ+1)+B(2z-1)
~1=A-B

-1 0=A+2B

Az+A+BQZB:>{

Rijesimo dobijeni sistem, tako §to ¢emo od drugog oduzeti prvi:

—1=A-Bl_ 1=3B N =1
0=A+2B 0=A+2B A=-2%
Pa dobijamo da je

-1 2 1 1
X = - —— —
G = @ e~ 32 -1 T 3a41




Koristeci svojstva linearnosti i mnozenje eksponencijalnim nizom zaklju¢ujemo
da je:

—2".1 —

Dalje:

o) = - 1 A LB C
T T D22 221 1-2 (-2
Gl2) = - 1 A1 =224+ B2z—-1)(1-2)+C(2z - 1)
N 2z —1)(1—2)2 (22— 1)(1 —2)?
Dalje:
~1 = Al —-2*+B2z-1)(1—-2)+C(22z—-1)
—1 = A1—-22+2°)+B22z-222-1+2)+C(2z—-1)
—1 = A—-2A2+A2*+B32-2B2> -B+C22—-C
Mora da vazi:
~-1=A-B-C ~-1=A-B-C ~-1=A-B-C
0=—-24+3B+2C = 0=-2-2B+3B+2C ;= 0=-B+2C
0=A-2B A=2B A=2B
—-1=A-B-C flngfog 71:43—3223—3
= c=2% = c=2 = c=2=
A=2B A=2B A=2B
B=-2
= (C=-1
A=—4



Pa je:
1 4 2 1

(’Y(Z):_(Qz—l)(le)2 Tzl 12 (122

Jedan dio generatorskih funkcija od kojih je sa¢injena G(z) i odgovarajuéi nizovi
su se pojavili prilikom trazenja x,,, drugi dio u prethodnim vjezbama, pa je ovdje
dat samo krajnji rezultat:

B 4 2 1
2z—1 1—-2z (1-2)

5 —4-2" —2— (n+1)



