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Klasifikacija

Klasifikacija je takode nadgledano ucenje. Razlika u odnosu na linearnu
regresiju je u tipu oznaka, odnosno funkcije koju Zelimo estimirati. Kod klasifikacije,
oznake se odnose na klase kojima pripadaju pojedini odbirci i diskretne su veli¢ine.
Dakle, nas zadatak je da na osnovu karakteristika podataka i njihovih oznaka izvr§imo
predvidanje diskretne veli¢ine. Kada je u pitanju klasifikacija moZzemo imati proizvoljan
broj klasa, ali ¢e se klasifikacija uvoditi tako Sto se posmatra binarni problem — binarna
klasifikacija, kada imamo samo dvije klase, a na kraju ée se odraditi generalizacija za
slucaj kada imamo vise klasa - multiklasne klasifikacije.

Klasifikacija ima veliki broj primjena. Koristi se za prepoznavanje rukom pisanih
cifara, prepoznavanje oblika i slicno. Neki od primjera binarne klasifikacije su:
klasifikacija tumora na maligne i benigne, klasifikacija mejlova na SPAM i regularne
mejlove (nije SPAM), detekcija zloupotreba kreditni kartica klasifikacijom transakcija
na regularne transakcije i transakcije u kojima je dosSlo do zloupotrebe kartica. Na
osnovu navedenih primjera, moze se zakljuciti da je u binarnoj klasifikaciji zadatak da
identifikujemo prisustvo odredene pojave (maligni tumor, SPAM, zloupotreba). Tu
klasu najées¢e nazivamo pozitivhom klasom i uzorak koji predstavlja instancu ove

klase ima oznaku 1 (y" =1). Za graficki prikaz se ¢esto koristi marker '+' kao oznaka
pozitivne klase. Odsustvo pojave/klase za kojom se traga se naziva negativhom
klasom (nije maligni tumor, nije SPAM, nije zloupotreba) i oznaka ovakvih podataka
' =0), dok se za vizuelizaciju ¢esto koristi marker '-'. Dakle, u

()

ima vrijednost 0 (y
podacima kojim raspolazemo imaéemo za svaki uzorak karakteristike x" i
odgovarajuce oznake y", koje mogu uzeti jednu od dvije moguée vrijednosti (0, 1).

Logisti¢ka regresija

Posavsi od ¢Cinjenice da se i dalje radi o problemu nadgledanog ucenja i
predikciji vrijednosti izlaza, a zanemarujuci ¢injenicu da je izlaz dikretna velicina koja
mozZe imati jednu od dvije moguce vrijednosti, mogli bismo pokusati da odradimo
predikciju koristeéi algoritam linearne regresije. Zamislimo da imamo skup oznacenih
podataka koji nam predstavljaju podatke o malignitetu tumora dojke u zavisnosti od
njegove velicine, pri ¢emu je 0 oznaka za benigni tumor, a 1 oznaka za maligni tumor.
Mogli bismo pokusati da estimiramo izlaznu vrijednost linearnom funkcijom, koja
predstavlja zavisnost od veli¢ine tumora. Dobili bismo nesto kao na slici Slika1l.
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Slika 1 Ulustracija “klasifikacije” upotrebom linearne regresije?

Na prvi pogled izgleda da se dobija dosta dobra klasifikacija uz prag od 0.5. Sve
uzorke za koje dobijemo izlaznu vrijednost veéu od 0.5 proglasimo malignim, a one za
koju dobijemo vrijednost manju od 0.5 benignim. Medutim, lako se moZe odabrati
primjer kada nam ovaj metod daje loSu klasifikaciju. Error! Reference source not
found. predstavlja slu¢aj kada medu podacima imamo jedan outlier (uzorak sa
karakteristikama koje znacajno odstupaku od karakteristika ostalih uzoraka), koji ¢e
nam pomijeriti liniju kojom pokusavamo predvidjeti izlaznu vrijednost, i voditi ka l030j
klasifikaciji, za dati prag odlucivanja.

N
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Slika 2 Primjer uticaja outlier-a na "'klasifikaciju" radenu linearnom regresijom?

Razlog za losu klasifikaciju nije loSe odabran prag odlucivanja, vec ¢injenica da
linearna regresija nije pogodna za klasifikaciju. Pored izuzetne osjetljivosti na
vrijednost odabranog praga, problem je i ¢injenica da pokuSavamo da estimiramo

funkciju za koju znamo da ima diskretne vrijednosti, ye{O,l}, funkcijom koja moze

uzeti vrijednosti vece od 1 i manje od 0.

Prirodno bi bilo za binarnu klasifikaciju koristiti heuristicku funkciju koja ima
osobinu da je:

0 < h,(x)< 1.

Jedna takva funkcija je sigmoid funkcija, poznata i kao logisticka funkcija:
1
9(2)

1+e*’
prikazana na Error! Reference source not found..

! Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning
2 Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning
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Slika 3 Sigmoid/logisticka funkcija

Sa grafika sigmoid funkcije se moZe primijetiti da g(z) > 1 kada z—>o0, odnosno da
g(z) > 0 kada z——oo. Dakle, g(z) uzima vrijednosti u opsegu od 0 do 1.

Sada se hipoteza moZze zapisati kao:

1
h(x)=9g(0"x)= —,
0 ( ) 1+e—8 X
gdje je:
0'x=06,+> 0,X;.
j=1

I dalje vazi daje x, =1, i n— broj karakteristika.

Ovako odabrana hipoteza h,(x) se interpretira kao estimirana vjerovatnoca da
¢e za date parametre 0 1 karakteristike x izlaz y imati vrijednost 1.

Za prethodni primjer klasifikacije tumora dojke, ukoliko bismo imali uzorak:

X, 1
X= =
X, VelicinaTumora

i za takav ulaz primjenjujuéi istreniranu hipotezu dobijemo da jeh,(x) = 0.7, to se

tumaci kao vjerovatnoca od 70 % da pacijent ¢iji su podaci posmatrani ima maligni
tumor. Dakle, vrijednost hipoteze je uslovna vjerovatnoc¢a da y=1 za date karakteristike
X i parametre 0, Sto zapisujemo kao:

h,(x) = p(y =1| x;6).

Obzirom da znamo da izlaz moze uzeti jednu od dvije moguce vrijednosti y=0 ili y=1
zakljucujemo da mora biti:

h,(x) = p(y =1|x;0) =1- p(y =0| x;6)
p(y=1|x;0)+ p(y=0[x;6) =1

Za prethodnog pacijenta je vjerovatnoc¢a da je na osnovu datih osobina tumor benigan
jednaka 0.3 ili 30 %.

3 Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning



Granica odlucéivanja (engl. Decision Boundury)

Odabirom sigmoid funkcije za predstavljanje hipoteze ogranic¢ena je funkcija na
vrijednosti izmedu 0 i1 1. Medutim, i dalje je hipoteza kontinualna funkcija i moze uzeti
bilo koju vrijednost u opsegu 0-1. Dakle, da bi se izlaz povezao sa oznakama klase,
potrebno je uvesti prag koji ¢e na osnovu kontinualne vrijednosti heuristicke funkcije
izvrsiti klasifikaciju i dodijeliti posmatrani uzorak pozitivnoj ili negativnoj klasi. Ima-
ju¢i na umu interpretaciju vrijednosti heuristicke funkcije kao uslovne vjerovatnoce da
analizirani uzorak sa datim karakteristikama pripada pozitivnoj klasi, i posmatrajuéi
izgled heuristicke funkcije, Slika 3, zakljucuje se da vazi:

e za h,(x)=0.5
= 0 za h,(x) <0.5

odnosno:

1, za0'x>0
y:
0 za0'x<0

Navedeni uslov nam define$e granicu odludivanja. Svaki uzorak koji je sa gornje
strane granice odlucivanja pridruzuje se pozitivnoj klasi, dok se odbirci koji su sa druge
strane granice odlucivanja klasifikuju kao pripadnici negativne klase.

Na primjer, ukoliko imamo slucaj klasifikacije u zavisnosti od dvije karakteris-
tike i na osnovu trening podataka estimiramo parametre heuristicke funkcije, koja u
ovom slucaju ima oblik h,(x)=g(6, + &,x, +6,x,) i dobijemo vrijednosti:

granica odlucivanja bi bila:

3+ X +X, 20, +X, >3.

Ovo se moze ilustrovati kao na

Slika 4 Ilustracija granice odludivanja*

U datom primjeru, svaki uzorak koji se na osnovu svojih karakteristika nalazi sa gornje
strane granice odluc¢ivanja, proglasava se pripadnikom pozitivne klase, dok se odbirci
sa donje strane granice odlucivanja proglasavaju pripadnicima negativne klase. Ovo je

4 Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning



primjer koji sluzi kao ilustracija, dok se treba imati na umu da nakon $to se od-
rede/nauce parametri hipoteze, granica odlucivanja postaje fiksna. Granica odlucivanja
je svojstvo parametara hipoteze, a ne data seta i ne mora se crtati data set da bi se
nacrtale granice odluc¢ivanja kada se odrede parametri hipoteze.

Kod linearne regresije smo zakljucili da nam nece uvijek biti dovoljna linearna
zavisnost od karakteristika, pa smo uveli polinomijalnu regresiju, uzimajuci stepene
karakteristika kao ulazne podatke. Na sli¢an nacin, kod logisticke regresije, nece uvijek
granica odlucivanja biti definisana linearnom funkcijom. U ovom slucaju se uzimaju,
kao kod linearne regresije, stepeni karakteristika i dobija se slozenija granica od-
lucivanja.

Jedan primjer bi bila klasifikacija podataka koji su predstavljeni sa dvije karak-
teristike, Slika 5. Nakon vizuelizacije podataka, zakljuCuje se da se ne mogu razdvojiti
linearnom funkcijom, ve¢ zavise od kvadrata, ili viSeg reda analiziranih karakteristika.

Ukoliko bi se uzela zavisnost od kvadrata dostupnih karakteristika, heuristicka funkcija
bi imala oblik:

hy (%) = g (6, + 0% +0,%, + 0, +0,%; ).

Slika 5 Klasifikacija sa nelinearnom granicom odludivanja®

Za estimirane vrijednosti parametara:

1

dobijamo da je uzorak pripadnik pozitivne klase ukoliko vazi:
hy(X) = -1+ x2+x2 >0,
¢ime se definiSe granica odlucivanja kao:

X2+x2 >1.

5 Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning
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Slika 6 Ilustracija nelinearne granice odlu¢ivanja.®

U opstem slucaju zavisnost heuristicke funkcije od karakteristika analiziranog

problema mogu biti jos$ sloZenija:
he(X) = g(HO +O0 X +0,X, + ‘93)(12 + 94X12X2 +
95X12X22 + 06)(13)(2 o )

a samim tim i granica odlu¢ivanja moze biti proizvoljnog oblika. Neki od primjera
granica odlucivanja su dati na slici 7. Svi uzorci koji se nalaze unutar zatvorene krive
linije pripadaju pozitivnoj klasi, sve $to je sa njene spoljaSnje strane, predstavlja
instance negativne klase.

X2 X5

el

Slika 7 Proizvoljne granice odlu¢ivanja za slu¢aj dvije karakteristike’

Kroz prethodne primjere je ilustrovana granica odlu¢ivanja koja se dobija nakon
Sto se istrenira algoritam logisticke regresije. Postavlja se pitanje na koji nacin se vrsi
njegovo treniranje, odnosno odredivanje optimalnih vrijednosti za parametre 6, ukol-
iko imamo m oznacenih podataka u trening setu:

{(xm, yo )'(xm, y? ) , -,(x(’”), ym )}

gdje je:

6 Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning
7 Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning



Xel . X =1 ye{0,1}

i heuristicka funkcija:

1
h,(x) = — .
() 1+e >

Kod linearne regresije smo vidjeli da je optimalna vrijednost bila ona vrijednost
parametara za koje se dobija najmanja srednja kvadratna greSka. Dakle, srednja
kvadratna greSka nam je bila ukupna funkcija cijene, odnosno optimizaciona funkcija.
Pisali smo je kao:

11

3(6,,6,,0,,....0) ==

miz2 (h° )=y )2

Podsjetimo se dvojka je dodata u imenilac radi olakSavanja kasnijeg racuna, a ne utice
na minimizaciju. Usrednjavala se kvadratna greska pojedinih uzoraka definisana kao:
Cost(h, (xV), y¥) = %(he(x(") -yOy.

I dalje je srednja kvadratna greska logican izbor, ali je problem ¢injenica da bi njeno
koris¢enje rezultovalo u nekonveksnoj optimizacionoj funkciji, kada je u pitanju
logisticka regresija. Ovo bi dalje vodilo ka nemoguénosti elegantne primjene metoda
gradijentnog spusta uz garanciju konvergencije za pravilan odabir koraka ucenja.

Podsjetimo se, za razliku od nekonveksnih, konveksne funkcije nemaju lokalnih mini-
mum, ve¢ samo jedan globalni minimum.

N “non-convex”

&

NJ

v

Slika 8 Tlustracija optimizacione funkcije logisti¢ke regresije, kada bi se koristila srednja
kvadratana greska za optimizaciju parametara.?

Pokazuje se da ¢e se dobiti konveksna ukupna funkcija cijene, ako se za svaki
uzorak umjesto kvadratne greske uzme cijena definisana kao:

{—Iog(h{9 (x)) ako je y =1

COSt(hg (x),y): —log(1—h,(x)) akojey =0

Slika 9 i Slika 10 ulustruju funkcije i —log(x) i—log(h,(x)). Heuristi¢ka funkcija je u

oba slucaja prikazana na x-0si. Moze uzeti vrijednosti izmedu 0 i 1, pa je samo taj dio
negativne logaritamske funkcije od interesa. Na slici 10, koja odgovara cijeni uyorka
poyitivne klase, vrijednosti heuristicke funkcije blizu 1 se odnose na estimiranje date

8 Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning



klase kao pozitivne i ovdje se dobija cijena bliska 0, jer je mala greSka u estimaciji. Sa
druge strane, ukoliko se pozitivna klasa estimira kao negativna i dobije heuristicka
funkcija koja ima vrijednost blisku nuli, funkcija cijene uzima veoma velike vrijednosti.

loa A
vf/”—d \b
[ \g(\r\

Slika 9 log(x) i log(x)®

Ify=1

o @] 1

Slika 10 Oblik funkcije cijene za uzorak koji odgovara pozitivnoj klasi*®

Ista logika vazi i za negativnu klasu, Slika 11. Ukoliko se uzorak koji pripada negativnoj
klasi estimira ispravno dobija se heuristicka funkcija bliska nuli i njoj odgovara i mala
cijena. Nasuprot tome, ukoliko se odradi netacna estimacija i dobije se heuristi¢ka
funkcija bliska jedinici, placa se velika cijena.

.

Ify=0 |
T Sl o -433U~?)

= o i =
o \

-

Slika 11 Funkcija cijene za uzorak koji pripada negativnoj klasi'!

% Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning
10 Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning
11 Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning



Imajuci na umu da je u pitanju binarna klasifikacija i da y moze imati vrijednost
0ili 1, mozZe se pisati funkcija cijene za binarnu logisti¢ku regresiju kao:

= iZCOs t(h,(x""),y")

:—Z[ Iogh (x ) (1- y )Iog(l h(X ))]

za pozitivnu klasu i y=1 uzima se prvi ¢lan, dok je za negativnu klasu y=0 i u sumu ulazi
drugi ¢lan, dok je prvi jednak nuli.

Optimizacion funkcija za logisticku regresiju se moze statisticki izvesti koristedi
Maximum likelihood estimation princip. Smatra se da vodi ka statistic¢ki efikasnoj
procjeni parametara. Detalji ¢e se izucavati iz Teorije slucajnih procesa.

Parametre ranije definisane heuristicke funkcije logisticke regresije
odredujemo slijededi ranije uvedeni metod gradijentnog spusta. Nakon sto odredimo
parametre, za novi uzorak se isti koriste i racuna se vrijednost hipoteze, koja se tumaci
kao vjerovatnoca da je uzorak pripadnik pozitivne klase y = 1, za date parametre i
karakteristike.

Metod gradijentog spusta ima za zadatak da odredi parametre # na osnovu
karakteristika dostupnih odbiraka i njima pridruZzenih oznaka klasa, tako Sto ¢e
optimizovati funkciju cijene definisanu kao:

= lZCOSt(hH x™),y")

:—Z[ Iogh (x ) (1- y )Iog(l h(X ))]

| to tako Sto ¢e na pocetku svim parametrima dodijeliti vrijednosti nula, ili slu¢ajno
odabrane vrijednosti i do konvergencije ponavljati aZzuriranje podataka po sljedecoj
proceduri:

9,— — gj _ai\](g), 7a j=0,12,...n
26,
Razlika u odnosu na linearnu regresiju je u obliku hipoteze. Sada se koristi

sigmoid funkcija, ¢iji je gradljent

Ty S
o0 T e

79TX(

—x)

__1 . (1 _ 1% jx — h, (X)L~ b, (x))x

1+e”’ 1+e

Sada se mozZe odrediti gradijent optimizacione funkcije kao:



m i) 0) 0)
_ y (1-y™) |\ |Oh(XT) _
0, Z{hg(x() +(1—h(x<">))} Rl)

i=1

N P y") (i) (i) (1)
- h —h (
Z‘ o] (1 PP ))} (X2 =h, (x")x]

=3 (o)

Metod grupnog gradijentnog spusta se sada svodi na istovremeno azuriranje
svih parametara po sljedecoj formuli:

6.6 —a’> (h (x0)— y)x,
b aé( =y, a §=012,..n

Iako gore navedene formule izgledaju identi¢no kao za linearnu regresiju, sada
je drugaciji oblik hipoteze:
1
1+e”

h, (X) =

Prethodni algoritam se treba realizovati tako $to se azuriranje vrsi koriste¢i for-
mule u vektorskom obliku, pa ¢e biti:

0 Zze—azm:(he(x(i))— y(i))x()

gdje je:
_x((,i)_ 6
=X go|?
xréi) 0,

MozZe se i suma po m eliminisati koristeéi matri¢ni zapis kao:

0:=0—aX' (h,(X0)-y)

gdje je:
_ T
_Xl(l) Xgl) an)' —(X()) -
.
M AR

L mxn



_y mx1

Sto se ti¢e same realizacije algoritma, konvergencija se prati na isti nacin kao
kod linearne regresije. Posmatra se ponaSanje funkcije cijene u zavisnosti od broja iter-
acija. Ukoliko sa povecavanjem iteracija dobijamo da je funkcija cijene opadajuca
funkcija dobro smo odabrali korak u¢enja. Ukoliko dobijemo rastu¢u funkciju cijene u
zavisnosti od iteracija, loSe smo odabrali korak ucenja.

Ukoliko imamo vise karakteristika koje uzimaju vrijednosti iz medusobno
neproporcionalnih opsega, i ovdje ¢e skaliranje ubrzati konvergenciju. Skaliranje se
vr$i na isti nacin kao kod linearne regresije.

Kada je u pitanju racunska slozenost algoritma, najzahtjevije je §to je u svakoj
iteraciji potrebno izracunati funkciju cijene i njen gradijent — parcijalne izvode za j =
0,1,2,..N

Gradijentni spust se sa nivoa implementacije moze posmatrati kao funkcija koja
ima ulazni argument gradijent i na osnovu njega vrsi azuriranje parametara. Doduse, za
gradijentni spust je dovoljan gradijent funkcije cijene, ali se i funkcija cijene najcesce
racuna zbog pracenja konvergencije, odabira koraka ucenja i slicno.

Postoji veliki broj sofisticiranijih algoritama za realizaciju logisticke regresije i
optimizaciju parametara. Neki od njih su:

e Conjugate gradient
e BFGS
e | -BFGS

Prednosti navedenih algoritama su cinjenice da nema potrebe za rucnim odredivanjem
koraka ucenja o1 Najcesce su brzi od metoda gradijentnog spusta. Sa druge strane ovi
algortimi su kompleksni su za implementaciju, ali postoji veliki broj biblioteka koje
nude implementiranu verziju ovih metoda. Treba provjeriti koja biblioteka nudi dobru
realizaciju.

Viseklasna klasifikacija

Do sada je posmatrana binarna klasifikacija, medutim, ¢esto imamo potrebu
izvrsiti klasifikaciju u vedi broja klasa, tzv. viseklasnu ili multiklasnu klasifikaciju. Veliki
je broj primjena ovakve klasifikacije, a moze se i posmatrani primjer klasifikacije poste
prosiriti tako da Zelimo dolaznu postu klasifikovati u: poslovnu, privatnu-prijatelji,
privatnu — porodica, hobi,....

Kada imamo veci broj klasa imamo i viSe vrijednosti za oznake uzoraka, pri
¢emu svaka oznacava pripadnost jednoj klasi. Na primjer, za Cetiri klase oznake bi bile:
y=1ly=2,y=3y=4
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Slika 12 llustracija klasifikaciji u: dvije klase (lijevo), tri klase (desno)*?

Za viseklasnu klasifikaciju koristi pristup jedan naspram svih, engl. one versus
all. Ovaj problem posmatramo kao tri odvojena problema binarne klasifikacije tako Sto
kreiramo tri nova trening seta — za svaku klasu po jedan. Trening setovi se kreiraju tako
Sto klasa za koju se vrsi klasifikacija predstavlja pozitivne primjere y = 1, a ostale klase

negativne y = 0, Slika 13.

engl. one versus all

F

X

X

o5o

A
AN Xy x

X1
Class1: /A

Class2: O
Class 3: X

A 4

Slika 13 llustracija principa jedan naspram svih*3

Nakon formiranja Zeljenog broja setova za treniranje za svaki od njih se
pokrene binarna klasifikacija i optimizacija funkcije cijene. Za novi uzorak se racunaju
sve naucene heuristicke funkcije i uzorak se pridruzuje onoj klasi za koju se dobije
najve¢a vrijednost heuristicke funkcije — vjerovatnoée da uzorak sa datim

karakteristikama pripada klasi.

Dakle, ukoliko imamo K klasa. Treniranje vrsimo tako da dobijemo K heurstickih

funkcija:

12 Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning
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hy (x)=p(y=ilx0) i=123,..,K

Nakon treniranja, za novi ulazni podatak x kao predikcija se uzima klasa koja
ima maksimalnu vrijednost heuristicke funkcije:

max hy’ (x).
Dakle, bira se klasa kojoj novi podatak pripada sa najve¢om vjerovatnoéom.

Pretjerana prilagodenost modela podacima

Pokazali smo da se i kod linearne i kod logisticke regresije mogu vrsiti sloZzenije
procjene tako Sto ée se uzeti u obzir veéi stepen polinoma prilikom definisanja
heuristi¢ke funkcije. Takode, posmatrali smoi proizvoljan broj karakteristika kojima se
opisuje posmatrani problem. MoZe djelovati da se sa povecanjem stepena polinoma
kojim se modelira neka funkcija, granica odlucivanja, odnosno sa povecanjem
karakteristika dobija bolja klasifikacija i da vazZi pravilo Sto vise, to bolje. Medutim, nije
uvijek tako.

Na slici 14 je data ilustracija slucaja kada je kod linearne regresije uzet linearni
model zavisnosti, koji je nedovoljan i dovodi do premale (engl. underfit) prilagodenosti
modela podacima i velikog bijasa (lijevo), optimalne prilagodenosti (sredina) i
prevelike prilagodenosti (engl. overfit) podacima, koja dovodi do velike varijanse
(desno). Naime, iako bi se za red polinoma koris¢en za dobijanje desne slike dobila
najmanja funkcija cijene, raCunata kao srednja kvadratna greska, prilagodenost
modela podacima na kojima je treniran bi bila prevelika i rezultovala bi u velikoj gresci
prilikom primjene na nove podatke kojih nije bilo u trening setu.

Price
Price
Price

Size Size Size
Slika 14 llustracija uticaja prilagodenosti modela podacima'*

Pretjerana prilagodenost podacima — overfitting se javlja kada koristimo veliki
broj karakteristika (ili veéi stepen polinoma), tako da se hipoteza u toku ucenja jako
dobro prilagodi podacima iz trening seta i da malu funkciju cijene:

: Cmin LN Oy _ v\ -
memJ(e)_mJan;(he(x )-y?) =0,

ali slabo vrsi generalizaciju i daje veliku gresku kada se primijeni nad novim podacima.

Do pretjerane prilagodenosti podacima moze doci i kod klasifikacije,

14 Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning



ho(x) = g(6 + 0121 + 0222) g(Bp + 0121 + Oy g(00 + 0171 + Ooxf -

( g = sigmoid function) +037 + 0423 N +():“r:-)‘rf-’ T ()"-J—AI".-)"%
< +0sT122) +95.1_'_T__.1'2_§ + ()b‘.l'f‘l"_g +...)

- .

Slika 15 Ilustracija uticaja prilagodenosti podacima kod klasifikacije: premala (lijevo), opti-
malna (sredina), prevelika (desno).®

Pretjerana prilagodenost podacima se mozZe sprijeciti na vise nacina. Prvi koji
se namece jeste da se smanijiti broj karakteristika, odnosno red polinoma, kada se utrdi
da je doslo do pretjerane prilagodenosti. Ovo se moZe uciniti na dva nacina, i to ru¢nim
uklanjanjem karakteristike za koje mislimo da dovode do pretjerane prilagodenosti (ali
odbacujemo dio informacija) i koriS¢enjem algoritama za automatsku selekciju modela
— ucicete naredne godine. Princip koji se cesto koristi u masinskom ucenju je
automatizovan i naziva se regularizacija. ldeja regularizacije je da se zadrie sve
karakteristike, ali smanji vrijednosti parametara koji odreduju koliko koja
karakteristika doprinosi predikciji. Dobro funkcionise kada imamo veliki broj
karakteristika i svaka pomalo doprinosi predikciji izlazne vrijednosti y.

Posmatrajmo jedan primjer u kojem smo zakljucili da smo previse prilagodili
hipotezu podacima i Zeljeli bismo da smanjimo uticaj ¢lanova treceg i Cetvrtog reda na
nju:

h (X)=6, +O,x+ 6, +6,x°

Ali ne Zelimo da u potpunosti odbacimo ove ¢lanove, moZzemo modifikovati
funkcije cijene na sljedeéi nacin:

. O L . N2
_ = My _ 0 . .
mJnJ(e)_mJn[ZiZ_l:(he(x )-y ) +1000- 6, +1000 494}

Kako bi modifikovana funkcija cijene postala bliska nuli, moramo smanjiti
vrijednost dodatih ¢lanova, a to moZzemo uciniti tako Sto ¢emo odabrati jako male
vrijednosti za 6,i 6,, tako da se dobije funkcija koja je bliska kvadratnoj, ali i dalje na

njen oblik utic¢u ¢lanovi treceg i ¢etvrtog reda.

Ovaj se pristup moZe generalizovati. Polazi od ideje da se dobiju manje
vrijednosti za parametre 6,i=1,2,...,n, jer se tako dobijaju jednostavnije hipoteze i
manja je moguénost da se dobije pretjerano prilagodavanje podacima — overfitting.
Manje vrijednosti parametara se dobijaju modifikacijom funkcije cijene, tako da se
svaki parametar smanji, jer ne znamo koja je karakteristika uzrokovala pretjeranu
prilagodenost. d, se po konvenciji ne regularise.

15 Slika preuzeta sa https://www.coursera.org/learn/machine-learning



Sada se optimizacija parametara za linearnu regresiju, uz regularizaciju vrsi
minimizacijom modifikovane optimizacione funkcije:

J(0) = %{i(h‘)(x(i))_ y(i))z +/1-Z“:0j2}'

i=1
gdje je A - faktor regularizacije.

Ovako definisanom optimizacionom funkcijom se postize regulisanje uticaja
dva ¢lana na funkciju cijene Cime se postizu dva cilja. Minimizacija prvog ¢lana
obezbjeduje malu gresku i dobro prilagodavanje podacima iz trening seta, a drugog
zadrzavanje malih vrijednosti za parametre i dobru generalizaciju — izbjegavanje
pretjerane prilagodenosti podacima iz trening seta.

Faktor realizacije igra klju¢nu ulogu u procesu regularizacije i prilikom njegovog
odabira mora se voditi racuna o tome da se za velike vrijednosti faktora regularizacije
mora odabrati jako mala vrijednost za svako &, kako bi se funkcija cijene odrzala
malom. To vodi do zaklju¢ka da @ ne smije biti previSse malo, jer ¢e se dobiti slaba
prilagodenost podacima — underfitting. Svi ¢e parametri ée biti bliski nuli. S druge
strane premala vrijednost faktora regularizacije ¢e voditi do slabe regularizacije i
velikog uticaja karakteristika/polinoma, sto moze voditi ka prevelikoj prilagodenosti
modela podacima. Odabir faktora regularizacije je kompromis.

Kada se uzme u obzir regularizacija metod gradijentog spusta se mora
modifikovati, tako da se posmatra novodefinisana funkcija cijene, pa ¢e se do
konvergencije ponavljati aZzuriranje podataka:

TrE

1 i) i) '
By =6y — « m thﬂ(l‘-{”} - y{”)xaﬂ

i=1

1 . ) 2 o
!9_;,- = HJ- — |:(_ Z{hg(.r'lij] — y(”}x; ) + — 9_}] Je= {1 2...?1}

m < m
i—=1

| prilikom rjeSavanja linearne regresije koris¢enjem normalne jednacine mora se
izvrsiti regularizacija, pa su modifikovane formule:

0=(X'X+4l) X'y
gdje je:

0

L An+Ixn+1 .



| kod logisticke regresije ¢e regularizacija promijeniti nacin azuriranja podataka, pa se
moifikuje model gradijentnog spusta tako da se odvoji azuriranje 6, od azuriranja
ostalih parametara, jer se 6, ne ragularizuje. Sada se ponavlja do konvergencije
azuriranje podataka:

0, =0, —azm:(he x?)-y®)

i=1
0, =0, —O{Z(hﬂ(x“))— y?)x,® +/w“)} i=12...,n
i=1

Dok je funkcija cijene:
m n
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