Sluc¢ajni procesi

Regresiona analiza (nastavak). Osnovni pojmovi iz teorije vjerovatnocée. Statistika
prvog reda.

Ljubisa Stankovi¢, Milo$ Brajovi¢

Univerzitet Crne Gore
Elektrotehnicki fakultet

Prezentacija 2

Lj. Stankovi¢, M. Brajovi¢ Slucajni procesi 13. oktobar 2023.



Regresiona analiza. Ridge regresija

Lj. Stankovi¢, M. Brajovi¢

LjubiSa Stankovi¢, Milo$ Brajovié¢

Univerzitet Crne Gore
Elektrotehnicki fakultet

Prezentacija 2

Regresiona analiza

13. oktobar 2023.



Ridge regresija

@ Regresija moZe biti generalizovana na multivarijabilni slu€aj, kada postoiji vise
od jedne nezavisne promijenljive.

@ U ovom sluéaju, odbirak signala koji se razmatra, x(n), predstavlja funkciju od
sluCajnih promjenljivih ¢, (n), 2(n), ..., ty(n), odnosno,
x(n) =x(t1(n),t2(n),...,tn(n)).
@ Regresija moze biti zapisana u obliku viSedimenzionog linearnog modela,
x(n) =aiti(n) +axtr(n) + - - +apmty(n) +€(n), n=1,2,...,N
gdje sut;(n), i =1,2,...,M, nezavisne varijable odbirka x(n).

@ Ovaj sistem jednacina moze biti zapisan u matri¢no-vektorskoj formi kao

x=Ta+ =, gdjesu:

(1) a0 n() . ) @ e(1)
x(2) 151 (2) 1% (2) oIy (2) ap ) 8(2)
x=| . |, T=] . : A= T ES]
X(N) A BN .. () an e(N)
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Ridge regresija

@ Uobicajeni cilj je minimizacija kvadrata greSke izmedu podataka x i modela Ta,
odnosno:

J(a) = ||x—Ta|3 = (x—Ta)" (x—Ta) = (x’ —a’T7)(x— Ta).

@ RjeSenje ovog problema minimizacije u smislu najmanjih kvadrata se dobija iz
dJ(a)/0al =0, u obliku:
2T (x—-Ta)=0 ili T'x=T'Ta.
@ Estimacija regresionih parametara a = [a1,ay, . ..,ay]? koji minimizuju funkciju
cijene J(a), dobija se iz:

a=(T7T)'T"x = pinv{T}x, (1)

gdje pinv{T} = (TTT)~'T” predstavija tzv. pseudo-inverziju matrice T.

@ Osijetljivost rekonstruisanih koeficijenata na slu¢ajne varijacije u podacima x(n),
uzrokovane $umom £(n), u velikoj mjeri zavisi od kondicionog broja matrice T T,
Cija se inverzija vrsi.
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Ridge regresija

@ Po definiciji, kondicioni broj proizvoljne normalne matrice A definiSe se kao:

| 7\-max |
)
| 7kmin ‘

gdje su Amax | Amin Najveca i najmanija vrijednost matrice A.

@ Matrica A je normalna ako vazi AA = AA", gdje je (-) Hermitsko
transponovanje, odnosno, transponovanje i konjugovanje matrice.

@ Za velike vrijednosti kondicionog broja posmatrane matrice T T, koji odgovara
relativno maloj vrijednosti determinante det{T” T}, mali $um &(n) u ulaznim
podacima izaziva veoma velike varijacije rezultuju¢ih parametara
a=[d),ds,...,ay|" uposmatranom modelu (tzv. ill-posed problem).

@ U cilju regularizacije inverzije (ali i ograniCavanja vrijednosti potencijalno
ekstremno velikih elemenata u inverznoj matrici), dodaje se mala vrijednost A
prije inverzije, dok se vektor parametara racuna koriséenjem

a=(TTT+A)'T x. @)

cond{A} =

@ Moze se lako pokazati da je ova forma vektora a rjeSenje minimizacije funkcije
cilene J(a) = ||x — Ta||3, kada se za koeficijente a = [a;,az,...,au]”, postavi
tzv. ograniCenje energije.
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Ridge regresija

Ogranicenje energije u minimizaciji obezbjeduje da energija vektora
a=[aj,ay,...,ay]” bude najmanja moguéa (kako bi se izbjegla pojava velikih
vrijednosti u elementima ovog vektora usljed moguce nestabilnosti inverzije
matrice T7T).

Ovo je razlog zbog kojeg se regresiona estimacija naziva i estimacija skupljanja
(engl. shrinkage estimation).

Ogranicena funkcija cijene data je sljedec¢im izrazom:

J(a) =[x —Tal[3+ 1l al 3,

gdje ||al|3 predstavlja L,-normu vektora a.

Minimalna vrijednost ove funkcije cijene se dobija iz:
dJ(a
a;T) = 21" (x—Ta) +2ha =0

u obliku datom izrazom (2).
Ukoliko je ogranicenje definisano kao L;-norma koeficijenata
a=la,a,... ,aM]T, funkcija cijene postaje

J(a) = [|x —Tal[3 +Allal]1.
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Ridge regresija

@ Za razliku od ogranicenja definisanog L,-normom, koja namece male vrijednosti
(energiju) vektora a = [ay,ay, ...,ay", ograniéenje L;-normom namecée rijetko
(engl. sparse) rieSenje za a = [a1,ay,...,ay]" (rieSenje sa najveéim moguéim
brojem elemenata u vektoru a = [a1,az, . .. ,aM]T koji su jednaki nuli).

@ Minimizacija ove funkcije cijene je poznata kao operator najmanjeg apsolutnog
skupljanja i selekcije (engl. Least Absolute Shrinkage and Selection Operator —
LASSO). LASSO rjeSenje se ne moze dobiti u zatvorenoj formi.

@ Ovaj minimizacioni problem je od klju¢nog znaéaja u oblastima kompresivnog
odabiranja i masinskog ucenja.

@ Vrsi se N = 10 mjerenja sluéajne varijable x = [x(1),x(2),...,x(N)].

@ Poznato je da je slucajna varijabla x(n) linearna funkcija od M = 7 nezavisnih
promijenljivih t(n) = [t (n),t2(n), . .. ,tm(n)].

@ Vrijednosti nezavisnih promjenljivih su date u matrici T, gdje t(n) oznacava vrste
matrice, dok je sluCajna varijabla x(n) data u vektoru x.

@ Odrediti parametre a = [a;,a, . ..,ay]” linearnog modela korig¢enjem ridge
regresije i A = 0.01.
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Ridge regresija — primjer 4

Primjer 4 — nastavak

1.1661 1.1607 0.5404 0.1656 -0.8154  -0.7506 0.4005
0.0884 0.3245 0.4657 0.0397 1.1129  -0.1554 1.1253
0.2168 0.6992  -0.2677 0.9177 -0.4409 -0.5107 -0.4384
-0.5292 0.9924 0.8458 -0.7220  -0.0592 0.9896 1.1560
T— 0.2099 0.8470  -0.5224 0.6903 0.2075 0.1795 0.5974

- -0.3515  -1.2374 0.1422 1.0570 -0.5864 0.2041 0.2922
0.6215 1.4229 0.5253 0.6104 0.3214  -1.1383 0.3013
0.7764 0.9572 0.5978  -0.3710 1.0122 -1.2106 -0.7862
-1.3638 -0.6115  -0.1246 0.1535 -0.0534 0.6406 0.3441
-0.4296  -0.7374 0.6755 0.3165 -0.3022 0.4979  -0.9710

XZ[ 3.1399, -0.9308, 0.8620, -0.9898, 0.2084, -0.1228, 0.9128, 0.5337, -2.6691, -0.5552 ]

@ Estimirani parametri linearnog modela, koji se dobijaju primjenom ridge regresije
(2), su:

a=(TTT+0.01D)'T x
= [1.9787,—0.0023, —0.0047, —0.0186, —1.0095, —0.0208, 0.006]" .
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@ LASSO minimizacija, sa istim A = 0.01, daje sljededi rezultat estimacije:
a = lasso(x,T,0.01) = [1.9767, 0, 0, 0,—0.9776, 0, 0],

‘ namecuci pritom da je najveéi mogucéi broj elemenata u vektoru a jednak nuli.
@ Zbog ovog svojstva, koje je kljuéno u kontekstu obrade rijetkih signala i kompresiv-
I nog odabiranja, LASSO minimizacija moze dati rieSenje ¢ak i kada je broj opser-
vacija manji od ukupnog broja elemenata u vektoru a.

| @ Ako zadrzimo prvih N =6 < M =7 vrsta u T i x, dobijamo
i

4 = lasso(x,T,0.01) = [1.9931, 0, 0.0004, 0,—0.9772, 0, 0] .

@ U ovom sluéaju vazi det{T” T} = 0, budu¢i da je N < M.

@ LASSO minimizaciona procedura za Lj-normu je implementirana u
Octave/MATLAB-u.

@ U naSim razmatranjima, navedeni optimizacioni pristup ¢emo koristiti ne zalaze¢i
u njegovu implementaciju.
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Polinomijalna aproksimacija

@ Specifitna forma linearne regresije je polinomijalna aproksimacija (engl.
polynomial fitting):

x(ty) = ao+arty + aot> + - +ayt +€(t,), n=1,2,...,N.

@ Ovakav oblik regresije je i dalje linearan, zato $to linearnost vazi u odnosu na
parametre modela ap,ay,...,ay.

@ Matrica nezavisnih varijabli je data u sljedeéem obliku:

1y 2 ...

1 n 3 ...
T= ,

1w 13 ...

pri éemu su svi drugi vektori, rezultati i komentari identi¢ni kao u multivarijabilnom
slu¢aju.

@ U kontekstu polinomijalnih aproksimacija, regularizaciona ograni¢enja nad
rieSenjem sprecavaju ,,preprilagodavanje” (engl. overfitting) modela i odrzavaju
niske vrijednosti parametara.
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Metod kros-validacije

@ U praksi, odredivanje najbolje vrijednosti parametra A predstavlja slozen problem.
Jedan pristup odredivanju najbolje vrijednosti A je poznat pod nazivom metod
kros-validacije.

@ Navedeni metod se sastoji od sljedecih koraka:

1. Estimacija parametara modela se radi sa unaprijed odabranim skupom
vrijednosti A, gdje se jedna ili viSe tacaka (,,x(n)) iskljucuje iz razmatranja.

2. Estimacija se ponavlja, ali uz isklju¢ivanje ostalih tacaka, jedne po jedne.

3. Racuna se ukupna kvadratna greska vrijednosti predvidenih modelom u
odnosu na izostavljene vrijednosti, za svaku razmatranu vrijednost A.

4. Najbolja vrijednost A je ona koja daje najmanju ukupnu kvadratnu gresku
predikcije.
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Vjerovatnoca

@ Teorija vjerovatnoce je naucna disciplina koja se bavi analizom sluc¢ajnih
fenomena na bazi skupa aksioma.

@ Vjerovatnoca je veliCina kojom se kvantifikuje u kolikoj mjeri je ishod odredenog
slu¢ajnog dogadaja vjerovatan, odnosno, vjerovatnoéa predstavlja kvantifikaciju
ocekivanja da ¢e se neki dogadaj desiti.

@ ZaraCunanje parametara statistike prvog reda, dovoljno je kao osnovnu
probabilisticku deskripciju poznavati vierovatnoéu ili funkciju gustine
vjerovatnoce slucajne promjenljive.

@ Pretpostavimo da slu¢ajni signal x(n) moze uzeti jednu od diskretnih vrijednosti
(amplituda) &; iz skupa A = {&;,&,,...,En}.

@ U posmatranom kontekstu, govorimo o vjerovatno¢ama da sluéajni signal x(n) u
trenutku n uzima specifi¢nu vrijednost &; iz skupa svih mogucih vrijednosti

P{x(n) =&} = Py (&)-

gdje operator P{-} oznacava vjerovatnocu odgovarajuceg dogadaja.

Lj. Stankovi¢, M. Brajovi¢ Vjerovatnoca. Statistika prvog reda 13. oktobar 2023.



Vjerovatnoca

@ Funkcija vjerovatnoée Py (&) zadovoljava sljedece uslove (aksiome teorije
vjerovatnoce):
1.0 < Py (&) < 1 zabilo koje &.
2. Zadogadaje x(n) =&; ix(n) =§&;, i;é J» koji su medusobno iskljucivi vazi:

P{x(n)=¢&ilix(n)=§;} = Py (&) + Py ()

3. Suma vjerovatnoc¢a da x(n) uzima bilo koju vruednost &, iz skupa A svih mogucih
vrijednosti & je siguran dogadaj. Vjerovatnoéa sigurnog dogadaja je jednaka 1, pa

vazi:
Z Px(n) (é) =
EeA

@ Nemogu¢ dogadaj ima vjerovatnoéu jednaku nuli.

@ Primjer signala kod kojeg su vjerovatnoce estimirane nakon eksperimenta (a
posteriori) ve¢ je prezentovan u sklopu ranijih predavanja.

@ A posteriori vierovatnoca da signal x(n) uzima vrijednost &; je definisana kao
odnos izmedu broja pojavljivanja Ng, dogadaja x(n) = &; i ukupnog broja
sprovedenih eksperimenata N:

N;
(&) = =

za dovoljno veliko N i Ng,.
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Vjerovatnoca

U nekim slu¢ajevima, moguce je odrediti vjerovatnoc¢u dogadaja prije nego $to se
eksperiment sprovede.

Na primjer, ako je signal jednak broju koji se pojavljuje prilikom bacanja kocke,
(gdje je pretpostavljeno da su sve strane kocke ravnopravne), tada taj signal
moze uzeti jednu od vrijednosti iz skupa &; € A = {1,2,3,4,5,6}.

U ovom slucaju, vjerovatnoca svakog dogadaja je poznata unaprijed (a priori), i
jednaka je P(§;) = 1/6.

Nezavisnost. Dva dogadaja (dva slu¢ajna odbirka signala) su nezavisni jedan od
drugog, ukoliko vjerovatnoca da se jedan dogadaj desi (da jedan odbirak uzme
slu€ajnu vrijednost) ne utice na vjerovatnocu da se desi drugi dogadaj (ne utiCe
na vrijednost drugog odbirka signala). Ako su signali x(n) i x(m) statisti¢ki
nezavisne slucajne varijable, tada

P{x(n) =& ix(m) =&;} = Py (&) Pem) (&)

Iskljucivost. Dva slucajna dogadaja su medusobno |skljuéiva ukoliko se ne mogu
desiti u isto vrijeme. Ako su vrijednosti signala x(n) = &; i x(n) = £; medusobno
iskljucivi dogadaiji, tada, prema osobini (2) vazi:

P{x( =&;ilix(n) ﬁj} P E_u + Py (?;])
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Vjerovatnoca — primjer

Razmatra se slu€ajni signal Cije su vrijednosti jednake broju koji se pojavljuje pri
bacanju kocke. Skup mogucih vrijednosti signala je & € A = {1,2,3,4,5,6}.
o Odrediti vierovatno¢u da odbirak signala uzme vrijednost x(n) = 2 ili vrijednost
x(n) =5, odnosno P{x(n) =2 ili x(n) = 5}.
@ Odrediti vjerovatnocu da odbirak signala u trenutku n uzme vrijednost x(n) = 2 i
da pri sliede¢em bacanju signal uzme vrijednost x(n+ 1) = 5, odnosno

P{x(n)=2ix(n+1)=5}.

@ Dogadajida x(n) =2ix(n) =5 sumedusobno isklju€ivi. Stoga, vjerovatnoc¢a dva
isklju¢iva dogadaja jednaka je sumi njihovih pojedina¢nih vjerovatnoca,
. 1 1 1
P{x(n) =2ilix(n) = 5} = Px(n) (2) +Px(n) (5) = 5 + 6 3
o Dogadaji da x(n) = 2 i x(n+ 1) = 5 predstavljaju statistiCki nezavisne dogadaje.
U ovom slucaju vazi:
11
66 36
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Uslovna vjerovatnoéa

@ Uslovna vjerovatnoca je vjerovatnoé¢a da se dogadaj A desi, pod uslovom da se
drugi dogadaj B ve¢ desio. Vjerovatnoca dogadaja A, pod uslovom da se desio
dogadaj B se kratko zapisuje u formi P(A|B).

@ Vjerovatnoc¢a da su se desila oba dogadaja A i B je:

P{AiB} = P(A|B)P(B),

gdje je P(B) vjerovatnoca da se desio dogadaj B, dok P(A|B) oznatava
vjerovatnoc¢u da se dogadaj A desio pod uslovom da se dogadaj B ve¢ desio.

Pretpostaviti da je duZina slu¢ajnog signala x(n) jednaka N, a da je I odbiraka
osStec¢eno ekstremno jakim Sumom. Neka se kao skup mjerenja (opservacija) uzima
podskup od M < N slucajno pozicioniranih odbiraka signala.
@ Koja je vjerovatnoéa da u skupu od M slu¢ajno pozicioniranih odbiraka signala
nema odbiraka koji su oSte¢eni jakim Sumom?
@ Akoje N =128,1=16,i M = 32, odrediti koliko se skupova od M odbiraka, koji
ne sadrZe nijedan odbirak koji je oStecen jakim Sumom, moze ocekivati u 1000
realizacija (pokusaja).
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Primjer 2 — rjeSenje

@ Vjerovatnoc¢a da prvi slu¢ajno odabrani odbirak nije osteéen jakim Sumom moze biti iz-
raGunata kao a priori vierovatnoca,
N-1I
P(1)=P(B) = ——
(1) = P(B) = —

‘ buduéi da postoji N odbiraka i da je njih N — I neo$te¢eno (od strane Suma).
@ Nakon Sto se odabere prvi odbirak bez Suma, u preostalih N — 1 odbiraka, postoji tacno
I N — 1 —1 odbiraka koji su neosteéeni Sumom. Vjerovatno¢a da se odabere odbirak bez

$uma je sada P(A|B)=(N—1—1)/(N—1).
@ Vjerovatnoca da drugi slu¢ajno odabrani odbirak nije oStec¢en jakim Sumom, pod uslovom
da prvi odabrani odbirak nije oste¢en, jednaka je proizvodu vjerovatnoéa
N—1—-1I N—-1I
P(2) =P(A) = P(A|B)P(B) = ~N-1T N
Ovdje se koristi svojstvo uslovne vjerovatnoce.

@ Dalje se nastavlja proces slu¢ajne selekcije odbiraka. Na isti nacin se moze odrediti vjero-
vatnoéa da svih M slu¢ajno odabranih odbiraka nijesu pod uticajem jakog Suma kao:

N—IN—1—-1 N—M-1)—1 MIN_]—i
P(M) = W-1) i

N N-1 T N-M-1) :g N—i

1

@ Za N = 128 odbiraka signala, sa I = 16 odbiraka osteéenih Sumom, vjierovatno¢a da M = 32
slu€ajno selektovanih odbiraka nije o$te¢éeno Sumom jednaka je P(32) = 0.0071.
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Primjer 2 — rjeSenje

@ Ako se ista procedura sa selekcijom M = 32 odbirka ponovi 1000 puta, mozemo ocekivati
‘ P(32) x 1000 =17.1,
Sto je oko 7 realizacija u kojima nijedan od M odbiraka signala nije zahvaéeno Sumom.
Jedna realizacija bez oSte¢enja Sumom se ocekuje na svakih 140 realizacija.
@ U literaturi, moze se naiéi na sljedec¢i proracéun ocekivanog broja iteracija neophodnih da
I bi se doslo do realizacije bez Suma.
@ Vjerovatnoca da je jedan odbirak bez Suma (inlier) jednaka je (N —I)/N. Zatim se pretpo-
stavlja da ova vjerovatno¢a moze da se iskoristi za M odbiraka (odbirak se vra¢a i moze se
I opet birati).
@ Vjerovatno¢a da je najmanje jedan odbirak oStecen jakim Sumom u ukupno M odbiraka je
I [1—((N=1)/N)M].

Najzad, vjerovatno¢a da se dobije realizacija bez jakog Suma u ukupno N;; takvih pokusaja

(=M ghiee Ny — —— =P

In(1—((N=1)/N))M)’
@ Navedeni proracun je tatan ako je (N—1—M)/(N—M) ~ (N —1I)/N, inaCe se umjesto
((N—1)/N))™ mora koristiti
MAN—T—i

i=0 —!
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Bajesova teorema

@ Razmatraju se dva dogadaja A i B. Bajesova relacija se dobija iz vijerovatno¢e
da se dese oba dogadaja:

P{AiB} =P(A|B)P(B) =P{BiA} = P(B|A)P(A).

ao: P(B|A)P(A
p(alg) = PEAPEA)
P(B)
@ Pretpostavimo sada da se posmatra N moguc¢ih dogadaja A;,i =1,2,...,N.
Tada vazi: ANP(A
P(B|A;)P(A;
P(B)

@ Pretpostavimo dalje da su dogadaji A;, i = 1,2,...,N nezavisni i iscrpni.

@ Navedeno zna€i da dva dogadaja A; i A;, i # j, ne mogu da se dese istovremeno
(nezavisnost) i da jedan od dogadaja A;,i =1,2,...,N, mora da se desi
(iscrpnost). U tom sluéaju, moZe se pisati

P(B) =P{Bi (siguran dogadaj)} =P{Bi (A il A2 ili ...An)}
= P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) + - - + P(B|AN)P(An).
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Bajesova teorema

@ Bajesova teorema je data izrazom:
P(B|A;)P(A;)
(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) + -+ P(B|AN)P(AN)

@ Posto je Bajesovski pristup od velikog znacaja u savremenoj obradi podataka, u
nastavku ¢e mu biti posveéeno viSe detalja.

P(Ai|B) = 2

1. Dogadaj B je pretpostavljen (dokaz se desio). Vjerovatnota P(B) pokazuje
koliko je vjerovatan pretpostavljeni dogadaj (dokaz) pod uslovom svih mogucih
dogadaja (hipoteza) A;. Navedeno se moze zapisati u obliku

P(B) = P(B|A1)P(A1) + P(B|A2) P(A2) + - + P(B|AN)P(AN)

2. Specificni dogadaj A; se naziva hipoteza, pretpostavljaju¢i da se dogadaj B
desio. Vjerovatnoca P(A;) pokazuje koliko je vierovatan dogadaj A; (hipoteza),
nezavisno od toga da li se dogadaj B desio.

3. Vjerovatnoca P(B|A;) pokazuje koliko je vjerovatan dogadaj B (dokaz), pod
uslovom da se dogadaj A; desio (tj. pod uslovom da je hipoteza tacna).

4. Rezultat P(A;|B) je vierovatnoca dogadaja A; (koliko je vierovatna hipoteza A;) uz
¢injenicu da se dokaz B desio.
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Bajesova teorema — primjer

Razmatraju se Cetiri slike, oznatene sa Ay, A, Az, i A4. U dvije slike (A; i A2) postoji
20% crvenih piksela, u trecoj slici (Az) postoji 30% crvenih piksela, dok u Eetvrtoj slici
(A4) postoji 50% crvenih piksela. Bira se slu¢ajno jedna slika i posmatra se jedan njen
piksel. Odabrani piksel je crvene boje (dokaz B). Koja je vjerovatnoc¢a da je odabrana
slika A4?

@ Vjerovatnoc¢a da je slika A4 odabrana (hipoteza A4) kada se crveni piksel dobija
kao dokaz (oznaceno kao B) jednaka je:

P(B|A4)P(A4)
(B|A1)P(A1)+P(B|A2)P(A2)+P(B|A3)P(A3)+P(B|A4)P(A4)
@ Vjerovatnoca da je dobijen crveni piksel, u oznaci P(B), pod uslovom da su se

desili svi moguci dogadaiji (hipoteze) A;, i = 1,2,3,4, data je izrazom:

P(A4|B) =

P(B)=P(B|A1)P(A1)+P(B|A2)P(A2)+P(B|A3) P(A3)+P(B|A4) P(Aq)
201,201 301 501

e e A 3

~ 100 4+100 4+1004 1004
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Primjer 3 —rjesenje

@ Ova vjerovatnoca je dobijena kao suma po svim dogadajima A;, i poznata je kao
I marginalna vjerovatnoca.
@ Vjerovatnoéa da se desila hipoteza A4, nezavisno od boje piksela (nezavisno od
dogadaja B) je
P(A4) =1/4=0.25,
‘ buduci da postoje Cetiri slike, Ciji je izbor jednako vjerovatan, P(A}) = P(A;) =
P(A3) = P(A4) = 1 /4.

@ Vjerovatnoéa P(B|A4) govori koliko je vierovatan dogadaj B (dokaz u vidu crvenog
piksela), pod uslovom da se dogadaj A4 desio (hipoteza da je Cetvrta slika ve¢
odabrana). Njena vrijednost je

50
100
buduéi da je 50% crvenih piskela u slici A4.

@ Rezultujuca vjerovatnoéa da je slika A4 odabrana, pod uslovom da se dogadaj B

‘ desio (crveni piksel se pojavio) je jednaka:

P(B|A4) = —= =0.5,
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Bajesova teorema — primjer

Razvijen je sistem za testiranje virusa, za koji je poznata ocekivana pouzdanost.
Vjerovatnoca korektnih pozitivnih ili negativnih rezultata za testiranu osobu je veoma
visoka, i jednaka je 0.978. Vjerovatnoc¢a pogresno pozitivnog (engl. false-positive)
rezultata (testirana osoba nema virus, ali je test pozitivan) iznosi Pr+ = 0.018.
Vjerovatnoc¢a pogre$no negativnog (engl. false-negative) rezultata (testirana osoba
ima specificirani virus, ali je rezultat negativan) je Pr_ = 0.004.
@ Koliki je ocekivani broj pozitivnih rezultata na 1000 testiranih osoba iz zemlje u
kojoj je ocekivani broj osoba zarazenih virusom:

@ 1 na 1000 osoba (p = P(V) = 1073);

@ 1na 10,000 osoba (p = P(V) = 10~%);

@ 1.75na 100 osoba (p = P(V) = 0.0175); i

@ 25 na 100 osoba iz odabranog skupa za testiranje (koji je formiran na bazi prethodne

evaluacije drugih simptoma)?

@ Slucajno odabrana osoba se testirala na virus i rezultat je pozitivan. Odrediti
vjerovatno¢u da je ova osoba zarazena virusom u sva Cetiri prethodna slu¢aja.

Lj. Stankovi¢, M. Brajovi¢ Vjerovatnoca. Statistika prvog reda 13. oktobar 2023.



Primjer 4 — rjeSenje

@ Vjerovatnoca pozitivnog rezultata je jednaka sumi vjerovatnoce da testirana osoba
nema virus i da je rezultat pozitivan, (1 — P(V))Pr, i vierovatnoc¢e da osoba ima
virus i da je rezultat pozitivan, P(V)(1 — Pr_).

I @ Navedeno znaci da je test sluéano odabrane osobe pozitivan sa vjerovatno¢om
P(+)=(1=P(V))Pry+P(V)(1 =Pr_) = (1= p)Pr++ p(1—Pr_).

@ Za dati ocekivani broj osoba zarazenih virusom, p = P(V'), dobijamo:

@ P(+)=0.019, sto znadi da ¢e biti 10 pozitivnih rezultata na 1000 testiranih osoba,
iako je ocekivani odnos 1 na 1000, u ovom slucaju. Stoga, vecina rezultata testa ¢e
biti pogresno pozitivna.

@ P(+)=0.0181 potvrduje da pogre$no pozitivni rezultati ponovo dominiraju u testu.

@ U ovom slucaju, dobija se P(+) = 0.035, $to znaci da polovina pozitivnih rezultata
odgovara osobama koje su kontaminirane virusom, buduc¢i da bi ova vjerovatnoca, sa
idealnim testom, znacila da je 3.5 od 100 osoba kontaminirano.

@ Za odabranu grupu osoba sa simptomima, sa relativno visokom vjerovatnocom da su
zarazeni virusom, dobija se vjerovatnoc¢a P(+) = 0.2625, $to znaéi da je poklapanje
sa ocekivanim brojem kontaminiranih osoba visoko.

@ Zaklju¢ak je da nasumicno testiranje (engl. random screening) populacije ne moze
dati zadovoljavajuce rezultate ukoliko je vjerovatnoca pojave virusa mala a test nije
idealan (ako test ne daje nula pogres$no pozitivnih i negativnih ishoda).
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Primjer 4 — rjeSenje

@ Testiranje treba raditi na prethodno odabrani skup ljudi. Ovaj zaklju€ak je jo$ jasniji u kon-
I tekstu Bajesove analize, date u nastavku.
Kada se slu¢ajno odabrana osoba testira, i rezultat je pozitivan, tada je a posteriori vje-
rovatno¢a dogadaja da je osoba kontaminirana virusom, ukoliko je test pozitivan, P(V|+),
jednaka:
P(+IV)P(V) (1-Pr)P(V) (1—Pr)p

PV =0y = PP T POV) (U~ Br ) (1= p)Prs+p(1—Pr )’

)
gdje je P(+|V) vjerovatnoéa pozitivnog testa, ako je osoba kontaminirana virusom, p =
P(V) je vierovatnoca da slucajna osoba ima virus, dok je P(+) vjerovatnoca da je rezultat
testa pozitivan, uklju¢ujuéi oba slu€aja da osoba ima i da osoba nema virus.

@ Za tri razmatrana slucaja, vrijednosti vierovatnoée P(V|+) su: (a) P(V|+) = 0.0525, (b)
P(V|+) =0.0055,i (c) P(V|+) = 0.4964.

@ (d) Za odabrani skup osoba sa znacajnom vjerovatno¢om da su kontaminirani virusom,
dobija se P(V|+) = 0.9486, $to znadi visoku pouzdanost testa (ako je test pozitivan osoba
je kontaminirana).

@ Ovi rezultati potvrduju zakljuCaka da slucajno testiranje osoba ne treba raditi, osim ukoliko

je vierovatnoca pojave virusa kod testiranih osoba povec¢ana usljed drugih simptoma, $to

znadi da ¢e skup testiranih osoba imati virus sa zna¢ajnom vjerovatno¢om.
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Srednja vrijednost i varijansa

@ Vidjeli smo da se srednja (prosjec¢na) vrijednost racuna za skup dostupnih
uzoraka eksperimenta, te da je kao takva slu€ajna po svojoj prirodi.

@ Ukoliko je dostupan probabilistiki opis slu¢ajne varijable (signala), tada je
moguce predvidjeti srednju (prosje€nu) vrijednost signala bez koris¢enja njegovih
specificnih realizacija, odnosno, bez eksperimenata sa slucajnim pokusajima.

@ Ovakva, analiticki dobijena, srednja vrijednost, poznata je pod nazivom
ocekivana vrijednost i predstavlja pravu srednju vrijednost, koja bi se dobila na
osnovu velikog broja eksperimenata. Ona je deterministic¢ka veli¢ina.

@ Ocekivana vrijednost signala x(n) se ratuna kao suma po skupu dostupnih
amplituda, & € A = {&,,&,,...,Ey}, sa odgovarajuéim vjerovatnocama kao
tezinskim koeficijentima te sume, odnosno:

px(n) = B{x(n)} = ) &Py
EcA

@ Varijansa odbirka slu¢ajnog signala x(n) koja uzima vrijednosti § iz slu¢ajnog
skupa A = {§;,&2,...,En}, sa poznatim vjerovatno¢ama, Py, (&), definise se
kao

o3 (n) = B{|x(n) —e(n) P} = QZ & — 1) P (8)-
cA
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Srednja vrijednost i varijansa — primjer

Sluéajni signal x(n) moze uzeti vrijednosti iz skupa & € A = {0, 1,2,3,4,5}. Poznato je da je za
k=0,1,2,3,4 vierovatnoca da je x(n) = k dva puta veca od vjerovatnoce da je x(n) = k+ 1.
Odrediti vjerovatnoce Py(,) (k) = P{x(n) = k}. Odrediti oéekivanu vrijednost i varijansu
posmatranog slu¢ajnog S|gnala

@ Pretpostavimo da je P{x(n) =5} = A za k = 5. Tada su vjerovatnoce da x(n) uzima vrijed-
nosti k predstavljene u donjoj tabeli:

&=k 0 1 [ 23] 45
Py (&) =P{x(n) =k} | 324 | 16A [ 8A | 4A [ 24 | A

@ Konstanta A se moze odrediti iz
Z Py (&) = 1.

Njena vrijednost je A = 1/63. Sada imamo:

. 19\ 2 626
— = ka i oln)=or=Y (kfﬁ) Py () = 147
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Funkcija gustine vjerovatnoce

Ako slu€ajni signal moze uzeti kontinualne vrijednosti po amplitudi, tada se ne
moze definisati vierovatnoc¢a da odbirak signala x(n) moZe uzeti jednu egzaktnu
vrijednost amplitude &.

U ovom sluéaju, koristi se funkcija gustine vjerovatnoce p,,(§) (engl.
probability density function).

Ova funkcija defini$e vierovatno¢u da n-ti odbirak signala x(r) uzima vrijednost
unutar infinitezimalno malog intervala d& oko &,

P{E < x(n) <E+d&} = px(n) (§)dS.

Funkcija gustine vjerovatnoée DPx(n) (&) posjeduje sliede¢a svojstva:
1. Nenegativnost, p(,) (&) > 0 za bilo koje §
2. Posto je P{—o < x(n) < oo} = 1, to mora vaziti:

/ Pa(n)(§)dE = 1.

Vjerovatnoca da je vrijednost signala x(n) unutar intervala a < x(n) < b je data
izrazom:

P{a<x(n) <b}= /ab Pa(n) (E)dE
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Funkcija gustine vjerovatnoce

@ Kumulativna funkcija raspodjele (engl. cumulative probability distrubution —
CDF) F,(x) se definiSe kao vjerovatnoca da je vrijednost signala x(n) manja od ¥,

X
FO) =P <0} = [ pan (@)
@ Ocigledno, vazi limy_, o Fy()) = 0, limy—, 4 Fx()) = 1, kao i:

Pla<xn) <) = [ pn(©aE = Eb) - F(a)

gdje je Fy(b) > Fy(a) za b > a.
@ Kumulativna funkcija raspodijele je neopadajuca funkcija.
@ Funkcija gustine vierovatnoce py(y,) (€) je jednaka izvodu funkcije raspodjele

F(8): JF
Px(n) (E.») = ;é&)

@ Ocekivana vrijednost sluc¢ajne varijable x(n), &iji odbirci uzimaju kontinualne
vrijednosti amplitude, moZze se izraziti preko funkcije gustine vjerovatnoce:

) = E{x(0)} = [ Epu B,
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Funkcija gustine vjerovatnoce

@ Za sluCajne signale Ciji odbirci uzimaju kontinualne vrijednosti amplitude
varijansa se definiSe izrazom:

Oxn) = [ (&= smln) ) ©)E,

gdje je px(n)(E) funkcija gustine raspodjele.

Razmatra se realni slu¢ajni signal x(n), &iji su odbirci uniformno distribuirani na
intervalu —1 < x(n) < 1.

@ Odrediti o¢ekivanu vrijednost i varijansu odbiraka signala x(n).

@ Signal y(n) se dobija kao y(n) = x*(n). Odrediti o&ekivanu vrijednost i varijansu
signala y(n).

@ Buduci da je slucajni signal x(n) uniformno distribuiran na intervalu —1 < x(n) < 1,
njegova funkcija gustine vjerovatnoce je data izrazom:

A za-1<¢&<1
px(")(a)_{ 0 drugdje.
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Primjer 6 — rjesenje

I @ Vrijednost konstante A, A = 1/2, se moZze jednostavno dobiti iz [, py)(§)dE =
1.
@ Ocekivana vrijednost i varijansa su date izrazima:

n) = [ Zﬁl’xm)(ﬁ)di = [ lé&dg —0,
2 (n) :/_i(éfﬂx(n))sz(n)(ﬁ)dg :/_léﬁzdé_, _ %

@ Vjerovatnoca da amplituda signala y(n) nije veca od pretpostavljene vrijednosti %,
predstavlja, po definiciji, distribuciju vierovatnoc¢e za y(n). Ona je data sljede¢im

izrazom:
Fy(x) = P{y(n) <x} = P{x*(n) <%} = P{—vx < x(n) < V/x}
0 zay <0 0 zax<O0
= ffp”(é)di za0<y<l ={ X za0<y<l
zay > 1 1 zay>1,

posto je y(n) <y, kada x*(n) < ¥, kao &to je ilustrovano na slici (naredni slajd).
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Primjer 6 — rjesenje

2 2 2 T
P{z(n)* < x} P{a(n)® < x} P{z(n)* < x}
15 L5 L5 - -
x>1
1 ) 1 ) 1 v
2%(n) 2%(n)
0.5 0.5 0.5
0 0 NAr<x<i]
X<0 : :
0.5 0.5 —VX: VX 0.5
1 3 o : : 13 . 13
1 0 1 1 0 1 1 0 1

Slika: llustracija radunanja distribucije vjerovatnoée F,(x) za y(n) = x*(n) i —1 < x(n) < 1.

@ Funkcija gustine vjerovatno¢e se dobija kao izvod od funkcije raspodjele Fy(x),

odnosno: 1
—= za0<&<L1
arE) | nE POSES
Py(n) (é) = T& =
0 inace
@ Ocekivana vrijednost i varijansa signala y(n) je:
1 1 1 1 1 1 4
o) =g = 85 zde =3 ol =0l = [[&3)pde= oo
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Funkcija gustine vjerovatnoce — primjer

@ Odrediti funkciju gustine vjerovatnoce za y(n) u slu¢aju proizvoljne monotone
funkcije y(n) = f(x(n)) &ija je inverzna funkcija f~!(y(n)) = x(n), pri gemu je
funkcija gustine vjerovatnoée od x(1) jednaka py ) (€).

@ Odrediti izraz za funkciju gustine vjerovatnoce py ) (€), ako je x(n) slu¢ajna
varijabla sa uniformnom funkcijom raspodijele unutar intervala [—m/2,7/2) dok je
y(n) = tan(x(n)), dok je odgovarajuca inverzna funkcija x(n) = arctan(y(n))?

@ Distribucija vjerovatnoce slu¢ajnog signala y(n) data je sljedec¢im izrazom:
B0 =Pl <1 = PUG0) <1 =Pl < £ 0 = [ @1

odnosno
F(X) =F(f' (X))
@ Funkcija gustine vjerovatnoce je:
dF, dF.(f! df!
i (E) = 2&) _ (J;& (®) fdg(é)‘_
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Primjer 7 — rjeSenje

@ Ova relacija se moze takode dobiti na osnovu ¢injenice da vjerovatnoc¢a u diferen-
cijalno maloj povrSini mora biti invarijantna na smjenu varijabli, tj.

|py(n)(&)d§| = |px(n) (fil (&))dfil (E.v)‘

@ Za slucajni signal x(n), sa uniformnom funkcijom gustine vjerovatno¢e unutar in-
tervala [-mt/2,m/2), slu¢ajna varijabla y(n) = tan(x(n)) je distribuirana od —eo do
oo, Njena funkcija gustine vjerovatnoce je:

Py(n)(E) = py(n)(arctan(§)) d(arcctizn(g)) _ % 1 —:éz’

posto je py(n)(§) = 1/m, za —/2 <E < /2.

@ Slucajni signal y(n) moze uzeti velike vrijednosti sa znac¢ajnom vjerovatnocom,
posto je funkcija raspodijele: F,(x) = (1/2+ arctan(y) /).

@ Slucajni signali Cija raspodjela vjerovatno¢e (CDF) nije eksponencijalno ogra-
ni¢ena, odnosno, koji imaju teze (vece) vrijednosti tzv.“repova” (engl. heavy tails),
poznati su kao signali sa heavy-tailed funkcijom gustine vjerovatnoce.

@ U ovom slu€aju, zadovolien je uslov za heavy-tailed funkciju limy_e.(Fy (o) —
Fy(x))e“* = oo za svako a > 0.
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Heavy-tailed distribucije

04
. 1+ F,(x) = § + L arctan(y)
pyw)(8) = 1@

0.3 0.8
02 0.6
0.4

0.1
0.2

¢ X
0 0
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -20 -10 0 10 20

Slika: llustracija heavy-tailed funkcije gustine vjerovatnoce Dy(n) (&) i kumulativne funkcije
raspodijele F;(), gdje je y(n) = tan(x(n)) i x(n) = arctan(y(n)).

@ Po definiciji, heavy-tailed distribucija ima ,,rep” koji je ve¢i od eksponencijalne
funkcije, odnosno, ovakva distribucija tezi nuli sporije od one koja je
eksponencijalna.

@ Heavy-tailed distribucije tipi¢no imaju viSe outlier-a sa velikim vrijednostima, $to
je proporcionalno ,,tezini“ repa, i za njih ne postoje neki momenti.

@ Neki predstavnici heavy-tailed distribucija su: Kosijeva, Studentova, LogNormal
distribucija, i druge.

@ Nasuprot njima, postoje i light-tailed distribucije, koje imaju ,,rep“ koiji je,,laksi“,
odnosno, nizi, od eksponencijalne. Primjeri su normalna i {-distribucija.
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Zdruzena funkcija gustine vjerovatnoce

@ Kao uvod u statistiku drugog reda, posmatrajmo dva signala, x(n) i y(n), sa
kontinualnim vrijednostima amplituda.
@ Vjerovatnocéa da n-ti odbirak signala x(r) uzima vrijednost unutar intervala
& <x(n) < &+d¢Eiday(m) uzima vrijednost unutar £ < y(m) < {+d(je:
P{E <x(n) <&+dg, {<y(m) <{+dC} = pyu)ym(E§,C)dEdC,

gdie j& py(n),y (§ €) zdruzena funkcija gustine vjerovatnoce.
° VJerovatnoca dogadaja a<x(n)<bic<y(m)<dije:

P{a<x(n) <b, c<ylm)<d}= /b /dpx(n),y(m)(g,c)dédc.

@ Za medusobno nezavisne signale vazi: py(u) y(m)(&,8) = Px(n) (&) Py(m) (C)-
Specijalni slu¢aj prethodnih relacija se dobija za y( )= x( )

Primjer 8

Signal x(n) je definisan kao x(n) = a(n) + b(n) +c(n), gdje su a(n), b(n), i c(n)
medusobno nezavisni slu¢ajni signali sa uniformnom funkcijom gustine vjerovatnoce
na intervalu [—1, 1). Odrediti funkciju gustine vjerovatnoce signala x(n), njegovu
srednju vrijednost i, i varijansu 6)26.

Lj. Stankovi¢, M. Brajovi¢ Vjerovatnoca. Statistika prvog reda 13. oktobar 2023. 37/42



Primjer 8 — rjesenje

I e Posmatrajmo prvo sumu dva nezavisna slu€ajna signala s(n) = a(n) + b(n).

@ Vjerovatnota da vazi s(n) = a(n) + b(n) < x moze biti izraunata na osnovu
zdruzene funkcije raspodjele slucajnih signala a(n) i b(n):

Fi(x) = P{s(n) <%} = P{—o0 < a(n) <o —o0 < a(n) +b(n) <}

= / / - n (8, 8)dEdC = /_ (pa<n>(§) /_ ):épb(,,)(C)dC)d&.

@ Sada se moze izracunati funkcija gustine raspodjele za s(n), kao izvod od Fi()),
odnosno:

. =
Psiny(X) = di;)((X) = /_w (pa(n) (@)%(/_i Pb(n)(C)dC))cK

= Pa(n) (g)pb(n) (X - &)da = Pa(n) (X) *x Pb(n) (X)7

§to znacCi da je funkcija gustine raspodjele zbira dvije nezavisne slu¢ajne varijable
jednaka konvoluciji pojedinacnih funkcija raspodijele.

Lj. Stankovi¢, M. Brajovi¢ Vjerovatnoca. Statistika prvog reda 13. oktobar 2023.



Primjer 8 — rjesenje

@ Na slican nacin, u slucaju tri signala se dobija da se funkcija gustine raspodjele

moze izracunati kao konvolucija:

Px(n) (X) = Pa(n) (X) *y Pb(n) (X) *y Pe(n) (X)a

(x+3)?
16
3
8
Px(n) (X) = ((—3)?

16
0

for =3 <y < —1
za—1<y<1
zal<y<3

za [x| > 3.

@ Srednja vrijednost i varijansa se mogu izraCunati pomoc¢u funkcije gustine raspo-
diele py(n) (%), ili direktnim putem, uz kori$¢enje svojstva linarnosti:

ux = E{x(n)} = E{a(n)} +E{b(n)} +E{c(n)} =0
o7 = E{(x(n) — mx)*} = E{(a(n) + b(n) + c(n))*}
=E{d*(n)} +E{b*(n)} + E{c*(n)} + 2 (tatth + Hattc + tpitc)

f1+1+1f1
33 3

Lj. Stankovi¢, M. Brajovi¢

Vjerovatnoca. Statistika prvog reda
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Zdruzena funkcija gustine vjerovatnoce — primjer 9

Razmatraju se dva nezavisna sluc¢ajna signala x(n) i y(n), sa funkcijama gustine
vierovatnoce py(,)(§) i py(u)(E). Novi slucajni signal se definiSe tako da uzima manju
od vrijednosti signala x(n) i y(n) svakom trenutku n, odnosno:

z(n) = min{x(n),y(n)}.
@ Odrediti raspodijelu vjerovatnoce i funkciju gustine vjerovatnoée sluc¢ajnog signala
z(n).
e Cemu je jednaka funkcija raspodjele signala z(1) ako su:

Pany (&) = ée*i/ﬁm@ | py (€)= Blyeé/ﬁyu@?

v

@ Posto slucajni signal z(n) uzima manju od vrijednosti x(n) i y(n), vierovatnoca
da je z(n) = min{x(n),y(n)} manje ili jednako od pretpostavljene vrijednosti ¥,
jednaka je vjerovatnoéi da je najmanje jedan od slucajnih odbiraka x(n) i y(n)
ispod pretpostavljene vrijednosti x:

P{z(n) < x} = P{min{x(n),y(n)} <1}
— 1= P{x(n) > % i y(n) > x} = L— P{x(n) > (}P{y(n) > 7).

Lj. Stankovi¢, M. Brajovi¢ Vjerovatnoca. Statistika prvog reda 13. oktobar 2023.



Primjer 9 — rijeSenje

@ Posto je
Plx(n) >y} =1-F(x) i P{y(n)>x; =1-F(x),
dobijamo funkciju raspodijele slucajne varijable z(n) u obliku:
F(x) = P{z(n) <y} = 1-(1=FXx)(1 -F£x)
= F(x) + F(x) — B0 F (x)-

@ Funkcija gustine raspodiele se dobija kao izvod funkcije raspodijele vjerovatnoée:

@ = ) = @)+ 1y &)~ P DB ~ E@pn )

= Px(n) () (1 = F(8)) + py(m) (1 = Fx(8))-

@ Za specifi¢ne funkcije gustine raspodjele iz postavke zadatka, dobija se:

mm@=§fww®

Z

1
sa g = B +B , posto je:

Fi(8) = (1 —exp(=&/Bx))u(8) i F(8) = (1 —exp(=&/By))u(§)

Lj. Stankovi¢, M. Brajovi¢ Vjerovatnoca. Statistika prvog reda 13. oktobar 2023.



Dodatak

Izvod integrala sa varijabilnom granicom

Napomenimo da po drugoj fundamentalnoj teoremi matematicke analize, po kojoj je
d x ; ; p ; i aliodada:
45 Jo h(t)dt = h(x), i pravilu ulan€avanja, vaZi sliedece:

(x)
%/af h(t)dt = h(f(x))f(x),

gdje je pretpostavljeno da su odgovarajuce funkcije neprekidne i diferencijabilne, dok a
predstavlja konstantu.

v

Lj. Stankovi¢, M. Brajovi¢ Vjerovatnoca. Statistika prvog reda 13. oktobar 2023.




