Slucajni procesi
Vijezbe 2

14. oktobar 2022.

Linearna regresija i ridge regresija
1. Numericki implementirati sljedeéi zadatak. Razmatra se N = 20 slu¢ajnih odbiraka signala x(z,)

[x(t1),x(t2), . ..,x(ty)]" = [6.10,3.09,3.23,6.90,3.53,3.67,3.64,3.97,3.85,4.08,
3.68,4.05,4.30,4.27,4.90,4.56,4.75,1.80,4.57,2.9]

uzetih u odgovarajué¢im sluc¢ajnim trenucima ¢,

1,12, ..., ty]T =1[0.022,0.034,0.200,0.303,0.307,0.376,0.429,0.443,0.519,0.525,
0.538,0.598,0.704,0.715,0.837,0.841,0.899,0.910,0.953,0.954].

(a) Odrediti parametre a i b linearnog regresionog modela za posmatrani skup podataka.
(b) Nakon toga, primijeniti RANSAC pristup na sljedeci nacin:
e Uzeti S =4 (slucajno) odabranih podataka n € S.

* QOdrediti parametre linearnog regresionog modela za ovaj podskup podataka.

» Ukoliko je broj tacaka unutar opsega definisanog rastojanjem d = 0.25 od linije modela
manji od unaprijed zadate vrijednosti 7 = 10, odabrati novi (slu¢ajni) podskup S i
postupak ponavljati dok se ne dobije Zeljeni rezultat.

» Ukoliko broj tacaka unutar opsega od interesa nije ispod 7' = 10, iskoristiti sve do-
stupne tacke (podatke) koji su unutar posmatranog opsega da odredivanje parametara
linearnog regresionog modela.

RjeSenje:
clear all, clc, close all

load sp_v2_zl.mat %ucitavamo podatke iz .mat fajla
i t su vektori-vrste u sacuvanom fajlu

)
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X
5
x=x.";
T=[

$vizuelizacija rezultata pod (a) 1 zadatih mjerenja:
figure (1)
plot (tn,x,’k.”, 'markersize’,12)



hold on

£t=0:0.01:1;

xa=a*t+b’

plot(t,xa,’.”)

legend (' Podaci’,’Regresioni model’)

% (b) RANSAC algoritam

d=0.25; %zadata udaljenost
Th=10; % prag

dn=0;
it=0;
S=4; %broj elemenata podskupa koji RANSAC uzima
ITmax=100;

inicijalizacija broja elemenata skupa D

Q
o
%

brojac iteracija

while dn<Th && it < ITmax
it=it+1;
poz=randperm(length(x),S);
xtn=x(poz);
ttn=tn(poz);
T=[ones (S,1),ttn"];
ba=pinv(T) *xtn;
a=ba (2);
b=ba (1);

Dn=find (abs (a*tn+b-x’)/sqrt (1+a.”2)<d);
dn=length(Dn);
end

xtn=x(Dn);
ttn=tn(Dn);
T=[ones(dn,1),ttn’];

figure(2)

plot (tn,x,’k.”, 'markersize’,12)
hold on

t=0:0.01:1;

xa=a*t+b’;

plot (t,xa,’”.")

legend(’Podaci’,"Regresioni model dobijen RANSAC-om’)

. Snimljeno je N = 10 uzoraka slucajne promjenljive x(n):
x = [0.26, 0.31,0.64, 0.99,1.00, 0.92, 0.85, 0.73,0.58,0.15)7,

sa razli¢itim vrijednostima nezavisne slucajne promjenljive, #,, ¢ije su vrijednosti date u formi
vektora:

t=[—0.8,—0.83,—0.60,—0.10,—0.01, 0.28, 0.39,0.52, 0.65, 0.92]" .



Slucajna varijabla x(n) je modelovana kori§¢enjem polinoma petog reda
— 2 3 4 5
x(n) = ag+ art, + axt; + ast;, + aat, + ast;,

odnosno, u matri¢noj formi:

x = Ta,
gdje je T matrica sa kolonama t”, odnosno T = [t°, t!,... t°], a " oznacava vektor-kolonu sa
elementimat,’, n=1,2,...,N.

(a) Estimirati parametre modela koriS¢enjem polinomijalne aproksimacije (rjeSenje minimiza-
cije J(a) = ||x — Ta||3 u smislu najmanjih kvadrata),

a=(T'T) '17x. (1)

(b) Estimirati parametre modela sa ridge regresijom (rjeSenje minimizacije funkcije J(a) =
[ — Tal 3 + A|al ) u formi
a=(TIT+A) 17k, 2)

saA=0.1.
(c) Ponoviti proracune iz (a) i (b) sa povecanim aditivnim Sumom u podacima:

x = [0.35, 0.33, 0.57, 0.92, 0.94, 0.89, 0.87, 0.86, 0.44, 0.29]” .

(d) Predvidjeti vrijednost x(1.12) u svim razmatranim sluc¢ajevima. Koristiti rezultat iz (a) kao
referentni.

(e) Odrediti sistematsku greSku (bias) 1 matricu kovarijanse estimatora ridge regresije kao
funkciju od A, kada je $um u podacima s bijeli $um, sa varijansom 2. pri ¢emu je raz-
matrani signal X = s+ € (napredna tema).

RjeSenje

(a) Parametri modela, koji se dobijaju kao rjeSenje minimizacije funkcije J(a) = ||x — Tal[3,
za podatke

t=[—0.8,—0.83,—0.60,—0.10,—0.01, 0.28, 0.39,0.52, 0.65, 0.92]"

x = [0.26, 0.31,0.64, 0.99,1.00, 0.92, 0.85, 0.73,0.58,0.15]".

dati su izrazom: (pogledati definiciju matrice T sa predavanja)
a=(T'T)"'TTx = [0.9997,—0.0043,—0.9926, 0.0275,—0.0107,—0.0293]".  (3)

Estimirani model je prikazan na slici 1(a) tackastom linijom. Budu¢i da je Sum mali (iza-
zvan zaokruzivanjem podataka na dvije decimale), model se dobro poklapa sa podacima.

(b) Kada se doda regularizaciona konstanta, rjeSenje minimizacije funkcije J(a) = ||x — Ta| |% +
Allal|3, za ridge regresiju se dobija u obliku:

a=(TI'T+A)'17x = [0.9225, 0.0133,—0.5775, 0.0005, —0.3871,—0.0028]". (4)

U ovom slu€aju, mozZe se uociti mala sistematska greSka u rezultatima, slika 1(b).
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Slika 1: Primjer polinomijalne aproksimacije. (a) Podaci sa malim Sumom (crne tacke) i polinomijal-
na aproksimacija sa rjeSenjem koje je optimalno u smislu najmanjih kvadrata. (b) Podaci sa malim
Sumom i polinomijalna aproksiamcija sa regresionim modelom uz kori$éenje regularizacione konstan-
te A = 0.1, koja izaziva malu devijaciju u podacima. (¢) Podaci sa umjerenim Sumom i polinomijalna
aproksimacija sa rjeSenjem koje je optimalno u smislu najmanjih kvadrata. Sum izaziva zna¢ajne devi-
jacije 1 preprilagoden (over-fitted) model. (d) Podaci sa umjerenim Sumom i polinomijalna aproksima-
cija sa regresionim modelom uz kori$¢enje regularizacione konstante A = 0.1, gdje se energija u svim
koeficijentima modela odrzava niskom. Predvidena vrijednost x(1.12) je oznacena kruZi¢em.



()

(d)

Kada je u podacima prisutan aditivni Sum veceg intenziteta:
x = [0.35, 0.33, 0.57, 0.92, 0.94, 0.89, 0.87, 0.86, 0.44, 0.29]",
rjeSenja u smislu najmanjih kvadrata i rjeSenja ridge regresije su:

a=(TTT) 'TTx =[0.9515, 0.4443,—1.1449, —1.6335, 0.3664,1.3640]"  (5)

a=(TTT+AI)~'T x = [0.8740, 0.0795,—0.5277, —0.0622, —0.2434, —0.0068], (6)

respektivno. Rezultati modela su dati na slici 1(c) i (d), respektivno. Koeficijenti viSeg reda
modela a su vedi u rjeSenju kada se regularizacija ne koristi.

Predvidena vrijednost x(1.12) je u svim razmatranim sluCajevima oznacena kruzi¢ima.
MozZe se vidjeti da umjereni Sum izaziva znacaje devijacije (over-fitting) od rezultata, slika
1(c), ukoliko se regularizacija ne koristi. U slu¢aju sa veoma malim Sumom, regulatizacija
malo pogorSava rezultate, unoseci sistematsku gresku (bias), Sto se moze vidjeti na slici
1(b).

(e) Napredna tema: Pretpostavimo da se razmatrani signal sastoji od pravih podataka, s 1 Suma

€, odnosno x = S + €. Parametri pravog modela, Ta = s, predstavljaju rjeSenje problema
minimizacije u smislu najmanjih kvadrata, J(a) = ||s — Ta||3, odnosno

a=(T'T) '17s.
Sistematska greska (bias) u estimiranom modelu ridge regresije dobija se iz

a=(TTT+A) "I x = (TTT+AD) " 'T7 (s +-¢),
E{a} = (TTT+ M) 'T7s, as
bias(a) = E{a} —a = ((TTT Y (TTT)_1>TTS.

Za A = 0, estimator je bez sistematske greske, bias(a) = 0, dok za veliko A sistematska
greska raste ka |bias(a)| = |(TTT)'T7s|.
Matrica kovarijanse estimatora je, po definiciji,

Cov(a) = E{(a—E{a})(a—E{a})T} = E{ ((TTT+x1)—1TTe) ((TTT—i—M)_]TTs)T}
— 2 ((TTT +M)—1TT> ((TTT +M)—1TT)T = G2(TTT+AD) ' TTT(TT T+ A1) .

since E{ee’ } = 621

Matrica kovarijanse je za A = 0 data sa Cov(a) = 62(T7T)~!. Njeni elementi se smanjuju
i teze ka 0 kada se A povecava.

Ocigledno, postoji optimalna vrijednost parametra A, kada je tzv. kompromis izmedu siste-
matske greske i varijanse (engl. bias-to-variance trade off), ||bias()]|5 + Trace(Cov(a)),
minimalan. Trace(Cov(a)) predstavlja sumu elemenata na dijagonali (varijansi) matrice
kovarijanse.

Metod kros-validacije. U praksi, odredivanje najbolje vrijednosti parametra A predstavlja
sloZzen problem. Jedan pristup odredivanju najbolje vrijednosti A je poznat pod nazivom
metod kros-validacije, gdje:



(a) Estimacija parametara modela se radi sa unaprijed odabranim skupom vrijednosti A, gdje
se jedna ili viSe tacaka (t,,x(n)) iskljuuje iz razmatranja.

(b) Estimacija se ponavlja, ali uz iskljucivanje ostalih tacaka, jedne po jedne.

(c) Racuna se ukupna kvadratna greska vrijednosti predvidenih modelom u odnosu na izosta-
vljene vrijednosti, za svaku razmatranu vrijednost A.

(d) Najbolja vrijednost A je ona koja daje najmanju ukupnu kvadratnu gresku predikcije.

3. Napisati kod kojim se numeric¢ki implementiraju glavne tacke iz prethodnog zadatka.
RjeSenje

clear all, clc, close all

load "sp_v2_z2.mat’ % ucitavamo podatke iz fajla
T=[ones(size(t)),t,t.”2,t."3,t.74,t."5];

figure (1)

subplot (2,2,1)

plot(t,x,’k.”, ' markersize’,10)

a=pinv(T) *x;

tt=-1.3:0.05:1.3;

xm=a (1) +a (2) *tt+a (3) *tt. 2+a (4) *tt. 3+a(5) *tt. 4+a(6) *tt."5;
hold on

plot (tt,xm,’ --")

title('Pol. aproks. bez reqularizacije’)

xlabel ("t")

tpred=1.12;

xpred=a (1) +a(2) *tpred+a (3) *tpred. "2+a (4) *tpred. "3+a(5) *tpred. "4+a (6) *tpred."5;
plot (tpred, xpred,’or’, 'markersize’,10)

subplot (2,2,2)
plot (t,x,"k.”, " markersize’,10)

lambda=0.1;
a=inv (T’ *T+lambda*eye (size (T' *T))) *T' *x;

tt=-1.3:0.05:1.3;

xm=a (1) +a (2) *tt+a (3) *tt. "2+a(4) *tt. 3+a (5) *tt. 4+a(6) *tt."5;
hold on

plot (tt,xm,’ —-")

title('Pol. aproks. bez reqularizacije’)

xlabel ("t')

tpred=1.12;
xpred=a(l)+a(2) *tpred+a(3) *tpred. "2+a (4) *tpred. "3+a (5) *tpred. "4+a (6) *tpred."5;
plot (tpred, xpred, "or’, 'markersize’,10)

subplot (2,2, 3)
plot(t,x2,'k.”, 'markersize’,10)
a=pinv (T) *x2;

tt=-1.3:0.05:1.3;



xm=a (1l)+a(2)*tt+a (3)*tt."2+a(4)*tt. 3+a(5) *tt. " 4+a(6) *tt."5;

hold on

plot (tt,xm,’ --")

title(’Pol. aproks. bez regularizacije’)

xlabel ('t")

tpred=1.12;

xpred=a (1) +a(2) *tpred+a (3) *tpred. "2+a (4) *tpred. "3+a (5) *tpred. "4+a (6) *tpred."5;
plot (tpred, xpred,'or’, ' markersize’,10)

subplot (2,2,4)
plot (t,x2,"k.”, 'markersize’,10)

lambda=0.1;
a=inv (T’ *T+lambda*eye (size (T’ *T)) ) *T' *x2;

tt=-1.3:0.05:1.3;

xm=a (1) +a (2) *tt+a (3) *tt. 2+a(4) *tt. 3+a(5) *tt. 4+a(6) *tt."5;

hold on

plot (tt,xm,’ -=")

title(’Pol. aproks. bez regularizacije’)

xlabel ("t")

tpred=1.12;

xpred=a(1l)+a(2) *tpred+a (3) *tpred. "2+a (4) *tpred. "3+a (5) *tpred. "4+a (6) *tpred."5;
plot (tpred, xpred,’or’, 'markersize’,10)

. Posmatra se signal iz zadatka 2, ali sa dva outlier-a:
x = [0.35, 0.33, 0.57, —2, 0.94, 0.89, 4.2, 0.86, 0.44, 0.29]T,
u trenucima t4 1 t7, vektora t:

t=1[-0.8,—0.83,—0.60,—0.10,—0.01, 0.28, 0.39,0.52, 0.65, 0.92]" .

Prikazati odgovarajuci signal iz zadatka 2 (c), gdje nije bilo outlier-a, kao i rezultat linearne
regresije sa regularizacijom, dobijen u zadatku 2 (c). Zatim estimirati parametre polinoma petog
reda kojim se aproksimiraju podaci sa outlier-ima, primjenom:

(a) Polinomijalne regresije bez regularizacije (koriS¢enjem polinoma petog reda).
(b) Polinomijalne regresije sa regularizacijom, sa A = 0.1.

(c) RANSAC algoritma kojim se procjenjuju parametri polinomijalne regresije, ako se kori-
sti isti polinom petog reda. Veli¢ina skupa S je S = 4. Koristiti prag 7 = 7, i grani¢no
rastojanje od modela d = 0.2. Rastojanje d,, izmedu zadate tacke modela (£(z,) i odgovara-
juceg podatka x(z,) se definise kao d,, = |%(t,) — x(t,)| (Euklidsko rastojanje, jer obije tacke
racunamo za isto ).

U svim prethodnim slu¢ajevima izvrsiti predikciju vrijednosti x(1.12). Regularizaciju vrSiti sa
A=0.1.



Rjesenje
clear all, clc, close all
load "sp_v2_z2.mat’

$x2 —-—- signal sa outlier-ima
T=[ones(size(t)),t,t.”2,t."3,t.74,t."5];

figure (1)

subplot (2,2,1)

plot(t,x,"k.”, ' markersize’,10)

lambda=0.1;

a=inv (T’ *T+lambda*eye (size (T'*T))) *T' *x;
tt=-1.3:0.05:1.3;

xm=a (1) +a (2) *tt+a (3) *tt. "2+a(4) *tt. 3+a (5) *tt. 4+a(6) *tt."5;
hold on

plot (tt,xm,’ ")

title(’Signal bez outlier-a (lin. regresija)’)
xlabel ('t")

tpred=1.12;

xpred=a(l)+a(2) *tpred+a (3) *tpred. "2+a (4) *tpred. "3+a (5) *tpred. "4+a (6) *tpred."5;
plot (tpred, xpred, 'or’, 'markersize’,10)

ylim([-5,5]) % zbog boljeg poredjenja y osu svodimo na opseg od -5 do 5

subplot (2,2,2)
plot (t,x3,'k.”,'markersize’,10)
a=pinv (T) *x3;

tt=-1.3:0.05:1.3;

xm=a (1) +a (2)*tt+a(3) *tt. 2+a(4) *tt. 3+a(5) *tt. " 4+a (6) *tt."5;

hold on

plot (tt,xm,’ ")

title(’Signal sa outlier-ima (bez regqul.)’)

xlabel ("t')

tpred=1.12;

xpred=a(l)+a(2) *tpred+a (3) *tpred. "2+a (4) *tpred. "3+a (5) *tpred. "4+a (6) *tpred."5;
plot (tpred, xpred, 'or’, 'markersize’,10)

subplot (2,2, 3)

plot (t,x3,’k.”, 'markersize’,10)
lambda=0.1;

a=inv (T’ *T+lambda*eye (size (T’ *T)) ) *T' *x3;

tt=-1.3:0.05:1.3;

xm=a (1) +a (2) *tt+a (3) *tt. "2+a(4) *tt. 3+a (5) *tt. 4+a(6) *tt."5;

hold on

plot (tt,xm,’ ")

title(’Signal sa outlier-ima (sa regul.)’)

xlabel ("t')

tpred=1.12;

xpred=a(l)+a(2) *tpred+a(3) *tpred. "2+a (4) *tpred. "3+a(5) *tpred. "4+a (6) *tpred."5;
plot (tpred, xpred, 'or’, 'markersize’,10)

Q

% RANSAC za polinomijalnu regresiju



xX=x3;

tn=t;

S=4;

prag=7;

d=0.2;

it=0;

ITmax=100;

N=length (x);

D=0; % broj elemenata skupa D

lambda=0.1;

while D<prag && 1t<ITmax
it=1t+1;
poz=randperm(N, S);
Xp=x (poz) ;
tp=tn(poz);
Tp=[ones(size(tp)),tp,tp."2,tp."3,tp."4,tp."51;
Aest=inv (Tp’ *Tptlambda*eye (size (Tp’ *Ip))) *Ip’ *xp
model=Aest (1) +RAest (2) *tn+Aest (3) . *tn. 24+Rest (4) .*tn. " 3...
+Aest (5) .*tn. 4+Aest (6) .*tn."5;
DD=abs (x-model) ;
DDp=find (DD<d) ;
D=length (DDp) ;

end

xp=x (DDp) ;

tp=tn(DDp);
Tp=[ones(size(tp)),tp,tp."2,tp."3,tp."4,tp."5];
Aest=inv (Tp’ *Tpt+lambda*eye (size (Tp’ *Tp))) *Tp’ *xp;

subplot (2,2,4)
plot (tn,x,'k.”, 'markersize’,12)

tt=-1.3:0.05:1.3;
xm=Aest (1) +Aest (2) *tt+Aest (3) .*tt. " 24+Aest (4) .*tt. "3+Aest (5).*tt. 4+Aest (6).*tt."5;

hold on

plot (tt,xm,’ —-")

title(’Signal sa outlier-ima (RANSAC)’)
ylin([-5,5])

% predikcija
tpred=1.12;
xpred=Aest (1) +tAest (2) *tpred+Aest (3) *tpred. " 2+...
Best (4) *tpred. "3+Aest (5) *tpred. "4+Rest (6) *tpred. 5;
plot (tpred, xpred, 'or’, 'markersize’,10)



