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Predgovor

Od pojave opcija, odd&vanje njihovih vrijednosti predstavlja jednu odjateaktivnijih
oblasti finansijske teorije ali i primijenjene matatike. Sa pojavom novih vrsta opcija, razvijene
su i nove matematke metode kao i modeli za odreanje vrijednosti.

Rad pripada finansijskoj matematici i odnosi senmadele vrednovanja opcija. Nie
njima se izdvajaju dva najz&ggnija modela - binomni i Black-Scholesov model.aGQimlaze od
¢injenice da se vrijednost opcije mijenja sa svakmomjenom cijene akcije iz osnove opcije,

.....

vrijednost opcije. Zato se vrijednost opcija dwye indirektnim putem - formiranjem
finansijskog instrumenta ili portfolija kofie donositi isti prinos kao i opcije pa stoga i jeg
cijena mora biti jednaka cijeni opcije. Udwanje cijena opcija na neku drugu imovinu
(obveznice, indekse, valutu i sl.) radi se na veshdan n&in.

Predmet ovog rada upravo predstavlja Black-Schuelesadel za odidivanje vrijednosti
opcija koji je maja 1973. godinedasopisuPolitical Journal objavljen pod nazivon®ricing of
Options and Corporate LiabilitiesRad ima dva autora: Myron Scholes i Fischer Bla¢kom
trenutku, izraz Black-Scholesov model za ddranje vrijednosti opcija nije postojao. Ovaj
termin je prvi koristio Robert Merton u radineory of Rational Option Pricingbjavljenom u
casopisuBell Journal of Economics and Management Scieblcevom radu Merton je dodatno
opisao i prosirio matema&ko shvatanje koje su iznijeli Black i Scholes u svoadu. Jedan od
tvoraca modela, Myron Scholes je 1997. godine,drajesa kolegom Robertom Mertonom,
dobio Nobelovu nagradu za ekonomiju. Scholesovdald=ischer Black, je preminuo 1995.
godine, pa je uskéan na osnovu pravila da se Nobelove nagrade neslfigdjposthumno. Za
utjehu je da su istakli i naglasili njegovu ulogeniaa;.

Ispostavilo se da model dobro funkcioniSe i u peaktj trgovini opcijama. Model je
postao veoma popularan jer je jednostavan z&umevanje a pri tom ne zahtijeva poznavanje
investitorove sklonosti ka riziku.

Black-Scholesova diferencijalna jedi@a je samo dio Black-Scholesovog modela za
odrefivanje vrijednosti opcija. Ova jedtiaa je jedan od najpoznatijinh i najkatéhijin
matematkih modela u finansijskom poslovanju.

Rad je podijeljen u pet glava. Svaka od glava jdijptiena na poglavlja, a poglavlja na
odjeljke.

U prvoj glavi daje se kratak pregled osnovnih stk i terminologije u teoriji finansija.
Opisani su elementi finansijskog sistema (finaksijgziste, finansijski instrumenti i finansijske
institucije). Definisani su forvard i fiiers ugovori i dokazano nekoliko é&nja o njima.



U drugoj glavi razmatraju se opcije, @v od njihovog razvitka preko podjela do
odrefivanja vrijednosti opcija. Razmatra se ptana cijena opcionog ugovora evropskog i
amertkog tipa.

U tre¢oj glavi motiviSemo i izvodimo klashi model za ponaSanje vrijednosti imovine.
To radimo na heurigiki nacin, ragiS¢avajlti pretpostavke pod kojim pravimo modele i imaju
u vidu dace taj model da se koristi kao osnov za teoriju Roe@nja opcija. Da bismo procijenili
vrijednost jedne opcije, moramo napraviti matetikatopis ponasSanja predmetne imovine. U
ovoj glavi dati su réunski primjeri kao i neki osnovni statigti testovi koji daju podatke o
cijenama akcija. Ti testovi otvaraju put za matedkatopis koji se prezentira u sljegEm
poglavlju. Ovu glavu p&injemo sa iznoSenjem hipoteze efikasnog trzista.

Naredna glava post¥ena je izvdenju i rjeSenjima Black-Scholesove parcijalne
diferencijalne jedn&ne. Pojam hedzinga, koji se iskoristio za idenje Black-Scholesove PDJ,
oblikuje najvazniji koncept u ovom radu. U ovom [adju uvodimo i drugi rdunski pristup:
binomni metod, koji predstavlja najjednostavnij@dstvo za procjenu amekih opcija. U
prowdavanju tog metoda vréémo se na diskretni model vrijednosti imovine i idighti
neutralisanje rizika.

Peta cjelina se bavi egz&im opcijama, kao sto su opcije sa barijerom, @ca
gledanjem unazad i druge, i diskutuju motivi zargeinu ovih opcija.

U radu se nalazi veliki broj ¢anskih primjera, pr&enih odgovarajéim slikama, koji
ilustruju teorijska razmatranja i daju bolji uvidiziozeni materijal. Treba napomenuti da se u
nasoj drzavi ne trguje opcijama, te usled nendngsti pronalaska svjezih primjera, ovéuaski
primjeri su preuzeti iz knjige Desmonda HighaAmintroduction to financial option valuation
Kroz ¢itav tekst definicije nisu posebno nazeae, nego su uklfene u tekst, a pojam koji se
definiSe oznéen je podebljanim(bold) slovima. JoS treba nagladé u nedostatku konkretnih
izraza na nasem jeziku, u radu se nalazi i @eltéoroj stranih rij& koje su ozn&ene iskoSenim
(italic) slovima. Na kraju rada je dat spisak ke koja je kori&na prilikom izrade.



lzvod rada

Black-Scholesova formula je najztagnije otkrice na polju finansijskih trziSta koje je
omoguilo brz razvoj finansijske industrije, izvedenih dsnovnih instrumenata. Metoda
zasnovana na Black-Scholesovom modelu pokazalangine dodirne tke i sa podrgjima
izvan finansijskih trziSta, poput vrednovanja palissiguranja, garancija ali i fleksibilnosti
prilikom preduzimanja investicionih projekata.

Black-Scholesov model je baziran na nekoliko prstgeki: nema troSkova transakcije,
kupovina i prodaja imovine moze da se odvija u smakrenutku, dozvoljena je kratka prodaja,
ne pl&aju se dividende. Takodje, ovdje se pojavljuje @lemenata kojima mozemo izmijeriti
rizik - ovi elementi mjerenja rizika su poznatipd "Gicka slova" (Delta, Gamma, Vega, Theta i
Rho). Ono Sto je bitno, je da je ovaj model anditidakle unoSenjem promjenljivih u jedinau
mozemo relativno lako dobiti cijenu evropskih opcH dok je binomni model u neku ruku
empirijski model jer u svakoj konkretnoj situaaiioramo konstruisati "drvo" i onda empirijski
dobiti cijenu opcije. Za ameike opcije, i egzotine opcije uglavnom se koristi binomni model,
mada - postoje razne ekstenzije i dodatci na Btoilesov model.

KLJUCNE RIJECI | FRAZE: forvardi, fjitersi, evropske call i put opcije, amée call i put
opcije, diskretan i kontinuiran model imovine, surkaadrata prinosa, hedzing, Black-
Scholesova PDJ, ¢gka slova, binomni model, opcije sa gledanjem unaeadije sa barijerom,
azijske opcije, bermudske opcije, opcije sa oglaggm itd.



Abstract

Black-Scholes formula is the most important disegua the field of financial markets
and enable the rapid development of the finanaidlistry, derived and basic instruments. This
method has shown significant points with areasidetsf financial markets, such as pricing
insurance policies, guarantees and flexibility whadertaking investment projects.

Black-Scholes model is based on several assumpttbese no transaction costs, the
asset can be bought/sold in arbitrary units, séelting is permitted, no dividends are paid. Also,
here appears a number of elements which we measkrethese elements of risk measurement
are known as ,Greeks* (Delta, Gamma, Vega, Th&ha). What matters, is that this model is
an analytical model, then entering the variable ihie equation, we can relatively easily get a
price of European option - while the binomial motsethe kind of empirical model because we
have to construct a "tree" and then get empiric&lepoptions. For American options an Exotic
options is mainly used binomial model, though +¢hare various extensions and additives on
the Black-Sholes model.

KEYWORDS AND PHRASES: Forward, Futures, Europialt aad put options, American call

and put options, Discrete and continuous asset in8den-of-square returns, Hedging, Black-
Scholes PDE, Greeks, Binomial model, Lookback aystioBarrier options, Asian options,
Bermudan options, Shout options etc.



Sadrzaj

Predgovor [
Izvod rada il
Abstract iv
1 Uvod 1
1.1 FnansijSKO trZiSte . . . . . o 1
1.2 Finansijskiinstrumenti . . . ... ... 4
1.3 Finansijske iNSttUCI|e . . . oo o 5
1.4 Forvard i fREIS UQOVOI . . . . . e e e e e e e 7
2 Opcije 11
2.1 RAZVOJOPCIHA .« v v vttt e e e e e e e 11
2.2 PojamidefiniCija OpCija . . oo v oo e e 11
2.3 VISR OPCHA .« v v vttt i 13
2.4 Odrdivanje vrijednostiopcija . .. ....... i i e 13
2.5 EVIOPSKE OPCH e . o o vttt e e e e e e 15
2.6 AmeEBKE OPCIIE . . .ottt 18
3 Model vrijednosti imovine 20
3.1 Kretanje CiienaimoVvine . .. ... oot 20
3.1.1 Hipotezaefikasnog t&iS. . . . . ... ... 20
3.1.2 PodaciocCijeniimoving . .. ...t e 20
3.1.3 Pretpostavke . . .. 23
3.2 Model vrijednostiimovine: 1dio............. ... i 24
3.2.1 Diskretnimodelimovinge. . . ... .. 24
3.2.2 Neprekidnimodel imovine .. ....... ... .. . . i 25
3.2.3 Lognormalnaraspodjela... .......... ... ... . oo 27
3.2.4 Karakteristike modelairime . . . ... ... 27
3.3 Model vrijednostiimovine: 1 dio . ... ... 29
3.3.1 Krivakretanjaimovine... . . .. ... 29

3.3.2 Nepromjenljivost u vramskim intervalimat{imescale invariande. . ... 31
3.3.3 Sumakvadrata Prin0Sa. .. . . . ..ot e 33



4 Black-Scholesov model

4.1 Black-ScholesovaPDJiformula..................... .. e ....... 34
4.1.1 Suma kvadrata za Cijenaving . ...............tttmnn . 35
4.1.2 HedZINg . .. ..ot e 36
4.1.3 Black-Scholesova PDJ..... . ... ... e 38
4.1.4 Black-Scholesove formule. . ...... ... ... . . . 40
4.1.5 RjeSenje Black-Scholesmdnégine u sl¢aju evropskih call opcija . . . .42
4.2 ViSE 0O hedZinNgU . . ...t 44
421 DiskretnihedzZing - .« . . 44
422 Deltanaisteku . ...... ... . 46
4.3 ViSe o Black-Scholesovim formulama .. ............ ... ... ..., 49
4.3.1 Parametar. . . ... 49
4.3.2 ZavisnoSt 0d VIEMENA..... . . . v vttt e e e e e e e 50
4.3.3 Velikaslhka . ... .o 50
4.3.4 Nove promjenljiVe . . ..o 52
44 QKA SIOVA . . .. e 53
441 GRaslova.......... e 54
4.4.2 Interpretacijacgih slova ... ... .. . 55
4.4.3 Rjesenje Black-ScholesBixd u gekimslovima . . ................. 56
4.5 Neutralisanje rizika . . . . ..o e 56
451 &kivanaisplatagxpected payoft . .. ... ... 56
4.5.2 Neutralisanjerizika ... . ... ... 57
4.6 BINOMNIimMetod . . ... ..o 59
4.6.1 Metod . . .o e 59
4.6.2 PodeSavanje parametara . ..............iii 60
4.6.3 Binomnimetodupraksi.......... ... 62
5 [EgzotiEne opcije 64
5.1 Opcijesabarijerom. .. ... ... e 64
5.2 Opciesagledanjemunazad .. ............. ittt 68
5.3  AZIJSKE OPCH e . . . e 69
5.4 Bermudske i opcije saoglasavanjem .. .......... .. 70
Literatura 71



1
Uvod

Predmet Finansijeske analize se moZze izraziti kexxma aktuelno pitanje sa kojim se
susrijge svaki grdanin: gdje uloziti nova@ Posto je broj mogmosti veliki to samo dodatno
otezava izbor. U osnovi ove nauke lezi Finansijsi@ematika, pomi ¢ijih metoda se moze
egzaktno izréunati efekti kod pojedinih mogunosti i time direktno sugerisati optimalan izbor
(pod odré@enim pretpostavkama).

U okviru privrednog sistema jedan od najvaznijihdgistema je finansijski sistem.
Finansijski sistem je kao dio privrednog sistemasam sastavljen od viSe elemenata koji
omoguuju nesmetan tok finansijskin sredstava u jednajStheno-ekonomskoj zajednici.
Finansijski sistem predstavlja mehanizam i ¥pdidnosno sistem kanala kojim se vrSi transfer
finansijskih sredstava iznda razlcitih grupa i subjekata u privredi.

Razvijenost finansijskog sistema jedne zemlje meZeoratiti preko razvijenosti njegovih
najvaznijih elemanata:

» Finansijska trziSta
* Finansijski instrumenti
* Finansijske institucije

1.1 Finansijsko trziSte

Veoma je teSko dati jedinstvenu i univerzalnu defjn finansijskog trziSta. NajSire
posmatrano, finansijsko trziSte postoji svuda gajeobavljaju finansijske transakcije. U okviru
ovog rada finansijsko trziSte se moze definisati kRgesto na kome se suséijeponuda i traznja
za razlEitim oblicima finansijskih instrumenata.

Finansijsko trziSte je osnovni elemenat svakognfsijakog sistema. Rifeje 0 mjestu
gdje se povezuju razlti uc¢esnici privrednog i drustvenog zivota i gdje selgakju poslovi u
vezi kupoprodaje ragiitih finansijskih insrumenata. Finansijsko trzijieedstavlja instituciju
kreiranu od strane druStva kako bi se na Sto baljin alocirali ogranieni i oskudni finansijski
resursi i kako bi se na najefikasniji dhra zadovoljila potreba za njima. To je mjesto gdge
kreiraju finansijski instrumenti, gdje se okupljagui Wwesnici. Na njima se formiraju ragiie
cijene pojedinih hartija od vrijednosti, kamatnep&, devizni kursevi. Na njemu se vrSi
distribucija prihoda i mjeri efikasnost poslovanja.



U teoriji i praksi razlikuju se i primarno i sekuwmuho trziSte.Primarno trziste je
finansijsko trziSte na kom preduzeili drzavne jedinice kojima nedostaju Kama sredstva, ta
ista dobijaju od prvih kupaca prodajamave emisije hartija od vrijednosti poput obveznica ili
akcija. Sekundarno trziSte je finansijsko trziSte na kom se preprodaju pretiwozdatehartije
od vrijednosti. Okino primarna trzisSta hartija od vrijednosti nisu dipzo poznata Siroj javnosti,
jer se prodaja hartija od vrijednosti prvikmpcimacesto odvija iza zatvorenih vrata. Veoma
bitna finansijska institucija koja pomaze u¢ptnoj prodaji hartija od vrijednosti na primarnom
trziStu se nazivanvesticiona banka Najpoznatiji primjeri sekundarnih trziSta su Njgka
berza koja trguje prethodno izdatim akcijama, madana trziStima obveznica na kojima se
trguje prethodno izdatim obveznicama korporaciganertke vlade, ostvaruje daleko éreobim
trgovine. Drugi primjeri sekundarnih trziSta suidtd deviza, terminskih ugovora i opcija.
Klju¢ne uloge na ovim sekundarnim trzistima pripadapkerima i dilerima.

Kada na sekundarnom trziStudgodo prodaje hartija od vrijednosti, osoba kojprigdala
papir dobija novac, ali kompanija koja je izdal§ednosni papir ne dolazi do novih sredstava,
jer je do tih sredstava dosla kada je svoje haotjavrijednosti prvi put prodala na primarnom
trziStu. Pitamo se kakva je onda svrha sekunddraifta? Sekundarna trziSta posjeduju svoje
dvije vrlo vazne funkcije. Prva jga olakSavaju prodaju finansijskih instrumenata datazenja
do novca tj. drugim ri@ma zbog njih finansijski instrumenti postaju likiviiji — lakSe se njima
trguje. Povéana likvidnost finansijskih instrumenaténi ih privlacnijim, Sto kompaniji
izdavatelju olakSava nove prodaje hartija od vrigsti na primarnom trziStu. Druga vrlo bitna
funkcija sekundarnih trziSta je da ona atilfj@ cijenu hartija od vrijednosti koje je kompanija
prethodno izdala na primarnom trziStu. Instituckeje kupuju hartije od vrijednosti na
primarnom trziStu kompaniji izdavatelju za njihéeeplatiti vetu cijenu od one za koju smatraju
da mogu posti na sekundarnom trzistu. Sto jecaecijena na sekundarnom trzistwtaée biti i
cijena koju ¢e kompanija izdavatelj posti putem nove emisije hartija od vrijednosti na
primarnom trziStu a naravno time i biti v&i iznos kapitala kojice kompanija tim putem
prikupiti. Na taj ndin kretanja na sekundarnom trziStu postaju n&gmga za korporacije koje
izdaju hartije od vrijednosti.

Poslovi na finansijskom trziStu mogu biti: promp{kada se ralizacija vrSi odmah ili
najkasnije u roku od dva dana) i terminski (sadéwim rokom).

Po svom predmetu poslovanja, finansijsko trziStels&éno dijeli na sledée vrste:

(1) Trziste kapitala— na njemu se organizovano i institucionalizovaosrigtu ponuda i
traznja za kapitalom. Pod kapitalom se smatra noasigoloziv u roku duzem od godinu
dana. Na primarnom trziStu kapitala se pojavijujggatana ponuda i traznja za
kapitalom, a na sekundarnom trziStu kapitala setkgévanje dugorénim hartijama od
vrijednosti u cilju pribavljanja investicionih sretédhva emitovanjem obveznica (zajmovni
kapital) ili akcija i drugih hartija od vrijednosfakcijski kapital). Na trzistu kapitala
kapital se koristi kao zajmovni kapital (viasnikpitala je povjerilac a korisnik je duznik;
oblici zajmovnog kapitala su: investicioni krediipotekarni kredit i dugokmi zajam) i
kao akcijski kapital (korisnik kapitala je buduvlasnik a sada3nji vlasnik je bugdu
upravlja kapitalom).



(2) Devizno trzisSte— Na njemu se obavlja promet stranih sredstavéapja, odnosno
kupovina i prodaje deviza preko brokera, ottash lica i ovlagenih banaka, kao i otkup
i prodaja deviza od strane nacionalne (interverbaeke.

(3) Nowano trziste— Na njemu se susrijg kratkor@na ponuda i traznja novca; ovdje se
pojavljuju dvije vrste trziSnih instrumenata: kreedihartije od vrijednosti na kratak rok.
Najce&i poslovi koji se obavljaju na nganom trziStu su: nieibankarsko kreditiranje,
kupovina i prodaja hartija od vrijednosti radi aavanja likvidnosti, realizacija kamatne
arbitraze, realizacija Spekulativnih altivnosti li ®oslovi na trziStu novca se mogu
podijeliti na poslove na dnevnom trziStu novca slpge na terminskom trzistu novca.

Najce&a terminologija trziSta je da kupac zauzima duguzi@m (long position, a
prodavac zauzima kratku pozici{ghort positiof. Kratku poziciju treba razlikovati od pojma
tzv. kratke prodajeshort selling kada prodavac prodaje nesto Sto mu ne pripada je Sasvim
legalno ako npr. neko u ponedijeljakisaugovor o prodaji 100kg gera (koje nije u njegovom
vlasnistvu) sa terminom isporuke za srijedu, a djmgemenu kupi Ser.

Visoko organizovano trziSte na kome se okupljajisgbmo ovlag&eni wesnici koji
povezuju kupce i prodavce ragtih finansijskih instrumenata nazivarberzom. Razlikujemo:

1. robne ili produktne berze
2. finansijske berze
3. mjesSovite berze

Robne berze su specijalizovane za promet odgovdtnajaba ili proizvoda. Na njima se
trguje sa zitaricama, metalima, naftom, zemnim ggselektrtnom energijom i ostalim
poljoprivrednim proizvodima kao Sto su meso, miejizno vée pacak i sir. Finansijske berze
su berze na kojima se trguje ralm finansijskim instrumentima (sredstvima, aktmp

Postoje dva n@na organizovanja berzanskih trziSta. Jedan j&teZzsa organizovanom
berzom, gdje se kupci i prodavci hartija od vrijeghh sastaju na jednom srediSnjem mjestu, radi
obavljanja trgovine. Primjeri ovakvih berzi su: NjtSka i Amertka berza akcija Cikaska
robna berza (Chicago Board of Trade). Drugkimaorganizacije sekundarnog trziSta je
neureeno ili vanberzansko OT@zZiSte. Na ovom trziStu dilekoji su smjeSteni na razltim
lokacijama, drze zalihu hartija od vrijednosti resmni su ih kupovati i prodavati bilo kome ko
Zeli prihvatiti njihove cijene. Kompjuteri dileraarovom trziStu su konstantno povezani, Sto im
daje moguanost poznavanja cijena kod svih drugih dilera, peCQirziSte moze biti veoma
konkurentno i ne mora se bitno razlikovati od t&iSa organizovanom berzom. Mnogecaobi
akcije se kupuju i prodaju na OTC trziStima, madhbke korporacije imaju svoje akcije uvrStene
na organizovanim berzama poput NjujorsSke, London3kkijske. TrziSte drzavnih obveznica
vlade SAD, koje ima «@ obim trgovanja nego NjujorSka berza je organiza/kao OTC trziste.
Cetrdesetak dilera sa svojom spremuo$la u svakom trenutku kupe ili prodaju obveznice
amertke vlade s&njava ovo trziSte. Na drugim OTC trzistima trgige drugim finansijskim
instrumentima kao Sto su depozitni ertifikati, fexlea sredstva, bankovni akcepti i devize.



Market mejker (market-maker je agent (diler) na berzi koji je stalno prisutakao
kupac i kao prodavac vrijednosnih papira i na t&jmodrzava neprekidno trziste tj. kupovina ili
prodaja se uvijek moZze izvrSiti po nekoj cijenoildiez odlaganja. Market mejker je osoba Keja
uvijek ponuditi dvije cijene kada se zamoli za@jena ponuddask pricg je cijena po kojoj je
market mejker spreman da prodaje, a kupovna c{jgdaprice) je cijena po kojoj je on spreman
da kupuje. U trenutku kada se poziva market mejketa za cijene, on ne zna da li investitor
Zeli da kupi ili proda vrijednosni papir. Zato wekj imenuje véu cijenu ponude nego kupovnu
cijenu. Njegov profit proistie iz ove razlike, a maksimum za raspon kupovngenei ponude
odreiuje trziste.

Broker na berzi (floor broken izvrSava trgovinu za Siroku publiku. Kada investi
kontaktira svog brokera da kupi ili proda aktivupker proslduje naredbu brokeru na berzi
odgovarajde firme, koji zatim izvrSava trgovinu sa drugim keoom na berzi ili sa market
mejkerom.

Mnoge narudzbine koje stizu do brokera na berzogw@antenog karaktera — mogu se
izvrSiti samo do odiene cijene, pa je ponekad nemégirenutno izvrSavanje. U tom &aju
broker na berzi prosi@je narudzbinwpravnom brokeru (board broker, order book officigl
koji unosi narudzbinu u kompjuter ¢am se pojavi povoljna cijena, narudzbina se izvasav

1.2 Finansijski instrumenti

Finansijski instrumenti predstavljaju predmet trgoja na finansijskim trziStima.
Njihova razvijenost i diverzifikovanost su najboifidikatori i pokazatelji stepena razvijenosti
pojedinih finansijskih trziSta. Kada se govori andnsijskim instrumentimatesto se u
udzbenicima iz ove oblasti u svijetu koristi jedamonim — finansijska aktiva. Rijeje o
neopipljivoj aktivi, ¢ija vrijednost direktno ne zavisi od vrijednostizibkih dobara, vé
predstavlja prava na neke buéduprihode ili koristi. Tu mozemo podrazumijevatzma no¢ane
i finansijske instrumente kojima se moze trgovatifimansijskim trzistima. 1z tainovodstva je
poznato da svaka aktiva mora da ima svoju pasivud®) sa druge strane posmatrano, postoji
kategorija subjekata za koje finansijski instrumgmédstavljaju finansijsku pasivu. Finansijske
instrumente emituju ili izdaju oni subjekti koji &ju nedostatke finansijskih sredstava ili kapitala
u datom trenutku. Najvaznije karakteristike kojeajmuticaja u procesu odiivanja o alokaciji
finansijskih sredstava su likvidnost, rizik i prsx¢dobit).

Finansijske berze su berze na kojima se trgujdacitial finansijskim instrumentima
(sredstvima, aktivom). Instrumente dijelimo u d\gjeipe:

1. osnovne
2. izvedene

Osnovni instrumenti su :

» roba commodity, koja ima sopstvenu vrijednost — zlato, srebadta, struja, zito...
» valute(currencie$ — euri, dolari, funte,...



> akcije (stocks, shargs raznih kompanija, koje svojim vlasnicima (ditaiima
kompanije) donose prihod u vidu dividende, a «&alu da kompanija bude preuzeta od
strane neke druge kompanije ili u&ju bankrota se ostvareni odnosno preostali profit
firme proporcionalno dijeli diogarima.

» mjenice (obveznice) i drzavne hartije od vrijedn@isondsg su kreditni vrijednosni papiri
u kojima se izdavalacbligor) obavezuje d&e imenovanom licudbligeg odretenog
dana ili u odrdene dane isplatiti sumu novca koja je aama kao glavnica i dé&e uz to
platiti kamatu.

Izvedeni instrumenti su poznatiji pod imenom fingaks derivati (derivatives, securities,
contingent claimes Ime su dobili zbog toga Sto se njihova vrijednasodi iz vrijednosti nekog
osnovnog finansijskog instrumenta koji se nalamnjibovoj osnovi. Njihova cijena zavisi kako
od odnosa ponude i potraznje za njima, tako i g@dmosti osnovnog instrumenta. Finansijski
derivati se smatraju vrlo vaznim instrumentom zeauljanje rizicima na finansijskim trzistima.
Oni omoguavaju da se rizik podijeli i mnogo racionalnije kaiSe. Najznaajniji derivati su:

» terminski ugovori — takozvani forvordiarward)
 likvidni terminski ugovori — figersi future9
* opcije Eptiong

NeSto viSe o ovim ugovorima nalazi se u nastavkposebna paznja ¢@ usmjerena na opcije
koje su i predmet ovog rada.

1.3 Finansijske institucije

Finansijske institucijecini veliki broj fizickih i pravnih lica koja se pojavijuju u
najrazlgitijim ulogama i¢esto sa dijametralno suprotnim motivima.cVleroj ucesnika sugerise
da je jedno finansijsko trziSte dostiglo viSi stepazvoja. NajeXa podjela se vrsi na:

* tzv. \esnici u Sirem shvatanju éesnici u uzem shvatanju
» HedzZeri, Spekulanti i arbitrazeri

» Emitenti i investitori

* Nefinansijski i finansijski tesnici

Ucesnici u Sirem shvatanju su s\iesnici privrednog i drustvenog Zivota jedne zemlje.
Tu ne pravimo razliku izni njihove veléine, zn&aja ili namjera. Zato je moga grupisati ih
u jedan od sled@a 4 sektora: javni sektor, sektor privrede i vamade, sektor stanovniStva i
subjekte iz inostranstva. Za razliku od Sireg shwgt koje se moZe odnositi ndesnike koji
dolaze izvan samog finansijskog trzista, uze shyatatesnika se vezuje za one subjekje je
postojanje i poslovanje tijesno povezano sa samaostinem finansijskih trzista. To su
finansijski posrednici i finansijske institucije.inBijske institucije imaju veliku ulogu na
finansijskim trziStima razvijenih zemalja, jer je njihovim rukama skoncentrisan ogroman
kapital i m@&. Razlika proistie iz toga Sto svaka institucija ne mora biti i ok, kao i
¢injenice da posrednici (brokeri, dileri i investal bankari) posluju sa primarnim pravima, a
institucije sa sekundarnim. ¥Vi@a finansijskih institucija obavlja i posredke funkcije, Sto



otezava njihovo precizno razgraanje. U osnovi finansijske institucije spadaju caima banka,
komercijalne banke, kreditne i Stedne asocijadjedionice, investicione kompanije, penzioni
fondovi, osiguravajéa drustva, finansijske kompanije i drugo.

HedZeri (hedger$ su subjekti koji se uklguju u poslove na finansijskom trziStu sa
prvenstvenim ciljem da se zastite od rizika i deadjede skoro konstantnu vrijednost svog
portfolija, npr. istovremenim zauzimanjem r&itlh pozicija.

Spekulanti (speculatory su druga velika grupacesnika na finansijskim trzistima.
Njihova osnovna djelatnost je da ostvare zaradbazapromjena cijena i to u Sto kean roku.
Najce&e se koriste raglitim strategijama i pristupimaiesto kombinujti trgovanje poméu
viSe razltitih finansijskih instrumenatalo su ljudi koji ulaze u velike rizike na trzistu, pa
samim tim ostvaruju i W@ profit ili gubitak. Naravno svi su oni optimistgli neki od njih
oc¢ekuju dace cijene da rastu, a nektekuju dace cijene padati, pa u zavisnosti od toga
zauzimaju dugu ili kratku poziciju tj. kupuju ilirpdaju. Oni koji @ekuju rast cijena se nazivaju
bikovima (bulls), a oni koji @ekuju pad cijenanedvedima(bears.

Arbitraza (arbitrage) je mogi¥nost da se ostvatienutni profit bez rizikasa p@etnim
ulaganjem, ili da se vremenoaostvari profit ali bez ikakvih ulaganja. Osnovnatpostavka
efikasnog funkcionisanja trzista je da ARBITRAZA NEOSTOJI fo-arbitrage principl¢ -
odnosno skoro sigurno ne postoji (skup trenutakajuma se javlja arbitraza je zanemarljiv, u
matematkoj terminologiji to je skup mjere nula). Naravrpmsto ti momenti u kojima se javlja
arbitraza postoje, onda postoje i ljudi kégkaju, traze i iskor@avaju te momente. Oni se
nazivaju arbitrazerima. U principu time Sto neKmissti arbitrazni momenat, on izaziva reakciju
na trziStu npr. u vidu povanja cijene, i time prekida ovu arbitraznu priliku.

Primjer: Ako na trziStu valuta neki diler, recimo A ponwiro po cijeni od 1.25 dolara,
dok ih drugi diler B, npr. zeli kupiti za 1.28 ddda ciigledno postaji mogtnost arbitraze.

Postojanje arbitrazne strategije apje na to da je neko pogresSno odredio cijenu. Takve
moguwnoti su rijetke u praksi.

Jedna od inovacija i posebna vrsta investicionimganija suhedz fondovi (hedge
fundg. Rije¢ je 0 novoj vrsti fondova koju su se razvili u pedhjih petnaestak godina. Mnogi su
u patetku bili organizovani kao drustva sa ogemmom odgovornda® i zakonski nisu bili
regulisani. Strategijski su bili usmjereni ka bogatpojednicima ili pojedinim finansijskim
institucijama, kao na primjer penzionim fondovinual kojih su za usluge naplaali visoke
provizije. Ovi fondovi su investitorima garantovatstitu od potencijalnih gubitaka, uz veliku
vjerovatn@u ostvarivanja dobiti. U ostvarivanju takvih inveginih ciljeva oni su formulisali
portfolio na razkite na&ine — korigenjem hartija sa razitim rokovima dospjéa, instrumentima
hedzinga i tome siho. Pretezno su dugaimo orijentisani. Jedan od najpoznatijih hedz foradov
je Dugor@ni menadzment kapitalddng Term Capital ManagementLTCM), u ¢ije poslovanje
su se aktivno ukljgili i mnogi ¢uveni eksperti, kao Sto su Robert Merton i Mirorh@es -
dobitnici Nobelove nagrade iz oblasti ekonomije.taku svoga poslovanja LTCM je dosta
koristio pozajmljena sredstava, pa je tokom 199flie zapao u oddene probleme, Sto je
dovelo do toga da je poslovanje i ove vrste fondowesalo detaljnije zakonski da se reguliSe.



Emitenti su subjekti na finansijskim trziStima koji se rmdana strani traznje za
finansijskim sredstvima ili kapitalom. Imaju manjakedstava koji pokuSavaju da zatvore kroz
emisiju najrazliitijih hartija od vrijednosti. | investicione kompge su jedna od institucija koje
mogu putem emisije hartija od vrijednosti da sajajplkapital neophodan za finansiranje svojih
aktivnosti i vée angazovanje u poslovima na finansijskim trziStilnaestitor ima potpuno
drug&ije motive od emitenta. To jecasnik na finansijskim trzistima koji raspolaze dgkna
finansijskih sredstava koje Zeli da unosno ulozinasno investira kroz kupovinu odenog
finansijskog instrumenta. U ulozi investitora naaifnsijskim trziStima se moze pojaviti veliki
broj wesnika i to iz svih sektora, pa ih je mégupodijeliti u dvije osnovne kategorije:
individualne i institucionalne. Istaknimo i to dadno te isto pravno i figko lice moze biti i
emitent i investitor i posrednik.

Nefinansijski @esnici su oni koji obavljaju svoju djelatnost i etuju ciljeve koji nisu
dominantno vezani za poslove na finansijskim ti@igt To se vidi i po strukturama bilansa gdje
dominiraju realni oblici imovine. Samo se sa vremera vrijeme, pojavljuju na finansijskim
trziStima i to u slgajevima kada Zele da plasiraju viskove ili imajulostatak sredstava, pa zele
da ta sredstva pribave posredstvom finansijskiBtaz

1.4 Forvard i fju ¢ers ugovori

Forvard (forward) je ugovor izméu dvije strane o kupoprodaji neke imovine za
unaprijed odréenu cijenu isporuke& (delivery price, strike priceu odreienom vremenskom
momentuT, koji se naziva datumom istekia datumom dospjéa (expiry dat¢. U momentu
sklapanja forvard ugovora ne zna se l@adcijena imovine. Zato se vrijednost forvargovora
f¢ (forward valu@ mijenja sa vremenom u zavisnosti od promjenaneij@movine S, (asset
price). Bitna osobina forvard ugovora je da u trenutklaganja ugovora, nijedna strana ne
placa nista za ulaz u ugovor, odnosno vrijednost ugouadrenutku sklapanja jg, = 0.

Forvard cijend; (forward price u trenutkut je ona cijena isporuke za koju bi vrijednost
ugovora bila jednaka nuli. U trenutku sklapanja waya cijena isporuke se odrge tako da
bude jednaka forvard cijeni tff;, = K.

U trenutku T kada se izvrSava ugovor, cijena imovineje Ona strana koja je zauzela
dugu poziciju u forvard ugovoru (kupila imovinuppa prihodS; — K, i kazemo dae ostvariti
pozitivan finansijski efekat ako j§; > K. Strana koja je zauzela kratku poziciju (prodala
imovinu) ima prihodk — Sy, zn&i prodavacte ostavriti pozitivan efekat ako j& > S;. Dakle i
mogut dobitak i gubitak su neograini (kasnije se kod opcija nateeograntenje na prihod).

Tvrdenje: Forvard cijena je data sa
Ft — SteT(T—t)
gde jer konstantna kamatna stopa za pefigd’), aS; cijena imovine u trenutkt.

Dokaz: Pokazéemo da ako forvard cijena nije data gornjom jeétham, postoji mogenost
arbitraze, Sto dovodi do kontradikcije.



(1) Pretpostavimo da jB > S,e”(T~% j pratimo sledéu strategiju: u trenutka pozajmimo
S; eura na period’ —t po kamatnoj stopr i kupimo imovinu. U forvard ugovoru
zauzimamo kratku poziciju, tj. u trenutkli ¢cemo prodati imovinu po cijenk. U
momentuT vraéamo banci sumu novcs.e” T~ a dobijamo prihodk, koji se po
definiciji odredivao tako da vazk, = K. Dakle nas profit je

F,—S,e™ ™8 >0

odnosno postoji mognost sigurne zarade bez ulaganja — dakle, arbitkeatradikcija!

(2) Pretpostavimo da j&, < S.e" ™% j pratimo sledéu strategiju: u trenutké zauzimamo
dugu poziciju u forvard ugovoru (kuwi@mo robu po cijenk) i istovremeno pozajmimo
imovinu, odmah je prodamo na trziStu po cijgpii ulozimo tihS; eura u banku. Tada u
trenutku T dobijamo iz bankes,e™ ™9, kupujemo robu za cijen = F, i vratimo je
posto je bila pozajmljena. Nas profit je dakle

F,—S,e™ ™8 <0

Sto omodiava arbitrazu. Kontradikcija!

Tvr denje: Vrijednost forvard ugovora u proizvoljnom trenutkdata je sa
fe =S —KeT™D
Dokaz: Posmatrajmo sleda dva portfolija:

portfolio Ajedan forvard ugovor sa dugom pozicijom i Ewmlom novca jednakom
Ke—r(T—t)

portfolio B jedna jedinica imovine.

Ako bismo novac u portfoliju A investirali u banko kamatnoj stopir, ona bi do trenutkd
porasla na sum. Tada smo u trenutk®@ u stanju da kupimo imovinu po cijerl, tj.
izvrSavamo forvard ugovor iz portfolija A. DakletrenutkuT se oba portfolija sastoje iz jedne
jedinice imovine pa imaju istu vrijednost. 1z togledi da oni moraju imati istu vrijednost u
svakom ranijem trenukti(ako to ne bi bilo o, investitor bi mogao @odo nerizénog profita
tako Sto bi kupio jeftiniji portfolio i prodao skijpportfolio). Dakle,

ft + Ke_r(T_t) = Sl‘f
Odnosno

ft =S, — Ke—r(T—t) — (Ft _ K)e—r(T—t)



Kada se sanjava forvard ugovor, forvard cijena je jednakgewmi isporuke koja je
nazna&ena u ugovoru i birana je tako da je vrijednostvaga nula. Forvard cijena; je dakle
ona vrijednosK za koju jef; = 0 u prethodnoj jednzni, tj

Ft — SteT(T—t)

Fjucers predstavlja obavezu da se kupi ili proda ddre roba ili finansijska aktiva kao
Sto su npr. zito, zlato ili hartije od vrijednosiilreienog dana, po unaprijed odemoj cijeni.
Fjucers ugovor, kao i terminski ugovor, predstavljaragam izméu dvije strane o kupovini ili
prodaji aktive u poznato buée vrijeme za poznatu cijenu. Za razliku od termatgskigovora,
flu¢ers ugovorom se normalno trguje ne berzi. Da bom@gltila trgovina, berza postavija
izvjesne standarde za &grs ugovore. Posto dvije strane u ugovoru ne matajgse méusobno
poznaju, berza utduje i garantne mehanizme za izvrSenje ugovora. fogersa obino nije
odreien t&an datum isporuke. U ugovoru se poziva na mjegexuge, a dotina berza utduje
period unutar mjeseca kada se mora izvrSiti isparikijeme isporuke za berzanske proizvode
je ¢esto cio mjesec.

Shodno vrsti proizvoda kojim se trguje,dgrsi se dijele na: robne i finansijske. U osnovi
finansijskih fjutersa nalazi se neki finansijski instrument (kratkar ili dugoracni), kretanje
nivoa berzanskih indeksa i devizni kursevi. Cij§oeers ugovora se utduju na berzi, mada jos
uvijek nisu identifikonecvrste veze izmdu fundamentalnih ekonomskih kretanja i cijena
valutnih i indeksnih fjdersa. Kada je aktiva za fjers ugovor berzanski proizvod magusu
varijacije u kvalitetu. Zbog toga je nakon izborktiee vazno da berza dao odredi stepen
kvaliteta robe koji je prihvatljiv. Vetina ugovora utwdtuje iznos aktive koji se mora isp@iti u
okviru datog ugovora. Ovo je vazna odluka za bekko je ugovor isuviSe veliki, mnogi
investitori koji bi Zeljeli da pokriju relativno naizlozenost ili koji bi Zeljeli da steknu relatio
malu Spekulativnu poziciju, bili bi onemogeni da koriste berzu. Na drugoj strani, ako je wgov
isuviSe mali, trgovina moZze biti skupa, jer svaggouor podrazumijeva oddene trosSkove.

Primjer: Jedan investitor je na dan 1. juna 2010. sklomivard ugovor koji ga
obavezuje da kupi (duga pozicija u ugovoru) od ldeduprodavca (kratka pozicija u ugovoru)
100.000 eura po kursu leur = 102 din, sa rokomjdésB0 dana. Neka je kurs 31. jula te iste
godine 1eur = 105 din. Kakav je finansijski efetiatvaren?

Ovdje je K =10.200.000 eur= 1. jun,T = 31. jul,t = 60 dana 5 = 10.500.000 eur. Invetitor
¢e 31. jula 2010. kupiti sredstva za K eura i maZeiodati zaS; eura, i ostvaie pozitivan
finansijski efekat od 300.000 eura.

Primjer: Jedan investitor je na dan 1. oktobra 2010. skldprvard ugovor koji ga
obavezuje da nakon 3 mjeseca kupi akéija je sadasnja cijen&, = 50eur, a cijena isporuke je
ugovorena po forvard cijeni. Olitanava se 6% kamate godiSnje na besmaisredstva, uz
kontinuirano kaméenje. Odredite forvard cijenu i izfanati koliki je finansijski efekat ako je
cijena sredstva na dan dosjgeOeur.

Vrijednost ugovora je
fi =S, —Ke T8 =50 — 60 - g7006:(90/360) = 50 — 60-0,985112 = S; — K - 0,985112
Forvard cijena je



F, = Spe" T~ = 50 . ¢0:06:(90/360) = 50 . 1,1015113 = 50,76eur
Finansijski efekat na dan dos¢gee
Sy — Fr = 60 — 50,76 = 9,24eur.



2
Opcije
2.1 Razvoj opcija

Opcije se po prvi put pojavljuju u Holandiji i Japga u samim z&cima terminskog
trgovanja 30-ih godina XVII vijeka. Prvo trgovangpcijama na akcije zabiljezeno je na
Londonskoj berzi 20-ih godina XIX vijeka. SredinoXiX vijeka na Cikaskoj robnoj berzi
(Chicago Board of Trade CBOT) razvija se sistem robnih opcija. Prva beiaansijskih opcija
formirana je u aprilu 1973. godine Cikagu pod nazivom CBOEChicago Board Options
Exchangg Nakon CBOE dolazi do osnivanja niza velikog brdjerzi na kojima se trguje
opcijama. Tako se 1976. godine osniva berz&efga i opcija u Hong Kongu, 1978. u
Amsterdamu, 1982. u Londonu, 1985. u StokholmuizBa

Danas se opcijama trguje na berzama Sirom svijeieFE (London International
Financial Futures and Options ExchangeLondon, CBOE <ikago, EOE - Evropska berza
opcija, MONEP - Francuska, DTB - Njettka, SOFFEX - Svajcarska i druge.

2.2 Pojam i definicija opcija

Opcija predstavlja ugovor iznd@ prodavca i kupca u kome je sadrzano pravo, ali ne
obaveza, kupca da kupi ili proda neki finansijskstrument po unaprijed ugovorenoj cijeni
(strike — exercise prigedo ta&no odreéenog dana u buduoosti Expiry date.

Kupovna opcija (call option, cal) daje pravo (bez obaveze) imaocu (kupcu opcijgadu
pozicija) da kupi odrdeni finansijski instrument po ugovorenoj cijeniaspke odrédenog dana,
dok je izdavalac opcije (kratka pozicija) u obavéaiproda instrument ako je imalac opcije trazi.

Prodajna opcija (put option, put daje pravo (bez obaveze) imaocu (kupcu opcijgadu
pozicija) da proda oddeni finansijski instrument po ugovorenoj cijeniaspke odrdenog dana,
dok je izdavalac opcije (kratka pozicija) u obavdai kupi instrument ako je imalac opcije to
zahtijeva.

Jedna strana je izdavalac i prodavac opcije (kratk@ja), a druga strana je kupac i
imalac opcije (duga pozicija).

UnutraSnja vrijednost (intrinsic valug kupovne opcije je razlika izrda trziSne cijene
akcija i ugovorenastrike) cijene ako je ona pozitivna, i@ je jednaka nuli. Opciju - opciono
pravo - nije vrijedno koristiti ukoliko opcija nemautrasnju vrijednosOpcija u dobitku (in
the money) - u trziSnoj termiinologiji zn& da opcija ima unutrasnju vrijednost (ima smisla
koristiti opciono pravo)Opcija u gubitku (out of the money) - u trziSnoj tenninologiji zn&a da
opcija nema unutrasnju vrijednost tj. ugovorenar@j je véa od trziSne cijene akcija (hnema
smisla koristiti opciono pravoPpcija na svome(at the money) - u trziSnoj terminologiji zné&
da je ugovorena cijena opcije jednaka trziSnograijakcije (nema smisla koristiti opciono
pravo).

Analogno razmatranje vazi i za put opcije.



Opcije se odnose se na realnu imovinu, finansijgkovinu (vrijednosne papire) i na
druge finansijske derivate. Sa opcijama se trgajsegkundarnim trziStima. Opcije spadaju u Siru
kategoriju aktive — kontigentna ili uslovna pracargtigent clain

Opcionim ugovorom (option contract reguliSu se odnosi za vrijeme emisije opcija. &wp
opcije - vlasniku daje se pravo da kupi ili proddredenu aktivu po fiksnoj cijeni, koja je
unaprijed odréena, u okviru odiEnog vremenskog perioda. Prodavac opcije - emitaat
obavezu da uradi ono Sto vlasnik opcije od njegditrda proda ili kupi oddenu aktivu, u
odrelenom periodu i po ugovorenoj cijeni. Opcioni sparazkao visoko standardizovani
dokument najeke sadrzi elemente:

* Tip aktive — instrument na koji se opcija odnosajdé&e su to hartije od vrijednosti.
Ukoliko se radi o opcijama na akcije, u opciononorsgumu obavezna su joS dva
elementa:

- haziv emitenta &g akcije se opcija odnosi, i
- katina odnosno broj akcija koje se mogu kupiti ili gadi

» Ugovorena cijena izvrSenj&xercise, striking price}- cijena po kojoj kupac moze da
kupi ili proda odréenu aktivu ili instrument.

* Rok dospijéa opcije — krajniji (ili fiksirani) datum do kada @@ moze da se iskoristi.

Posrednici u trgovanju opcijama dogovaraju se samdjeni - premiji i kolgini opcionih
sporazuma.

Tri moguenosti koje stoje kupcu na raspolaganju za vrijelmgquiovanja opcije:

1. Daiskoristi opciju — kupovina ili prodaja osnovaletive na koju se opcija odnosi

2. Da opciju proda na sekundarnom trziStu nekom drugaubjektu — berzanski ili
vanberzanski promet

3. Da ne iskoristi pravo iz opcije — da pusti da istekok dospjéa bez korigenja opcionog
prava.

Prodavac opcije - nosilac obaveze mora da izviSugetu obavezu na osnovu prodate opcije.
Ukoliko prodavac ne Zeli da izrSi obavezu, na résgemju su mu dvije moguaosti:

1. Da se pokuSa nagoditi sa vlasnikom opcije - kupceraskidu sporazuma, uz ¢emje
premije i pl&anja odrdene provizije

2. Da nate drugog subjekta koje preuzeti ugovorenu obavezu tj. da proda opciju na
sekundarnom trzistu.

2.3 Vrste opcije

Postoji viSe podjela opcija. Pomeé&mmo samo neke koje su vazne u daljem radu.
Prema mogénosti izvrSenja:
1. amertke — mogu se izvrSiti u bilo koje vrijeme do istig@vazenja



2. evropske — mogu se izvriti nate odreteni dar
3. egzotEne — vrijeme isticanja vazenja oduge izvrsnu cijenu.

Prema vremenu trajanja:
1. kratkorane
2. dugora@ne.

Prema zauzetoj investicijskoj poziciji:
1. call
2. put opcije.

Opcije predstavljaju najzgdajniji instrument hedzinga, poréw koga se investitori Stite od
razlicitih vrsta rizika. Poméu opcija je mogée smanijiti, nekada i eliminisati rizik promjena
cijena, trzisnih indeksa, kamatnih stopa, devikuitseva i time powati sigurnost investitora na
trzistu.

2.4 Odredivanje vrijednosti opcija

Od pojave opcija, oddevanje njihovih cijena predstavlja jednu od najktranijih oblasti
finansijske teorije ali i primijenjene matematik&a pojavom novih vrsta opcija, razvijane su i
nove matematke metode kao i modeli za odreanje cijene. Standardne metode diilranja
vrijednosti akcija ili obveznica ne mogu se primifena opcije jer njihova vrijednost zavisi od
vrijednosti osnovnog instrumenta iz koga su izved&ao i rizika koji taj instrument nosi sa
sobom. Na primjer, vrijednost opcije na akcije Kin® zavisi od kretanja cijene same akcije.
Kako se te promjene deSavajesto, uz postojanje visokog rizika i neizvjesnaséipphodno je
bilo razviti posebne modele i tehnike.

Osnovni faktori koju utiu na cijenu opcija su:

» Cijena aktive koja se nalazi u osnovi opcije. U &uyu da cijena aktive raste, raste i
potraznja za call opcijama, a samim tim i njihorAasha cijena. Kod put opcija, situacija
je obrnuta — rast cijene aktive usléxipad cijene prodajnih opcija, po$®opasti traznja
za njima jer niko n& htjeti da kupi pravo po cijeni iporuke koja j&sina dok trziSna
cijena aktive raste, a samim tim i m@gost da se proda po viSoj cijeni.

» Cijena izvrSenja (strike pricg. Ova cijena je izvjesnija nego cijena aktivejgfiksirana
i poznata unaprijed do datuma dosgpjeUkoliko je cijena izvrSenja viSa i cijena put
opcije ¢e bit visa dokée niza cijena izvrSenja obarati cijenu put opc§a. druge strane
viSa cijena izvrSenjéae usloviti nizu cijenu call opcija i obrnuto, nizgena izvrSenj&e
voditi viSoj trziSnoj cijeni call opcija.

» Datum dospjeta opcije. Uticaj roka izvrSenja na cijenu opcija je veonaripleksan. U
sluitaju amergkih opcija (put i call), ako je rok dosg duZzi i cijena opcijée biti veta
jer postoji dovoljno vremena za povoljna cijenoknatanja tako da je dugahea opcija
vrednija od kratkoréne. Kada se govori o evropskom tipu opcija, nagripavedeno

! Nazivi evropske i amatie opcije su istorijskog, a ne geografskog poriekl



pravilo ne mora da vazi vese moze desiti da su kratkéone vrednije od dugotmih
opcija.

» Volatilnost aktive tj. rizik cijenovnih kolebanja aktive. U nestabitmtrziSnim prilikama
investitori ¢e pokazati véu sklonost za drzanjem opcija u svom portfolijw ikako za
potrebe hedzinga tako i iz Spekulativnin namjergravo zato, ako je predigna
volatilnost cijena aktive \é@, v&a ce biti i cijena opcija i obrnuto.

> Bezrizitna kamatna stopa U uslovima rasta kamatnih stopa, cijena put epég
opadati, dol¢e u isto vreme cijene call opcija rasti.

Da bi kupac mogao da koristi prava iz opcije, ortazenora da plati odgovardju cijenu, koja se
naziva premija gremiun). Cijena opcije se formira na trziStu kao poskedisdevljavanja
ponude i potraznje, a pod uticajem gore navedeatofa. Premija se ¢ana, ako je opcija na
akcije, poper shareprincipu.

Primjer: Marko Markovt Zeli da kupi kdu. Posle nekoliko nedjelja razgledanja,
pronalazi jednu koja mu odgovara. Nazalost,dengek za 6 mjeseci potreban novac da je kupi.
Zato, on dogovara sa vlasnikom opciju da kuptlkw roku do 6 mjeseci za 100.000 eura.
Vlasnik se slaze da proda opciju za 2.000 eura.

Scenario |I: Tokom perioda od ovih 6 mjeseci, Marko otkriva nafspod imanja.
Vrijednost kite sk&e naglo na 1.000.000 eura. Sve u svemu, prodavaje gplasnik ki¢e) je u
obavezi da proda, ku Marku jer on Zeli da iskoristi pravo koje ima, kigpi kuwtu. Marko je
kupio kuwtu za 102.000 eura (100.000 eura zaukplus 2.000 eura premija za opciju). Marko je
odmah prodaje za milion dolara i ostvaruje velifoffi od 898.000 eura (1.000.000 — 102.000 =
898.000 eura).

Scenario 2:Marko otkriva toksian otpad na imanju. Sada vrijednosédyada na nulu,

i on cigledno odl¢uje da ne iskoristi opciju da kupi éu U ovom sldaju, Marko gubi 2.000
eura tj. premiju koju je platio za opciju vlasnikuce.

Primjer: Investitor X je kupio od izdavaoca opcije Y prodajopciju za prodajum=300
akcija kompanije A po ugovorenoj cijefi(1) = 56eur/akcija. Tekwa cijena jedne akcije na
trziStu jeS, (1) = 60eur/akcija. Trgovac X @¢ekuje dace se cijene smanjivati na trzistu i ¢da
trgovcu Y cijenu opcije (premiju) u iznosy(1) = 3eur/akcija.

Scenariol:Neka je na dan dosgije trziSna cijena akcij§; = 50eur/akcija. Posto je
trziSna cijena na dan dopge manja od ugovorene cijene, trgovactX na trziStu kupiti 300
akcija u iznosuS;(300) = 300 - 50 = 15.000eur i prodati je trgovcu Y z&(300) = 300 -
56 = 16800eur.

Na dan dospga unutrasnja vrijednost opcije je:

E(300) — S+(300) = 16.800 — 15.000 = 1.800eur

Profit trgovac Xce biti:

Fr(300) = K(300) — S7(300) — P,(300) = 16.800 — 15.000 — 900 = 900eur

Trgovac Y je dobio 900 eura za prodatu opciju n@ 8kcija, kupuje od trgovca X 300 akcija po
cijeni 16.800 eura, neto iznos zadatkd §800 — 900 = 15.900, a postao je vlasnik akcifgja

je trziSna cijena 15.000 eura, dakle ima poternigiibitak 900 eura.

Scenario2:Neka je na dan dosj trziSna cijena akcij§; (1) = 58eur/akcija. Posto
je trziSna cijena akcija na dan dosjgjes&€a od ugovorene cijene, trgovac¢é¥ odustati i née



izvrSiti opciju. Njegov gubitak iznosi toliko kol je platio za opcijuP,(300) = 300 -3 =
900eur, a toliki je i profit trgovca Y koji je za taj izs prodao opciju.

Pored mogeénosti da iskoristi opciju do njenog roka dosjgjeli da to ne tini kupac
opcije ima pravo i da je poniSiffse). Offseting je postupak obrnut od originalne teksje sa
ciliem izlaska iz trgovine. U staju kupovine call opcije, treba prodati call opcga istom
cijenom izvrSenja i datumom dospge Ako se proda call, kupije se call sa istom djan
izvrSenja i datumom dosp@. Isto vazi i za put opcije. U slaju kupovine put opcije, treba
prodati put sa istom cijenom izvrSenja i datumorspji@a. Analogno, ako se proda put, treba
kupiti put opciju sa istom cijenom izvrSenja i daim dospjéa.

Danas u literaturi postoji viSe teorija koje pokedja da utvrde cijenu opcija. Ma
njima se izdvajaju dva najzéagnija modela -binomni i Black-Scholesov modelOba modela
¢e biti razraena u sled@m poglavljima, posebno Black-Scholesov model keji tema ovog
rada.

2.5 Evropske opcije

Evropska kupovna opcija (European call optionje ugovor koji daje svom vlasniku
(holder pravo — ali ne i obavezu — da u atrrom datumu dospja T (expiry dat@ kupi
odreienu aktivu gnderlying ass¢tpo ugovorenoj cijenizvrSavanjaE (exercise pricg Druga
strana ugovora, poznata kao pisgacije (vriter) ima obavezu da proda aktivu, ako vlasnik
opcije Zeli da je kupi. PoSto opcija svom vlasndaje pravo ali ne i obavezu da nesto kupi, a
pisac opcije ima obavezu da je proda, vlasnik eptipra da plati oddenu sumu za to pravo .
placa opciju. Prava cijena ovakvih ugovora jedno jecedtralnih pitanja matemakih finansija.
Vrijednost kupovne opcije u trenutkt ozn&avatemo saC(S(t),t), gdje jeS(t) vrijednost
aktive na koju se odnosi opcija u momettia vrijednost opcije utu jos i cijena izvrSavanja
datum dospjéa T , volatilnost cijene aktive kao i kamatna stogas@ one u modelima o kojima
¢e biti rijeci smatraju konstantnima.

Vlasnik kupovne opcije zauzima dugu poziciju, aapiskratku poziciju. Vrlocesto se
evropske kupovne opcije karakteriSu preko prihodi@ lone donose svom vlasniku u momentu
T. U trenutkuT mogu se realizovati dvije moduosti: cijena aktives(T) je ve&ta ili manja odE.

1. Ako je cijenaS(T) veta odE, vlasnik opcijece iskoristiti svoje pravo i izvrSitiekercisg
opciju tj. kupte robu po nizoj cijenE, pa ako je odmah proda na trziStu ostvario je
prihodS(T) — E. Pisac opcije u tom staju ima negativan prihod (gubitak)— S(T).

2. Ako je cijenaS(T) manja odE, vlasnik opcije née izvrSiti opciju tj. njegov prihod je
nula. Pisac opcije take ima prihod nula.

Dakle mozemo zakiljtiti da je u kupovnoj opciji:

Duga pozicijehplder Kratka pozicijawriter)
prihod C(S(T),T) = max{S(T) — E, 0} min{E — S(T), 0}



profit max{S(T) — E,0}—-C min{E — S(T),0} + C

Evropska prodajna opcija (European put optionje je ugovor koji daje svom vlasniku
(holden pravo — ali ne i obavezu — da u atkrOm datumu dospja T (expiry datg¢ proda
odreienu aktivu gnderlying assgtpo ugovorenoj cijeni izvrSavanja (exerciseprice). Druga
strana ugovora, poznat kao pisacije (wvriter) ima obavezu da kugiktivu, ako vlasnik opcije
Zeli da je proda. Vrijednost prodajne opcije u tthn t ¢emo ozndavati saP(S(t),t), a
vrijednost u trenutku sklapanja ugovoraPsa

Vlasnik prodajne opcije zauzima kratku pozicijupiaac dugu poziciju. Prodajna opcija
se analogno moze okarakterisati preko prihoda,vnara ovom sltiaju ¢e opcija biti izvrSena
ako je u momentd@ cijena aktive S(T) manja od ugovorene cijerie Mozemo zakljditi da je
u kupovnoj opciji:

Kratka pozicijahplder) Duga pozicijan(riter)
prihod P(S(T),T) = max{E — S(T), 0} min{S(T) — E, 0}
profit max{E — S(T),0} — P min{S(T) — E,0} + P

Posmatrajéi ove dijagrame mozZzemo zakdjti da ako investitor smatra dé& cijena
aktive vremenom dobiti na vrijednosti (tj. ako jbik*), onda ¢e kupiti kupovnu opciju ili
napisati prodajnu opciju. Ako neko smatradacijene da padaju (tj. ako je “medved”), onda
treba da kupi prodajnu opciju ili da napiSe kupowpciju. Prihod i profit ako smo vlasnici
opcije mogu biti neogra&ééni, dok je gubitak tj. rizik ograéen (za razliku od forvard i fiiersa).

Posmatrajmo sleda dva portfolija:
portfolio A jedna Evropska kupovna opcija sa cijenom izvrBgvB i svota novca
jednakBe (Tt
portfolio B: jedna Evropska prodajna opcija i jedinica aktive.

. U trenutku dospijéa T oba portfolija imaju vrijednost

max{S(T),E}

Iz toga slijedi da oni moraju imati istu vrijednastsvakom ranijem trenukti(ako to ne bi bilo
tacno, investitor bi mogao @odo nerizénog profita tako Sto bi kupio jeftiniji portfolioprodao
skuplji portfolio). Dakle

C(S(),t) + Ee™T=0 = p(5(t),t) + S(t) (2.1)
Gornja jednaéina je poznata kaput-call paritet, a na osnovu nje se moze raati vrijednost

kupovne opcije ako je poznata vrijednost prodajmgje i obratno, naravno ako se odnosi na istu
hartiju od vrijednosti.



Vrijednost opcije u trenutku dospgeT jednaka je prihodu tj.
C(S8(T), T) =max {S(T)—E,0} i P(S(T),T) =max {E — S(T),0}.

Za evropske opcije je njihova vrijednost prije deéa tj. u proizvoljnom trenutke < T data
Black-Scholesovim jedimama o kojimacemo detaljno govoriti ucetvrtom poglaviju.
Specijalno, za evropske kupovne opcije je njihordnost kao funkcija od cijene aktis&T)

uvijek veta odmax {S(T) — E, 0} a kako se priblizava datum dosfgeodnosna — T grafik
funkcije vrijednosti opcije se sve viSe priblizayafiku prinosa.

UnutraSnja vrijednost (intrinsic valug opcije u trenutku je maksimum od nule i od
vrijednosti koju bi opcija imala ako bi se u torertutku izvrSila. Dakle za kupovnu opciju je
unutrasnja vrijednoshax {S(T) — E, 0}, a za prodajnu opciju j@ax {E — S(T), 0}.

Vremenska vrijednost (time valu¢ opcije je razlika izmedju njene vrijednosti i
unutrasdnje vrijednosti. Na primjer za kupovnu opdg vremenska vrijednostC(S(t),t) —
max {S(T) — E,0}. Vremenska vrijednost opcije ima tzv. efekat smig grudve gnowball
effec).

Opcija moze imati:

1. neutralnu vijednostirj-the-money= opcija pri novcu)
2. pokrivenu vrijednostgt-the-money= dobitna opcija, opcija u novcu)
3. nepokrivena vrijednost opcije(t-of-the-money= gubitna opcija, opcija izvan novca)

Kazemo da je u trenutke opcija ITM ako bi dovela do pozitivnhog prihodasucaju da se
odmah izvrSi, ATM ako u sliaju trenutnog izvrSavanja dovodi do nula prihod&@) &M ako
dovodi do negativhog prihoda. Jasno, evropska ageijse izvrSiti samo ako je ona ITM u
trenutku dospjéaT.

Kupovna opcija Prodajna opcija
IT™ S(@t) >E S() <E
ATM S(t)=E Sit) =E
OT™M S(t) <E S(t) > E

ITM opcije imaju pozitivhu unutrasnju vrijednosbldje za ATM i OTM kupovne opcije
njihova unutrasSnja vrijednost jednaka nuli, a impgritivhu vremensku vrijednost koja opada
ka nuli kakot — T, pa u trenutkd" vrijednost opcije postaje jednaka unutrasnjojedijosti a
vremenska vrijednost postaje nula. ATM i OTM prodgjopcije imaju negativhu vremensku
vrijednost koja raste ka nuli kad- T.

Ako investitor kupi ATM ili OTM opciju, ona ima samvremensku vrijednost koja je u
jakoj korelaciji sa vremenom preostalim do daturoapjga tj.t — T. Sto je preostalo vrijeme
duze, véa je verovatnéa dace se cijene na trziStu promijeniti, te @& se opcija izvrSiti kao
ITM.



2.6 Americke opcije

Ameri¢ka kupovna opcija (American call optioh i Ameri¢ka prodajna opcija
(American put optiongarantuju svom vlasniku ista prava kao i evropsjeije, saazlikom da
se ove opcije mogu izvrSiti i prije datuma dogpj&. Kako ameiike opcije daju viSe prava
svojim vlasnicima od evropskih, lagiio je ocekivati i da je njihova vrijednost va. Ipak, to je
tatno samo za ameke prodajneopcije. Amertéku kupovnu opciju nikad nije povoljno izvrsSiti
prije datuma dosp¢&, pa jeona u principu isto Sto i evropska kupovna opcija.

Tvrdenje: Americku kupovnu opciju nije optimalno izvrsiti prije deha dospjéa.

Dokaz: Posmatrajmo sleda dva portfolija:

portfolio Aedna ametka kupovna opcija (na akciju) i svota novca
jednaka~"(T—t)
portfolio Bjedna akcija

Primijetimo da ako izvrSimo opciju tj. kupimo akgjjtada se u stvari portfolio A pretvara
u portfolio B.

Vrijednost novca iz portfolija A je u trenutku dgsga T jednakaFE, a u proizvoljnom
ranijem trenutkur < T je njegova vrijednogie "9,
Ako bismo izvrsili opciju u ranijem trenutkuvrijednost portfolija A bi bila

S(T)—E +Ee 7T < S(1)

jerjet <Tir>0.Kako jeS(t) vrijednost portfelja B u trenutkuo, slijedi da je portfolio A u
svakom trenuku manije vrijedan nego portfolio B, akapcija izvrSi prije trenutka dospgeT .
Ako se opcija drzi do trenutkal', vrijednost portfolija A na dospja postaje
max {S(T), E}, a vrijednost portfolija B je tad&(t). Naravno, uvijek postoji moguaost da je u
tom trenutkuS(T) < E. To zn&i da je u sldaju da se opcija drzi, portfolio A uvijek vrijedan
koliko i portfolio B ili cak i viSe. Dakle nema smisla ranije izvrSavati ppci

Ovo tvidenje potvduje i ¢injenica da je vrijednost evropske kupovne opcgeszako
t < T iznad njene unutrasSnje vrijednostax {S(T) — E, 0}.

Americke prodajne opcije nagitim imaju uvijek véu vrijednost od svojih evropskih
duala. Razlog je u tome Sto je vrijednost evrogekelajne opcije u trenutku< T ispod njene
unutrasSnje vrijednosti. Pretpostavimo da je u nekaenutkut < T prije dospjéa vrijednost
akcije S(t) u opsegu takvom da j(S,T) = max {E — S, 0} tj. vrijednost opcije je manja od
unutrasnje vrijednosti, i posmatrajmo Sta se deg&aeau tom trenutku izvrSimo prodajnu opciju.
Ocigledno postoji mogénost arbitraze: mozemo kupiti akciju Z&t), istovremeno Kkupiti
prodajnu opciju za (S(t), t) koju odmah i izvrSavamo tako Sto prodajemo akpiucijeni E.
Tako smo bez rizika ostvarili profff — P(S(t),t) — S(t). Dakle, moramo pretpostaviti da je
vrijednost ametike prodajne opcije uvijek ¥a od njene unutrasnje vrijednosti:



P(S(t),t) = max {E — S(t),0}.

Odavde slijedi i da je vrijednost am&@ prodajne opcije uvijek ¥a od vrijednosti evropske
prodajne opcijeP,(S(t),t) > P,(S(t),t) za svakot < T, a za kupovne opcije smo &e
konstatovali da imaju istu vrijednogt, (S(t),t) = C.(S(t),t). Primijetimo da za ameike
opcije ne vazi put-call paritet; mozemo tvrditi sada vazi nejednakost

C,(S(),t) + Ee 7T < P, (S(b),t) + S(b).

Evropske opcije su okarakterisane funkcijama prhadmomentu’. Americke opcije
imaju iste funkcije prihoda, ali se kod njih porpbblema izrdunavanja vrijednosti opcije
postavlja joS i problem nalazenja optimalnog tr&altada treba izvrSiti opciju.

Naravno, nema razloga zaSto neko ne bi napisaguopai proizvoljnom funkcijom
prihoda u momentli. Takodje, vrijednost evropskih i am&ih opcija zavisi samo od cijene
aktive S(T) u momentur'. Postoje tzvegzotiéne opcije ¢ija vrijednost zavisi i od proSlosti - od
ranijih cijena aktive. NeSto viSe o ovim opcijamalazi se u poslednjem, petom, poglaviju.



3

Model vrijednosti imovine

3.1 Kretanje cijena imovine

3.1.1 Hipoteza efikasnog trzista €fficient market hypothesis)

Cijena neke imovine je mjera pouzdanosti invesitpa, kao takva, dosta zavisi od
novosti, govorkanja, Spekulacija itd. Prirodno jeetpostaviti da trziSte trenutno reaguje na
spoljasnje uticaje, a time i da

trenutna cijena imovine odrazava sve prethodneméije.

Ovaj jednostavni zaklgak je poznat kadiipoteza efikasnosti trziSta(slabi oblik) Po toj
hipotezi, Zelimo li predviditi vrijednost imovine mekoj t&ki u budwnosti, kompletna istorija
cijene imovine nema nikakvu prednost u @@ u sa poznavanjem samo njene trenutne cijene
(»Citanje graftkih prikaza” nam née osigurati neku prednost).

Sa stanoviSta modeliranja, ako prihvatimo hipotefikasnog trziSta, onda jedfiaa za
opis evolucije imovine od trenutkadot + At treba da obuhvati samo cijenu imovine u trenutku
t i ni u jednom, prethodnom trenutku.

3.1.2 Podaci o cijeni imovine

Na slici 3.1 prikazujemo dnevne vrijednosti IBM glicod januara do kraja septembra
20012 To su cijene ,na zatvaranju®; tj. cijene pri zagjrfansakciji svakog dana trgovanja. Slika
3.2 daje odgovaragisedméni prikaz cijena akcija od januara 1998. do decen#f01. Na slici
3.1 je 184 t&aaka, a na slici 3.2 je 209¢&ka. lako ne pokrivaju isti vremenski period, osljge
pokazuju jasnu ,nazubljenost"

2 besmond J.HighamAn introduction to financial option valuatipi€ambridge University Press 2004. strana 46-48
3 Eng. Jaggedness



Da bi pregledali te podatke, treba ih tretirati isBom nivou kao izlaz za generator pseudo-
slucajnih brojeva i ispitati da li ima ikakve statidte karakteristike. Na slici 3.3 dati su rezultati
jednog takvog testa. Gornja slika obuhvét@&vne prinose:

rdnevno . _ S(ti1) — S(t)
' S(t)

gdje suS(t;) i S(t;4+1) cijene imovine u uzastopnim danima kako su Kern& na slici 3.1. Ti
dnevni prinosi su normalizovani na

dnevno __
f.dnevno o L H
i T o

gdje suu i o2 izragunata uzoréka sredinau,, i uzoraka disperzijasZ definisane redom kao

1% 1 <
In ‘=MZfi, 01\24‘=m2(fi—#m)2
L= 1=
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Slika 3.1: Dnevne cijene IBM akcija od januara do septen2®01
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Slika 3.2: Sedndne cijene IBM akcija od januara 1998. do decemBi2
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Slika 3.3: Statistiki test koji daje podatke o IBM-ovim cijenama akcisornja slika: dnevne. Srednja
slika: sedmine. Donja slika: N(0,1) uzorci za pdenje.

Ako su dnevni prinosi nezavisni i jednako raspdgije uzorci iz normalne raspodjele, onéia

FaAnevno hiti nezavisna i jednako raspodijeljenacsiima promjenljiva sa raspodjelom N(0,1).
Gornii lijevi crteZ na slici 3.3 daje procjenu 2&4'""° podatke u obliku histograma, sa N(0,1)

X

krivom gustinef(x) = \/%e_T koja je ozné&ena isprekidanom linijom. Da bi se procijenila



odgovarajda funkcija raspodijele, mozemo Koristiti histograbwa, gdje u svakom bin-u (klasi

histograma) biljezimo proporciju uzoraka koji spadaaj bin ili u bin sa lijeve strane. Tako
2

dobijemo histogram na srednjoj slici. N(0,1) funp&craspodjeleN(x) :=%ffwe_7 ds je
prikazana kao isprekidana linija. Na kraju, na ggrdesnoj slici prikazan je kvantile-kvantile
(quantile-quantilg graf. Tri srednja crteza na slici 3.3 prikazugtei rezultate za normalizovane
sedméne prinose pomiu podataka sa slike 3.2. Kao osnova za todamje, donja slika daje
prikaz koji nastaje kada se 20@d&a iz N(0,1) generatora pseudoésimih brojeva podvrgne
istom ispitivanju.

Slika 3.3 pokazuje da se dnevni i seéimiprinosi imovine ponasaju kao nezavisni i jednako
raspodijeljeni uzorci iz normalne raspodjele. Kviarkvantile grafovi, koji najviSe otkrivaju,
mogu ukazati da je najye odstupanje na krajevima oblasti raspona — pozketoponaSanje
“debelog repa”fat-tailed).

Na kraju, zabiljeZiemo da, poSto su dnevni i sednii prinosi dosta mali, aproksimacija
log(1 + x) = x daje

log (S(ti+1)> = log <1 + S(tiz1) — S(ti)> o S(tiv1) — S(t) 3.1)

S(t;) S(t;) S(ty)

i imali bismo, u sustini, isti prikaz kao 3.3 akanzijenimo prinose slgaritamskim kolinicima,
log(S(ti+1)/S(t)).

3.1.3 Pretpostavke

U sljede€em poglavlju bie razvijan matematki opis kretanja cijene imovine kojirte se
obuhvatiti Siroki raspon karakteristika koje seralsi primj€uju. Prije toga, istaknimo sleée
pretpostavke kojéemo postaviti u narednoj analizi:

» Cijena imovine moZe imati bilo koju nenegativnyeanost.

» Kupovina i prodaja aktive moze da se odvija u swakeenutku0 <t <T.

» Mogwe je prodati i kupiti bilo koju kodiinu aktive.

» Razlika izméu ponutene i trazene cijendid-ask spreafdje nula — kupovna i prodajna
cijena su jednake.

* Nema troSkova transakcij&ittionless market hypothesis

* Nema dividendi.

« Dozvoljena je ,kratka prodaja(mogute je imati negativnu kalinu imovine).

» Postoji jedna, bezrizna, kamatna stopa koja se primjenjuje na svakd¢ikalinovca koji
se pozajmi iz banke ili se polozi u njoj.

3.2 Model vrijednosti imovine: dio |

Eng. ,short-selling” — prodaja bez pokri¢a na berzi.



U ovom poglavlju se iznose motivi i izvodimo kl&si model ponaSanja cijene imovine.
To se radi na heuriski n&tin, ragiS¢avajlti pretpostavke i imajti u vidu dac¢e se taj model
koristiti kao osnov za teoriju vrednovanja opcija.

Ako je cijena imovineS, u vrijemet = 0, nasce interesovati proces koji opisuje cijena
imovine S(t) za svako vrijemd <t < T. Zbog nepredvidive prirode kretanja cijena imoyine
S(t) ¢e biti slitajna promjenljiva za svaka lako se cijena imovine aimo zaokruzuje na jednu
ili dvije decimale, ovdje pretpostavljamo da nekevina moze imati bilo koju cijeni 0.

U raduce se né izraz za relativnu promjenu u intervalu vremeftai onda pustiti da
6t — 0 da bi se dobio izraz koji vazi za proizvoljho

3.2.1 Diskretni model imovine

Kao pcaetnu t&ku za model, treba napomenuti da promjena vrijetiinoszrizicnog
ulaganja u malom vremenskom intervalumoze da se modelira kao

D(t + 6t) = D(t) + rétD(t) 3.2)

gdje jer kamatna stopa. Da bi se &waale tipéne, nepredvidive promjene u cijeni imovine,
dodaje se sliajni element toj jedr@ni. Vidjeli smo, u prvom dijelu, da hipoteza efg@og
trziSta kaze da trenutna cijena imovine reflekgye informacije poznate ulafima pa je svaka
promjena cijene posljedica novih informacija. Torseze ugraditi u model tako Sto se doda
slucajni ,fluktuacijski porast jedné&ni kamatne stopedineci te poraste nezavisnima za raité
podintervale. Da bismo to precizirali, neka= ift, pa se cijena imovine odigu u diskretnim
tackama (t;). (Tada se zat — 0 dobija model cijene imovine 0 <t < T). Nas diskretni
model glasi

S(tiv1) = S(t;) + udtS(t) + oVaty;S(t;) (3.3)
gdje je

e u konstantni parameter. (o je u > 0 pa uétS(t;) predstavlja opsti uzlazni tok
strujanja (@rift) cijene imovine. Parametarima istu ulogu kao kamatna stopa (3.2))

* ¢ =0 je konstantni parametar koji odrge j&inu slwtajnih fluktuacija (kolebanja).

Y, Y,Y,, ... su nezavisne i jednako raspodijeljenecajoe promjenljive sa normalnom
raspodjelom N(0,1).

Vazno je da se naglasi nekoli&mjenica:

1. Posto je N(0,1) sktajna promjenljiva simetéha oko izvora, faktor fluktuacijeVétY; ée
sa istom vjerovatnimm da bude pozitivan ili negativan, a vjerova&mada lezi u intervalu
[a, b] je ista kao vjerovatria da leZi u interval{—b, —a].

2. Prisustvo faktora/ét pokazalo se neophodno za egzistenciju limesaatjprelaz na
neprekidni model.



3. lzbor normalne raspodjele Xanije proizvoljan — na osnovu centralne gtz teoreme,
dolazi se do istog neprekidnog modelaS{a) ako pretpostavimo da s{Y;} s, bili
nezavisne i jednako raspodijeljene ¢sline promjenljive sa nultim matem&im
ocekivanjem i jedininom disperzijom.

Parametaru u (3.3) se olkdno naziva strujanjedfift), a ¢ se nazivavolatilnost. Model je
statisttki isti ako seo zamijeni sa-o. Obikno se uzima da je = 0. Tipi¢ne vrijednosti zar

lezi izmeiu 0.05 i 0.5, tj. 5% i 50% volatilnosti. PoSto vrijeme mjerimo u godinamalijece

02 su za jednu godinwParametar tokad(ift) u je obino izmeiu 0.01 i 0.1, ali ¢e njegova
vrijednost da se pokaze nebitna u vrednovanju npkge.

3.2.2 Neprekidni model imovine

Posmatrajmo vremenski interv@,t] pri cemu jet = L&t. Znamo daS(0) = S,, a
diskretni model (3.3) nam daje izraze £6&6t),S(26t),...,S(LSt =t). Plan je da pustimo
dadt — 0, a odatle i dd — oo, da bismo dobili izraz z&(t).

Diskretni model (3.3) kaze da se u svakémvremenskom intervalu cijena imovine mnoZzi
faktorom1 + udt + o+/6tY;, i daje

L-1
S(t) =S, 1_[(1 + ust + aV5tY;)
i=0
Dijeljenje prethodne jediae saS, i logaritmovanje daje
L-1
S(t
log (%) - Z log(1 + w8t + oVaeY;) (3.4)
0 i=0

U garninom procesu kadét — 0, iskoristéemo aproksimacijlog(1+€) ~€ —€2/2 + -+, za
malo €. Javljaju se tehwki problemi koje treba prevazi Velicina Y; u (3.3) je sldajna
promjenljiva, ne samo realan broj, & se pokazati da je ono stemo da uradimo opravdano
jer je matematko otekivanje E(Y?) konano. Dakle, koristé aproksimaciju logaritma,
dobijamo

~

-1

S(t 1
log (%) ~ (u& + aVbtY; — EJZ&YL-Z) (3.5)

Il
o

i

pri ¢emu su zanemarljivi izrazi koji uk§uju sabirke reda veg ili jednakog odt3/2.
Centralna grakina teorema sugeriSe da selog(S(t)/S,) u (3.5) ponasati kao normalna

slajna promjenljiva sa mateméitim ocekivanjem L(ust — 1/2 o26t) = (- 1/2 o)t i
disperzijomLo?6t = ot tj. aproksimativno,



log (%:)) ~N ((/,t - 1/2 o?)t, 0%t ) (3.6)

Na osnovu tih argumenata, izraz za cijenu imovirveatmenut postaje

1
S(t) = Syelp30%)e+oiz, gdje je Z~N(0,1) (3.7)

Mozemo pretpostaviti da se posmatraju promjen@aijmovine u vremenskom intervalu
[t,,t,], gdje jet, > t,. Dakle, imamo

s
log (sgg) ~N((1 =1y 0?)(t, = 1), 02 (&, — 1)

Kljuéno je dace, u nepreklapafim vremenskim intervalima, normalne &hjne
promjenljive koje opisuje te promjene, biiezavisne To slijedi iz toga Sto su slgjne
promjenljiveY; u (3.3) nezavisne i jednako raspodijeljene. Odate; > t, > t; imamo

S
log (SES) ~N ((“ —1/502)(t; — ), 0% (&5 - tz))

i ova sliajna veltina je nezavisana $ag (%)
1

Tako mozemo da opiSemo evoluciju cijene imovineremenskim trenutcimd = t, < t; <
t2<t3<"'<tmsa
1
S(tipq) = S(ti)e(H_EUZ)(ti+1_ti)+0'\/ti+1_tizi' (3.8)

za nezavisne i jednako raspodijeljen&ajne promjenljiveZ;~N(0,1).
3.2.3 Lognormalna raspodjela
Slutajna promjenljivas(t) oblika (3.7) ima tzv. lognormalnu raspodjelu.dio iz (3.7)

da posto S, > 0,S(t) je pozitivno za svakot, tj. P(S(t) >0) =1, za svakot > 0.
Odgovarajda funkcija gustine z&(t) je

— _ _ L2 2
exp( (IOg(X/So)ZJZ(/: ag’/2)t) )

xoV2mt

fx) = ,zax >0 3.9

uzf(x) =0,zax <0.

Matematéko ocekivanje, drugi moment i disperzija gajne promjenljiveS(t) sa ovim
modelom, imaju slede vrijednosti:

E(S(t)) = Spett, (3.10)



E(S(t)?) = S2e@k+o™t, (3.11)
var(S(t)) = SZe?t(e?” - 1). (3.12)

Napomena. Proce$(t) moze se posmatrati kao rjeSenje jedne statkastdiferencijalne

jedn&ine ali takav pristup zahtijeva koégnje sloZene teorije SDJ.

3.2.4 Karakteristike modela imovine

Odreieni utisak o neprekidnoj siajnoj promjenljivi mozemo da dobijemo ispitivanjem
njenih intervala pouzdanosti. Pretpostavimo da

P(a <X < b) = 0.95.

Onda kazemo da jg1, b] 95% pouzdani interval z&. U sluiaju kad jeX normalna sléiajna
promjenljiva, postoji jednostavna formula za inverzfunkcije raspodjele N u formuli
2

N(x) :=\/%f_xooe"7 ds pa se odatle intervali pouzdanosti moraj¢urati numeiki. U
odgovarajdim tablicama, napravljenim po tim numgim prora&unima, nalazimo

P(|X| < 1.96) = 0.95 (3.13)

pa[—1.96,1.96] je 95% pouzdani interval za stajnu promjenljivuX sa raspodjelom N(0,1) .
Uopsteno, z& ~N (u, %), imamo(Y — u)/o ~N(0,1) pa

P(u—1960 <Y < pu+1960) = 0.95 (3.14)

i stoga jel[u—1.960,u+ 1.960] 95% pouzdani interval. Taj se rezultdesto izraZzava sa
sled€om konstatacijom

za nezavisne i jednako raspodijeljene normalnéaghe promjenljive, 95 od 100 promijenljivih
lezi izmeu dvije standardne devijacije oko srednje vrijednos

Iz (3.6) slijedi da je
[Soe —1.96\/f+(u—%02)f’ 5061.96\/f+(u—%0'2)t] (3.15)

95% pouzdan interval za cijenu imovisét). Ako jet malo, onda

1
e—1.96ﬁ+(u—502)t ~ e 196Vt ~ 1 — 1,960Vt

1
61.96\/f+(li—502)t ~ 61-96\/E ~ 1+ 1960’\/E

Tako je interval pouzdanosti priblizno



[So(1 = 1.960Vt), So(1 + 1.960)].

Veligina tog intervala je25,1.96+y/t. Ako taj interval posmatramo kao mijeru nesigurnost
budwtu cijenu imovine, onda rezultat objasnjava osngwavilo traders’ rule-of-thumpda

u malim vremenskim periodima, nesigurnost rastekaairatni korijen vremena.
lako se vrednovanje opcijeé samo cijene imovine u katreom segmentd,0, T], zanimljivo je
pogledati kakvo dugotrajno ponasSanje prédviaj model. PoSto su i o pozitivni, iz (3.11)
slijedi

Llim E(S(t)?) = o, jert — oo.

Sa druge strane, véihha(/,t — %az) t dominira nadrt Z u (3.7), pa, sa vjerovatéom 1,

1
0, ako y—502>0,
lim S(¢) = : (3.16)
0 ako u — 502 < 0.

Prema ovom modelu, ako je volatilnost dovoljno keelic? > 2u), tadaé¢e sa vjerovatnmm 1,
cijena imovine opadati ka nuli.

3.3 Model vrijednosti imovine: Il dio

3.3.1 Kriva kretanja imovine

Nakon Sto smo izveli model, sada mozemo iskorig¢8tB) i za razvoj kompjuterske
simulacije cijena imovine. Pretpostavimo da Zelimmunati vrijednostiS(t) u odrelenim
tackamaft; }, pricemu jed = t, < t; < t, < ---tx = T. Imamo:

1
Siv1 = Sie(#—gﬂz)(fiﬂ—fi)"'lf\/ ti+1—tifi, (3.17)

gdje je svaki; sluwajna promjenljiva iz N(0,1) generatora pseud@djnog broja. Rezultantne
tacke (t;, S;) oblikuju diskretno kretanje imovine.

Racunski primjer. Slika 3.4 prikazuje rezultate kretanja sB)® ravnomjerno
raspordenih ta&aka u [0,3]. Uzecemo da jeS, = 1,u = 0.05i0 = 0.1. Slika je dobijena
uobiajnim spajanjem taka (t;,S;). U cjelini, rezultirajéa slika se kvalitativho slaze sa
tipi¢nim prikazima cijene imovine, kao Sto su oni n&astia 3.1 1 3.2.

Slika sugeriSe da t&e leze na neprekidnoj, ali ,nazubljenoj” krivojajTkoncept moze
da se formalizuje. Sa jedne strane pokazuje sedsa vjerovatnmm 1, kretanje imovine koje
se dobija kadast —» 0 biti neprekidna funkcija od. Sa druge strane, pokazuje se i da, sa
vjerovatn@om 1, to kretanje re imati strogo definisanu tangentu ni u jednokia



Od originalnog diskretnog modela (3.3§e&ivali bismo da pow@avanjem parametra
volatilnosti o ¢e se poj&ati ,nazubljenost®. Na sljedem ra&unskom primjeru testiran je taj

efekat.
Discrete asset path

T T

099 05 1 1;5 2 25 3
Slika 3.4: Diskretno kretanje imovine iz formule](B)f Diskretne t&ke povezane pravim linijjama daju
utisak neprekidne krive.

Racunski primjer. Slika 3.5 prikazuje kretanje imovine iZtmato sa istim parametrima
kao na slici 3.4, osim 5to je na gornjoj shci= 0.2, dok je na donjoj slic = 0.4. U oba sldaja
kori&en je isti niz pseudo-stajnih brojeva{¢;}. Rezultati potutuju da parametar volatilnosti
“kontroliSe* nazubljenost tog kretanja.
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Slike 3.5: Dva diskretna kretanja imovine u form(@i17). Donja slika ima V& volatilnost.

lako pojedina kretanja imovine nisu glatke funkcige (3.10) matematko acekivanje
S(t) je glatka funkcija. To se potuje u sljedéem ra&unskom primjeru.



Racunski primjer. Raun je pravlien za« = 0.2 i ¢ = 0.3 sa103 jednako raspotnih
vremenskih t&aka intervala [0,3]. U svakom od njih kam@hi su razkiti generatori sldgajnih
brojeva. Gornji crtez na slici 3.6 pokazuje 20 &mgh. Donja slika se odnosi na uztka
sredinu. Vidi se da je ta uza@ka sredina zaista glatka; vizualno je nerazdvopdatanog
matematikog asekivanjaS,e*t izvedenog u (3.10).
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Slika 3.6: Gornja slika: 20 diskretnih kretanja wiree. Donja slika: uzokka sredina

3.3.2 Nepromjenljivost u vremenskim intervalima {imescale invariance)

Sljedei racunski primjer otkriva kljgnu karakteristiku modela cijene imovine.
Nazubljenost izgleda isto u rasponu réaitih vremenskih okviraDrugim rijecima, zumiranje i
odaljavanje slike pokazuje isto kvalitativno pongéa Isti efekat se vidi kada se sa dnevnih
prede na sedntne podatke na slikama 3.1 3.2.

Racunski primjer. Da bi se dobila slika 3.7, iztanate su promjene imovine g = 1,u =
0.05i 0 = 0.5 pri jednako raspodenim takama u[0,1] sa méusobnonudaljenogu 10~*. Uz
pomca tih podataka, napravljene su tri slike. Svakaaslitikazuje promjene pri 100 jednako
raspordenih vremenskih taka.

» Gornji crtez pokazuje kretanje100 ravnomjerno raspodenih t&aka u[0,1].
» Srednji crtez pokazuje kretanje100 ravnomjerno raspodenih ta&aka u[0,0.1].
» Donji crtez pokazuje kretanje100 ravnomjerno raspodenih ta&aka u[0,0.01].



Vidimo da zumiranje krive promjena na taj¢mane otkriva nikakve razlike u kvalitativnim
karakteristikama — put je ,nazubljen“ u svim vrerslem intervalima.

Asset path zoom

1.05 T T . T

0.95

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Slika 3.7: Isto kretanje imovine uzrokovano naidtnin skalama. Gornja slikab00 uzoraka preko
intervala[0,1]. Srednja slika: 100 uzoraka prek6,0.1]. Donja slika: 100 uzoraka prek,0.01].

Da bi se razumjelo zasto slike imaju tu ,stabilnestremenskim intervalima® treba se vratiti na
diskretni model (3.3) i razmaotriti

* mali vremenski intervadt
« veoma mali vremenski intervat = §t/L pri éemu jeL veliki cijeli broj > 10). (Na slici
3.7 se Kkoristi vrijednodt = 10)

Koristedi (3.3) dobijamo

S(8t) — So = So (ubt + o/ 6tYy) = Sy N(udt, 025%) (3.18)
Od vremena = 0 do t = 6t takva povéanja rezultiraju sa

L-1 L-1

S(t) — S, = Z (s (G +1dt) - s(ist)) = Z 5(i8t) (16t + ov/5t,).

i=0 i=0
Aproksimacijom svakogs(idt) sa S, i koristeti centralnu grarinu teoremu dolazimo do
zakljutka da vazi
L-1
S(5t) — Sy ~ S, z (/ﬁt + 0\/51/1-) = SoN(uL8t, 62L8t) = SoN (udt, 625t),

=0



Sto daje (3.18) ali za duzi vremenski peréod
3.3.3 Prinosi sume kvadrata

Ranije smo uveli koncept prinosa imovine; to jenj@stavno relativha promjena cijene.
Za maledt = t;,q — t;, diskretni model (3.3) pretpostavlja da

S(tiv1) — S
(¢ ;)(ti) (t)=u6t+m/ﬁyi, (3.19)

pa je prinos sa raspodjelom(udt, c28t) slwajna promjenljiva. Tada za proizvoljmoib |,
mozemo izréunati vjerovatnéu da prinos u sljedem intervalu lezi izméu a i b, ali, naravno,
ne mozemo da predvidimo sa bilo kakvom siguénpKoliki ¢e da bude stvarni prinos.

Za razliku od nesigurnih predianja prinosa, mozemo pokazati da su sume kvadratasp
predvidivi. Pretpostavimo da je interval0,t] podijelien na veliki broj ravnomjerno
rasporéenih subintervaldO0, t,], [ty, t,], [t2, t3], ..., [t.—1, t,] pri éemu jet; = idt i 6t = t/L.
Tada se, iz (3.19), dobija da je

V(N2
E [(%) ] = 0268t + sabirci veceg reda od 6t, (3.20)

Vel 2
var [(%) ] = 20*8t? + sabirci veceg reda od 6t, (3.21)

S(ti+1)—S(t)
S(ty)
N(Lo?8t,L25%5t%), tj. N(o%t, 20*tSt). Ta sliajna promjenljiva ima disperziju proporcionalnu
sadt pa je u sustini konstantna. Na tagima iako su individualni prinosi nepredvidivi, sume

kvadrata prinosa uzet kroz veliki broj malih intefav priblizno je jednak?t.

2
Dakle, pozivajdi se na centralnu graimu teoremu) -} (( ) ) se treba ponasati kao



4
Black-Scholes model

4.1 Black-Scholesova parcijalna diferencijalna jedn#ina’ i
formula

Do sada smo definisali Sta podrazumijevamo pod pskom call ili putopcijom na
odreienu imovinu i razvili smo model kretanja cijena wime. Sve je spremno za prelazak na
kljuéno pitanje: kolika je vrijednost jedne opcije? Rzage :

mozemo li sistematno odrediti fer vrijednost opcije u trenutku= 0 ?

Odgovor je, naravno, potvrdan ako se prihvate dmre pretpostavke. lako je osnovni cilj
vrednovanje opcije u trenutkti= 0 cijenom imovineS(0) = S,, traziemo funkciju V(S,t)
koja daje vrijednost opcije za svaku vrijednost wine S > 0 u bilo kojem trenutkue[0, T1].
Osim toga, pretpostavljamo da ta opcija moze dae bagbljena i prodata po toj vrijednosti na
trziStu u bilo kojem trenutkud <t <T. U tom sléaju, V(S,,0) je zahtijevana petna
vrijednost opcije. Pretposta@mo da takva funkcij@ (S,t) postoji i da je glatka po obje
promjenljive, u smislu da postoje izvodi po tim penljivima. U poglavlju 3.3.1 &&no je da
S(t) nije glatka funkcija od - ona je nazubljena, nema prvi izvod. dd&m, sasvim je mogie
da vrijednost opcij& (S, t) bude glatka po promjenljivim&ii t.

Analize ¢e nas dovesti do proslavljene Black-Scholesove ijphre diferencijalne
jedn&ine (PDJ) za funkcij/. Taj je pristup je priino opsti, a Black-Scholesova PDJ vazi u
slu¢ajevima kad& (S, t) odgovara vrijednosti evropske call ili pajcije.

Kljuéni pojam u ovom poglavlju je pojamedzing Hedzing je i praktino i teorijsko
vazno sredstvo za eliminisanje rizika, a naredngilgudje je posvéeno konkretnim ré&unskim
primjerima koji pokazuju kako to funkcionisSu u psak

4.1.1 Suma kvadrata za cijenu imovine

Posmatréemo dva vremenska okvira

* Mali vremenski interval koji je odden promjenom vremenst, i

> Eng skracenica PDE (partial differential equation)



* Veoma malivremenski interval odden promjenom vremenét = At/L gdje jeL cio
broj

Neka je S(t) = 0 cijena imovine u nekom trenutkte[0,T]. Posmatrajmo mali vremenski
interval [t,t + At]. On se razlaze na jednake, veoma male podintemhaiine 6t daji
[to, t1], [t1, t2], -, [tr—1, t] pricemu jety, = t, t, =t + At i, opStet; =t + i6t.

Izrazom

8S; :=S(tiy1) — S(&)
¢emo oznéiti promjenu u cijeni imovine kroz veoma malu pr@mji vremena. Prije nego Sto

pokuSamo da izvedemo Black-Scholesovu PDJ, trebdititpreliminarni rezultat o rastu sume
kvadrata)}-} 5S?. Sliéna analiza je sprovedena u poglaviju 3.3.3 za skwaelrata prinosa,

Y0 (8S:/5(t:))>.
Vrac¢ajwi se na diskretan model (3.2.1), dobijamo
8S; = S(t)(usdt + aVstY;)

gdje suY; nezavisne skajne promjenljive sa normalnom raspodijeldit0,1). Tada je

L-1 L-1

3
Z 852 =) S(t;)? (uzé‘tz + 2uc8t2Y; + azc?tYl-Z>. (4.1)
i=0 i=0

Sada ovo sumiranje prilagavamo centralnoj gragnoj teoremi tako $to svaki§(t;) mijenjamo
saS(t). Takva aproksimacija, daje:
L-1 L-1 3
z 557 ~ S(t)? Z (;ﬂ&z + 2uabt2Y; + 026tYi2). (4.2)
i=0 0

i=

Ratunanje matematkog aiekivanja i disperzije sttajnih promjenljivih u sumi i pozivanje na
centralnu gragnu teoremu sugeriSe pribliznu jednakost
L-1
8S7~S(t)2N(02L5t, 20*L5t?) = S(t)?N(o2At, 20*AtSt). (4.3)

=0

Budwi da jest veoma malo, disperzija u posljednjoj jednakostigaemarljiva sto nas vodi do
zaklju¢ka da je

6 Eng. Central Limit Theorem



L-1
Z 552 ~ S(t)2a%At. (4.4)
i=0

Korak u kojemu se svak¥(t;) u (4.1) zamjenjuje s&(t) moze da se opravda na sljéidecin.
Model (3.8) pokazuje da

S(ty) = S(t)e(”"%az)w”"mz za nekeZ~N(0,1)
Ako koristimoe* ~ 1 + x za malax, dobicemo
S(t) = S)(1 + aVistz)
A posto jeidt < L&t = At, mozemo pisati,
S(t) — S(t) = 0(VAt)

Aproksimacija svake(t;) saS(t) unosi gredku koja je grubo proporcionalna/ss. Iz
tog razloga moze se tvrditi da zamjena svéfeg) u (4.1) saS(t) nee uticati na aproksimaciju
(4.4). To je joS daleko o&lrstog argumenta — Z je shjna promjenljiva, nije samo realni broj —
ali moze se dokazati da je sveukupni zaldjispravan.

4.1.2 Hedzing

Za odreivanje fer vrijednost opcije, treba sastavieplikujuci portfolio koji je
kombinacija imovine i gotovog novca, koji inf@otpuno jednak rizikao opcija, u svakom
trenutku. Portfoliate se sastojati od gotovinskog depozitabrojaA jedinica imovine. Nek® i
A budu funkcije cijne imoviné i vremenat. Vrijednost portfolija, oznéena sdl, jednaka je

I1(S,t) = A(S,t)S + D(S, t) (4.6)

Moramo navesti kakée vrijednosni papid(S,t) i gotovinski depozitD(S,t) varirati uzSi t.
Prije nego Sto pdemo na detalje, korigee nam da se podsjetimo nekih osnovnih pretpostavki
koje su postavljene i o kojima smo ranije govorili:

* nema troSkova transakcijii¢tionless market hypothesijs

* kupovina i prodaja imovine moze da se odvija u swakrenutku,

« dozvoljava se ,kratka“ tj. nepokrivena prodaja

* ne plaaju se dividende,

» kamatna stopaje konstantna,

» trgovina imovinom (i opcijama) moze se deSavateprekidnom vremenu.

7 eng. short selling



Da bi se izbjegle ritljivo duge jedndine, uvodi se i kré natin ozn&avanja. Indeks ozna&ava
evaluaciju funkcije US(t; ), t;) pa

V; zn&i V(S(t;), t;), II; znai T1(S(¢;), t;), itd.
Odsustvo indeksa ozteva vrijednost {S(t), t), pa

V zn&i V(S(t),t), IT zn&i I1(S(t), t), itd.
Simbol§ ozn&ava razliku u vremenskom intervalu trajafifapa

o 85 zn&i S(ti41) — S(¢),

s &V Znav:i.V(S(tHl); tiv1) — V(S t),
o OIL;zn@&i (S (ti41), tipr) — IS (L)), £,
® S(V_H)l zZn&i 6Vi—5l'll-, itd.

Strategija za portfolio (4.6) je da se Ratia imovine odrzi konstantnom u svakom malom
vremenskom intervaldt. Slijedi da tada promjena u vrijednosti portfolijga dva izvora.

1. Fluktuacija cijene imovine. Promjedd; izaziva promjenw;§S; u vrijednosti portfolija.
2. Stetena kamata na gotovinski depozit. Koréstdiskretnu verziju mozemo zapisati taj
doprinos promjeni portfolija kaoD; 6t.

Sve zajedno daje
5Hi = Ai5Sl- + rDi(St (47)

Buduii da se pretpostavlja daleglatka funkcija od i t, razvoj u Taylorov red daje

SV. ~ 6V5 aV"as LO%V; L5S? 4.8
LT ot as 2%t 25952 (48)

Zadrzali smo izrazsS? u (4.8) jer iskustvo iz prethodna dva poglavijgexise dace se time
dobiti doprinos veliine proporcionalnest. Oduzimajdi (4.7) od (4.8), da bismo uporedili
promjenu u portfoliju sa promjenom vrijednosti inmo, dolazimo do

av, av,
SV —T0); ~ (E—rDi)6t+ (——A )65

7S (4.9)

2 652

Cilj je da portfolio replikuje opciju tako da jeziéka meiu njima predvidiva. Nepredvidivi izraz
S; mozemo eliminisati iz (4.9) postavljanjem

A; = Al 4.10
o ! S (4-10)
a u tom sldaju je



v, 192V :

Konatni korak u eliminisanju skajnosti je da dodavanje tih razlika ZB<i <L —1 |
korid&enje (4.4) pokazuje da sumis? nije slutajna.

Prije nego Sto nastavimo sa tim korakom, objasnétao(4.10) zn& u praksi. Ako je
moguwe odrediti funkcijuV, tada je mogée nju diferencirati p& da bi se specifirala strategija
za azuriranje portfolija. Na kraju koraka eddo t;,,, vrSi se rebalans vrijednosnih papira
A1 = 0dV;,,/0S. To moze ukljdivati prodaju (akodV;,,/dS > aV;/aS) ili kupovinu (ako
0A;,1/0S > 0A;/0S) neke koléine imovine. Zelimo da portfolio bude samofinangiéa ne
Zelimo dodavati ili oduzimati novac. To moze dgestigne kori&enjem gotovinskog taina za
azuriranje finansiranja, rebalans imovine se réflgkodgovarajéom promjenom od; do D; 4.
Taj pojam neprestanog podeSavanja portfolija rediukovanija ili uklanjanja rizika poznat je kao
hedzing.

4.1.3 Black-Scholesova PDJ
Ako saA(V — ) ozn&imo promjenu W — IT od vremena dot + At tj.
AV —T0) = V(S(t + At), t + At) — TI(S(¢t + At), t + At) — (V(S(t), 1) — TI(S(E), 1))

tada sumiranjem (4.11) dobijamo

=~

v,
AV —TD) ~ (E—rDi)St +

Ju

L
o7 O8] (4.12)

N =
M“

I
o
I
o

i i

Kako suV i D glatke funkcije, zamijedemo argument&(t;),t; u dV;/ot , D; i 0%V;/0S5? sa
S(t), t slicno kao u aproksimaciji kodgnoj u (4.1). Dakle, korisée L5t = At, imamo:

AWV — 1) (aV D)At+ 2652
“\ae T Eﬁ

Sada, koristé (4.4) i pustajdi 6t — 0, mozemo pisati

v 1 92V
AV =T = === 71D +5 078~ | At (4.13)

Na kraju, buddi da ta promjena u portfolij¥ — 77 nije slwajna, ona mora da bude
jednaka odgovarajem rastu koji nudi bezriana kamatna stopa, pa

AV —T0) = rAt(V — 1) (4.14)



To slijedi iz principa nepostojanja arbitraze. ARQA(V — IT) > rAt(V — II) tada se moZze imati
zagarantovani profit & od onoga koji nudi bezrizha kamatna stopa tako @ se

(1) formirati portfolio V —1II u trenutkut — kupiti opciju zaV na trziStu i prodati
portfolio IT (j. kratka prodaja jedinica imovine i pozajmic& koli¢ine novca) i
(i) prodati portfolioV — IT u trenutkut + At.

Sli¢no, ako jeA(V — ) < rAt(V — IT) tada mozemo imati zagarantovani profitived onoga
koji nudi bezrizéna kamatna stopa tako s@®mo

0] prodati portfolid’ — IT u trenutkut — prodati opciju z& na trziStu i kupiti portfolio
IT (tj. kupiti A jedinica imovine i pozajmiti jednD koli¢inu novca) i
(i) kupiti portfolioV —IT u trenutkut + At.

Sada, kombinujti formule (4.6), (4.13) i (4.14) dobijamo

VW _pylgrg2?V _ (V — AS — D)
ot "9 G527 T '

Koristeti A = dV /dS iz (4.10) i preurédivanjem, dolazimo do

W 120V Vg 415
ot T29° sz T Pes TV T (4.15)

Ovo je poznatdlack-Scholesova parcijalna diferencijalna jednéina (PDJ). Ona predstavlja
odnos izméu V, S, t i odraienih parcijalnih izvoda funkcij&.
Vazno je istéi joS dvije stvari.

1. Parametar toka se u modelu imovine ne pojavljuje u PDJ.
2. Nismo jos precizirali koji se tip opcije vrednufeDJ mora da bude zadovoljenasxaku
opciju S ¢ija se vrijednost moze izraziti kao neka glatkakitija V' (S, t).

S obzirom na &ku 2., da bi se dobilo jedinstveno rjeSelije, t) treba uklj¢iti druge uslove o
odreienoj opciji. Kao Sto je sliaj sa mnogim diferencijalnim jedéiaama, onie se formirati za
krajeve domen@ < S5,0 < t < T na koje se odnosi problem.

Koristicemo C (S, t) za ozn&avanje vrijednosti Evropskeall opcije. U tom sltaju je u
trenutkut = T, isplatamax (S(T) — E,0). To morada bude vrijednost opcije u trenutiu U
suprotnom sléaju postoji digledna mogunost arbitraze. Tako je

C(S,T) = max(S(T) — E,0) (4.16)

Ako je cijena imovine u bilo kojem trenutku nula, (3.8) je jasno d&(t) ostaje nula sve
vrijeme pa je i na isteku isplata nula. Dakle, vazi

C(0,t)=0,zasvakdd <t <T (4.17)



U suprotnom sléaju, ako je cijena imovine u bilo kojem trenutkwZetno visoka, veoma je
vjerovatno da ostane takva i “potopi“ izvrénu cijerDakle,

C(S,t) = S, zaveliku vrijednos§ (4.18)

Ograntenje (4.16) se nazivi@ajnji uslovjer se primjenjuje u krajnjem vrememnu=T.

Napomenimo da se kod diferencijalnih jetina cee sretaju p&etni uslovi, odréeni prit = 0.
Druga ograriienja, (4.17) i (4.18) su poznata kgr@nicni uslovi

4.1.4 Black-Scholesove formule

Uslovi (4.16), (4.17) i (4.18) obezldaju da Black-Scholesova PDJ (4.15), za vrijednast c
opcije, ima jedinstveno rjeSenje. RjeSenje je

C(S,t) = SN(dy) — Ee ™ T"IN(d,) (4.19)
s2
gdjeN(-) je N(0,1) funkcija raspodjele, definisana kaidx) := \/%f_xw e z2ds,i

log(S/E) + (r +%02) (T -1t

d, = 4.20
1 T (4.20)
log(S/E) + (r - %02) (T —t)
d, = (4.21)
ovT —t
Mozemo takde pisati
dzzdl_O_VT_t (422)

Jedndina (4.19) prikazuje Black-Scholesovu formulu zgednost evropske call opcije. Moggl
je konstruisati tu formulu rjeSavanjem PDJ (4.18)l 4.16), (4.17) i (4.18).

Dobivsi formulu za vrijednost evropske call opcipeozemo iskoristiti put — call paritet
da bi se ustanovila vrijedno$t(S,t) evropske put opcije. U poglavlju 2.5 smo izvelaogu
(2.1) koja povezuje petne call i putrijednosti. AKoP(S,t) ozn&ava vrijednosput opcije pri
cijeni imovineS i vrementut, isti argument daje generalnu relaciju put-cafitpéa

C(S,t) +Ee T D =p(S,t) +S (4.23)

Kombinovanje (4.19) i (4.23) vodi do Black-Scholesdformule za vrijednost evropshmit
opcije

® eng. Exercise (strike) price



P(S,t) = Ee7T-9(1-N(d,)) + S(N(d,) — 1)
Ova formula moze da se pojednostavi na
P(S,t) = Ee"T-ON(~d,) — SN(—d,) (4.24)

Alternativno, moze se izvesti krajnje vrijeme i gikani uslovi i pokuSati da se rijeSi
Black-Scholesova PDJ. Buéiuda je u trenutku = T isplata zaput opciju max (E — S(T), 0)
imamo

P(S,T) = max(E — S(T),0) (4.25)

Ako je cijena imovine ikada nula, tad&T) = 0 i isplata u trenutkd” ¢e da budet. Da bi se
postigaoP (0, t), treba uzeti u obzir inflaciju i dobija se

P(0,t) =Ee™ ™D zasvakdd <t <T (4.26)
Za izuzetno velike vrijednossi gotovo sigurno je dée isplata biti nula pa

P(S,t) =0 zavelikaS (4.27)
Racunski primjer. Ako je t=0,5,=5E =4,T =1,0 =0.03i r = 0.05, nalazimo,
nacetiri decimalna mjesta:

d, = 1.0605,

d, = 0.7605,
N(d,) = 0.8555,
N(d,) = 0.7765,
N(—d,) = 0.1445,
N(—d,) = 0.2235.

Odgovarajde vrijednosti evropskeall i putopcije su
€(5,0) = 1.3231, P(5,0) = 0.1280.

Relacija put-call pariteta provjerava se lako (2.1)

4.1.5 RjeSenje Black-Scholesove jedrne u slutaju evropskih call opcija

Diferencijalna jednéna Black-Scholes u staju evropskih opcija rjeSava se dosta

jednostavno. Ako u jeddmni
X 4 g€ 4 1 2g20%C
o trS—+-0%SP = =1C (4.28)
napravimo zamjenu promenljiviti(S, 7) = B(S,t)e "*X dobija se jedn@na oblika
g 9B 1 , .@%B



gdje jeB(0,7) =0 prit > 0i B(S,0) = max (S/X — 1,0) priS > 0. Zatim jo$ jednom
smjenom promenljivitD (x.7) = B(S,7),x = (5/X)e™ dobija se jednana difuzije

gdje eD(0,7) =0 zat>0 i
D(x,0) = max (x — 1,0) zax > 0 . Na kraju, poslije jo$ jedne zamjene= 0%t dobija se da
funkcija H(x,u) = D(x, t) zadovoljava jedranu
“ou2Y o

pri cemu jeH(0,u) = 0 zau > 0i H(x,0) = max (x — 1,0) zax > 0. Zakljwna smjena
O(z,u)x = H(x,u) saz = (u/2) + Inx ¢e nas dovesti do jedtiae

00 1970
ou 20z2
Granini uslovi za nju¢e biti nejednakosi@(z,u)| <1 zau >0 i jednakost®O(z,0) =
max(1 —e~%,0).
RjeSenje prethodne jedhiae
1 f(]_ — e_y)e_(z_y)z/(zu)dy
V2ru

0

OH 1 ,0°H

O(z,u) =

1 (o] 1 [ee]
_ ~(@-y)2/ ) gy f Y o= (z=¥)?/(20) g
= e e e

f Y \/21Tu0 Y

2ru
0 [00] [00]
1 1
== f e i/2 do, — f e~®2/2 4y,

-(z-w)/Vu
z 1 /z—u
=*(7) -2 ()
Vu/  x \Wu
koje se lako dobija kort&njem formula za (jedinstveno) rjeSenje jetina difuzije za t>0
1 —(x=2)?

\/ﬁffwf(z)e 20t dz a zamjenom promjenljivih w; = (y — z)/Vu
(v — z + w)/+u, imamo

I w,

H(,u) =0(nx + (u/2),u)x = x® <M> — ¢ <M>
Vu

Vu

Ostaje joS da se urade koraci u suprotnom smjgobija se formula
S

C(S,t)=H (}e”, azr) e Ttx

P (ln(S/X) + rzr + o2 T/Z) . (ln(S/X) +7r7—02 T/Z)
o271

02T
koja se u potpunosti poklapa sa formulom Black-&d®za vrijednost evropske call opcije.

4.2 ViSe o hedzingu

4.2.1 Diskretni hedzing



Nakon Sto smo dobili eksplicitne formule (4.19) 4.44), sada mozemo izvrSiti
diferenciranje pa& da bismo dobili potrebne vrijednosne papassgtholding A4; u (4.10). Taj
parcijalni izvoddV /dS se nazivadelta neke opcije, a strategija hedzinga o kojoj smo gtvo
naziva salelta hedzingDiferenciranjem dobijamo

ac
35 = N(d,) (delta evropske call opcije), (4.29)

35 = N(d,) —1 (delta evropske put opcije), (4.30)

O ovoj jednakosti govoiemo u poglaviju 4.4, u kojem se izmaavaju razni parcijalni izvodi.

Vratimo se na delta hedzing proces; iz (4.7) zna&dl; ., vrijednost portfolia u; +
ét, zadovoljava jednakost:

Hi+1 = AiSi+1 + (1 + T6t)Dl (431)

Pri tom sed; mijenja u4,,, a radi kompenzacije, gotovinskiétan (cashaccounj se mijenja u
D;,,. PoSto novac ne ulazi u sistem, niti izlazi izesisa, nova vrijednost portfolid,; ;1 S;+1 +
D;,1, mora da bude jednakg,,u (4.31), pa vazi

Diy1 = (1 +18)D; + (A; — Ai11)Sis1 (4.32)
Mozemo sumirati cjelokupnu hedzing strategiju nadsti nacin.

Postavi sé, = dV,/dS, D, = 1 (proizvoljno),Il, = A,S, + D,
Za svako novo vrijeme= (i + 1)6t
Posmatrati novu cijenu imavi,

Izraunati novu vrijednost portfolifl;,; u (4.31)

. av;
lzRaunati A;, = a‘;l

Izraunati novi gotovinski izno®; ., u (4.32)
Nova vrijednost portfoliade,1S;+1 + Di+1
Kraj

Preciznije réeno, ta strategija jeiskretni hedzinger se rebalans izvodi u trenucim&. Budwi
da u praksi ne mozemo imati da— 0, dati ¢e do odrdene greSke u eliminaciji rizika.

U svrhu ilustracije, mogie je simulirati jedno kretanje imovine i primijenidiskretni
hedzing. Da bismo zapisali rezultirdjualgoritam, koristimo{¢;} za ozn&avanje sldajnih
promjenljivih sa raspodjelonv(0,1) pseudo-sléajnog generatora brojeva koje koristimo u
simulaciji kretanja imovine i uzimamo u obzir dajie= T /N.

Postavidy, = dV,/dS, D, = 1 (proizvoljno),Il, = AySy + D,
Za=0zaN -1



1
Izraunati S;,, = Sie(ﬂ—502)6t+ VEtaE;
Postavili,; = A;S;+q1 + (1 +16t)D;

lzrdunatiA;,, = 61;-;1
POStaVitDi+1 = (1 + T'6t)Dl + (AL - Ai+1)Si+1
Kraj

Da bi se opisao sliedeset eksperimenata, treba se podsjetiti na terr(finansijski
zargon) iz poglavlja 2.5 gdje se kaze da je u ttantievropskacall opcija

* In-the-moneyako jeS(t) > E
» Qut-of-the-moneyako jeS(t) < E, i
» At-the-moneyako jeS(t) = E.

Taj se zargon nacaledan ndin proSiruje i na druge opcije. Generalimmthe-moneynai da
¢e isplata biti pozitivha ako cijena imovine ostdd@kva jesteOut-of-the-moneynai da se
imovina mora promijeniti za neku nezanemarljivui&olu da bi isplata bila pozitivhat-the-
moneydefiniSe granicu izmi in- i out-of-the-money

Ragunski primjer. ° U primjeru se prezentira diskretni hedZing za eskopcall opciju sa
So=1,E =1.5,u=0.055r=0.05,T =5i 6t = 1072, da jeN = 500. Gornji crtez na slici
4.1 pokazuje posebano diskretno kretanje imoit)eS;), zat; = idt. lzvrSna cijenak je
prikazana kao isprekidana linija. Vidimo da za tet&nje imovine, call opcija ostagait-of-the-
money(cijena imovine ispod) sve dot = 1, a tada pravi brojne ekskurzij@out-of-the-money
prije nego Sto da veoma malu isplatu na istekuogeri Gornji-srednji crtez prikazuje delte,
(t;,0C;/0S), preko kretanja imovine. Doniji-srednji crteZz dagetovinu na nivou(t,D) i
ispunjena kriva na donjem prikazu daje vrijednastfplja (¢;,I1;). Ideja delta hedzinga je da se
zagarantuje rast portfolia — IT pri bezrizénoj kamatnoj stopi. Slijedi da je

(S(t),t) = C(S(®),t) — (C(Sy,0) — T(S,, 0))e™ (4.33)

odrziv. Da bi se to ispitalo, iz¢anali smo desnu stranu (4.29) za proizvoljno vrggnkoristei
Black-Scholesovu formulu (4.19) zacmmanjeC(S;, t;). Svaka deseta vrijednost je prikazana
kao krug na donjoj slici. Krugovi izgledaju kao t&e na vrhul; krive, pa je (4.29) dobro
aproksimirana. Odstupanje u (4.33) na datum isteka,

1C(S(T),T) = I(S(T), T) — (C(So, 0) — I1(So, 0))e™], (4.34)

iznosila je 0.0364. Redukovanjefit na10~* (i tako ra&unajui razligita kretanja imovine),
odstupanje je smanjeno na 0.0029.

Racunski primjer. Na slici 4.2 ponavlja se ¢an sa slike 4.2 prtemu je zaE uzeta
vrijednost 2.5. U tom shiaju, opcija zavrSavaut-of-the-moneyOpet se moze primijetiti, na
donijo;j slici, da je (4.33) blizu tae vrijednosti.

° Desmond J.Higham: An introduction to financial option valuation, Cambridge University Press 2004. strana 89-92



4.2.2 Delta na isteku

Ako se pazljivo gleda slika 4.1 1 4.2, vidi se da

e U prvom eksperimentu, kada opcijadstin-the-moneydelta se priblizava vrijednosti 1
na isteku, dok

* u drugom eksperimentu, kada opcijadgsut-of-the-moneydelta na isteku se priblizava
vrijednosti O.

Portfolio

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Slika 4.1: Diskretni hedzZing. Opcija i& in-the-money. Gornja: diskretno kretanje imovi@ernja-
srednja: vrijednost delta. Donja-srednja: gotovinaortfoliu. Donja: vrijednost portfolia

To nije slajno. Koristéi (4.29), analiza pokazuje da

1, ako S(T) > E
lim, - "’Ca(i'” =12, ako S(T) = E (4.35)
0. ako S(T) < E,

Vidi se da delta uvijek zavrSava na 1 za opcijeeksjicu in-the-moneya na 0 za opcije koje
isticu out-of-the-moneyAko je u vremenu blizu isteki(t) = E, tada je delta podlozna variranju
izmedu vrijednosti= 1 (kadaS(t) prelaziE) i = 0 (kadaS(t) pada ispoc). Naredni primjer
prikazuje taj efekat.



Portfolio

Slika 4.2: Diskretni hedzing. Opcija i&ti out-the-money. Gornja: diskretno kretanje imovi@ernja-
srednja: vrijednost delta. Donja-srednja: gotovin@ortfoliu. Donja: vrijednost portfolia

Racunski primjer. Ovdje se ponavlja tan koji je vezan za slike 4.1 i 4.2 emu je
izvrSna cijena postavljena ma= 1.9 pa opcijacesto prelazin-/out-of-the-moneylizu isteka.
Slika 4.3 pokazuje da, kako se vrijeme isteka @dvia, delta vrijednost dramétio zanosi.

PonaSanje delte blizu isteka vremena, koje se efujg na slikama od 4.1 do 4.3, a u
konanom obliku je prikazano u (4.35), ima jednostavimarisijsko tuméenje. Zat = T ostaje
malo vremena da se promijeni vrijednost imovineke g opcija trenutnan/out-of-the-money
tada ce vjerovatno tako i ostati. Posebno, akocgl opcija in-the-money svako silazno ili
uzlazno kretanje u imovini odgovara, gotovo direktistom silaznom ili uzlaznom kretanju
isplate. Drugim rijéima, call opcija i imovina su veoma povezane — dijele igtikr PoSto je
portfelj namijenjen da ponovi rizik u opciji, slgeda jeA;= 1. Obrnuto, ako je blizu isteka call
opcijaout-of-themoney, veoma je vjerovatno da isplata da bude nula bez obzira na to Sto se
desi sa imovinom - nema rizika, pa ne treba zadttaikakvu imovinu.

Rezultati analogni onima (4.35) za Evropghu opciju su

0, ako S(T) > E

lim, ;- "’ng) ={-1 ako S(T) = E (4.36)
—1. ako S(T) < E,




Slika 4.3: Diskretni hedzing. Opcija i&i almost-the-money. Gornja: diskretno kretanje imevGornja-
srednja: vrijednost delta. Donja-srednja: gotovinaortfoliu. Donja: vrijednost portfolia

ZavrSavamo sa jednim primjerom diskretnog hedzikgg pokazuje da je vrijednost opcije
nezavisna od parametra tgkal modelu cijene imovine.

Racunski primjer. Ovdje se uzima evropskaut opciju gdje jeS, = 5,E = 5,7 = 0.05 i
o = 0.3 pri¢emu jeT = 3. Izratunato je 500 diskretnih kretanja imovine uz vrerkensazmake
&t = 1072, Gorniji prikaz na slici 4.4 pokazufT) na horizontalnoj osi uz

N(S(T), T) + (P(Sy, 0),0) — I1(Sy, 0)e™™ (4.37)

na vertikalnoj osi za staj u = 0.2. Ima 500 takvih @aka, po jedna za svako kretanje imovine.
Izracunato jeP(Sy, 0) u (4.37) iz Black-Scholesove formule (4.24). Alkodiskretni hedzing
uspjeSan, onda analogni identitet onome (4.29)zzadiP (S(t), t). Posebno, zadrzava na isteku,
pa bi se (4.37) trebao slagati pat isplatom max (E — S(T),0). Ta ,hockey stick®® kriva
isplate se prikazuje kao isprekidana linija. Vidima t&ke leze blizu isprekidane linije, pa se
stoga algoritam diskretnog hedzinga ponaSa preredvganjima. Donji crtez na slici 4.4
pokazuje iste rune u kojemu jai promijenjeno na 0.4. To pokazuje fenomen da wnied
opcije ne zavisi og.

1% Kriva u obliku hokejske palice.
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Slika 4.4: Opsezan primjer diskretnog hedZingavzapsku put opciju. Téke predstavijuju korisou
normalizovanu isplatu (4.37) za 500 kretanja imevii@na “hockey stick” isplata je ozt@na kao
isprekidana linija. Gornja slika, = 0.2. Donja slika:;u= 0.4.

4.3 VisSe o Black-Scholesovim formulama

4.3.1 Parametar u

Dodatno¢emo razmatrati Black-Scholesove formule za vredngvapcija.

Black-Scholesove formule nam omégju da odredimo fer cijenu u petnom vremenu
za Evropsku call ili putopciju u terminima p&etne cijene imovineS, izvrSne cijenekE,
volatilnosti g, bezrizEne kamatne stope i datuma istekd'. Svaka od ovih valina je poznata,
uz izuzetak volatilnosti imovine. Veliko iznendenje, i vierovatno najzitajniji aspekt Black-
Scholesove teorije, lezi u tome da cijena opcijezasi od parametra toka koji, iz (3.10),
odreiuje aiekivani rast imovine. Posljedica je da dva ul@ganogu imati veoma razlie
poglede o tome Sto je odgovarguvrijednosty za odrdenu imovinu, a ipak, ako se sloze o
volatilnosti i prihvate pretpostavke iz Black-Sobsbve analize, @o ¢e do iste vrijednosti za
opciju. Taj fenomen, iako se na prvi pogled moingti veoma sumnijiv, posljedica j@njenice
da Black-Scholesova formula odtge fer vrijednost za opciju — vrijednost koja moze da se
postigne uz pomb bezrizéne delta hedzing strategije pa tako i vrijednostprisustvu
arbitraZzera, koju zakoni ponude i potraznje diftirza trziSte.
Pretpostavimo da postoje dvé&snika na trzistu:

» 3pekulant A koji vjeruje d&e cijena imovine pratiti (3.8) sa parametrom tqQka i
volatilnostio i

» S3pekulant B koji vjeruje da@&e cijena imovine pratiti (3.8) sa parametrom tqka i
volatilnostio.



Pretpostavimo da Spekulanti zele uzeti dugu pazigijEvropskoj call opciji — tj. Zele kupiti
opciju bez izvdenja ikakvog prateeg hedzinga. Ako je, > ug tadace, vjerovatno, Black-
Scholesova vrijednost opcije biti pridldja Spekulantu A nego Spekulantu B. To ne projadir
prethodnoj teoriji. Spekulant kofieli prihvatiti odreteni rizik moze vrednovati opciju razlio

od Black-Scholesove formule. Natim, ako prodajete opciju i Zelite hedZ da bidimiaisali
rizik (i ako vjerujete u Black-Scholesove pretpoks), tada su (4.19) i (4.24) relevantne
vrijednosti.

4.3.2 Zavisnost od vremena

Slika 4.5 pokazuje Black-Scholesove vrijednostil ¢gdut opcije, kao funkcije cijene
imovine S, za odrdene fiksne trenutke. Postavljamo da j€ = 1, = 0.05,0 = 0.6 a vrijeme
istekaT = 1. U ovom slé¢aja vidimo da, kako se t priblizava vremenu istékarijednost opcije
se priblizava ,hockey-stick“ funkciji isplate. U wlju call opcije, za svakb, ¢ini se da
vrijednost konvergira ka ,hockey-stick-u®, monotormpadaju, kako se& priblizava isteku
vremenal. Sa druge strane, pait opciju, konvergencija nije monotono opadauli monotono
rastita.

4.3.3 Velika slika

Slika 4.6 ocrtava Black-Scholesovu vrijednost egkepcall opcijeC(S.t), kao povrSinu
iznad (S,t) — ravni. Time se naglaSava dagés.t), glatka funkcija odS i t. NaC(S.t) —
povrsinu bijela linija dodaje odgovarégiC(S;,t;) vrijednosti ozn&ene diskretnim kretanjem
imovine. Ta slika pokazuje da

* povrSina Black-Scholesove vrijednosti opcije jetkga

» kriva kretanja imovine je “nazubljena“

» kako vrijeme varira, kriva kretanja imovine ocrtavazubljenost ,kretanja opcije” preko
glatke povrsSine vrijednosti opcije.

Na slici 4.7 dat je stan prikaz zgutopciju.
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Slika 4.5: Vrijednost opcije izraZena kao cijenauime u pet razditih trenutaka. Gornja: evropska call
opcija. Donja: evropska put opcija
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Slika 4.6: Evropska call: Black-Scholes povrSintaptiena sa krivom kretanja imovine.



Slike 4.7: Evropska puBlack-Scholes povrSina postavljena sa krivom kijatanovine.

4.3.4 Nove promjenljive

Kao Sto smo vidjeli, Black-Scholesova vrijednostopske call ili putopcije zavisi od
izvrSne cijeneE, vremena istekd, volatilnostic i kamatne stope, kao i od cijene imoviné i
vremena. Medutim reskaliranjem se to moZze svesti na dvije pemijiyve.

Uvestemo tri nove vetiine. Prva je logaritamski odnosi¢neyness ratjo

SeT(T—t)

=]
m og I
Da bi se protumalo m, mora se uopstiti (3.10) u formufie“"—9 za matematko asekivanje
imovine na isteku vremena, @mu se zna cijena imovirfeu trenutkul'. Sada pretpostavljamo
da je stopa rasta imovine jednaka kamatnoj stappk r. Ta pretpostavka&e detaljno biti
obraiena kasnije; za sadamo primijetiti da ona vodi do slje¢ib zakljuaka:

* Ako jem > 0, tada je ¢ekivana vrijednost imovine na isteku vremenéaved izvrSne
cijene. U smislu ,6ekivanja na isteku vremena neutralnog u pogledikaiz call
opcija jein-the-moneyaput opcija jeout-of-the-money

* Ako jem = 0, onda, u istom smislu, call i papcije suat-the-money

* Ako jem < 0, onda, u istom smislu, call opcijaget-of-the-moneya putopcija jein-
the-money.

Drugo, imamo skaliranu volatilnostdaled volatility

T:= oVT — t.



Ovdje se volatilnost kombinuje sa kvadratnim kergen Sto je prirodno, bududa se, npr.
volatilnost pojavljuje u oblikwr?(t;;; — t;) u modelu odréene imovine (3.8).
Treci korak je da se vrijednosti opcije skaliraju sgegno%u imovine, ozn&avajli

C
c:= 3 za call opciju

p = za put opciju.

el la

U tim novim promjenljivimagd; i d, u (4.20) i (4.21) se pojednostavljuju do

N[ )
33
|
N D

d1:

W3

+ dy, = , (4.38)

a, iz formula (4.19) i (4.24), skalirane call itpuijednosti postaju

c(m,T) = N(d;) — e ™N(d>)
p(m,T) = e"™N(~d,) — N(—d;)
4.4 Gréka slova

Black-Scholesove formule (4.19) i (4.24) za divanje vrijednosti opcija zavise &t i
parametar&,r i 0. U ovom poglavljutemo izvesti izraze za parcijalne izvode vrijednositija
u odnosu na ove vélne. Ovi rezultati su korisni iz viSe razloga:

1. Trgovci bi zeljeli da znaju osjetljivost na promgewrijednosti opcija u ovim vealinama.
Parcijalni izvodi mjere ove osjetljivosti.

2. R&unanje parcijalnih izvoda omo@gava da se potvrdi da je Black-Scholesova PDJ
rijeSena.

3. Ispitivanje znaka izvoda daje uvid u osnovne forenul

4. lzvod Z—Z je potreban u procesu delta hedzing-a.

4.4.1 Gréka slova

Odreteni parcijalni izvodi vrijednosti opcija se tolikéesto koriste da su oz&eni gckim
imenima i simbolima,



ac

A:= 35 (delta),
0%C
r =35 (gama),
ac
pi=_ (ro),
ac
O := s (teta),
__ac ( )
vega:=—— (vega).

Diferencirajii C iz (4.19), koristél (4.20) i (4.21), mogte je n&i eksplicitni izraz za ove
veli¢ine. Prije nego demo u ovaj proces naveno dvije korisnetinjenice. Prva, da je za

1 x _f
N(x) :=Ef_we 2 ds,
1 1.2
N'(x) =—e 2"
2 V2
Druga vazn&injenica je
SN'(d,) — e "TDEN'(d,) =0 (4.39)

Diferecirajii S iz (4.19) dobijamo

N,(dl) _ Ee_r(T_t) N,(dz)
oVvT —t SoVT — t

S obzirom na (4.39), imamo da se drugi titrgabirak na desnoj strani se poniStavaju, odakle
slijedi:

ad ad
A= N(d,) + SN'(d,) 6—51 — Ee "T"ON'(d,) a—SZ = N(dy) +

A= N(d,), (4.40)
a to je rezultat koji smo mi koristili u poglaviju2. Dalje imamo da je

r=28 o gy - N (4.41)
oS M AS  soNT —¢ '

Dalje, diferencirajai C por nalazimo da je



c ad, ) ad,
— — ’ _ —-r(T—-t) _ -r(T—-t) pny/
pr=oC=SN'(d) 1+ (T~ )Ee N(d,) — Ee N'(dy) =

T—t T—t
=SN'(d + (T —t)Ee " T-9N(d,) —Ee "T-ON'(d
Kao i ranije, (4.39) omogdava da se izraz uprosti, i nalazimo da je
p=(T—=t)Ee ™ TDN(d,) (4.42)
Slicne analize pokazuju da je
0 = —%_N'(dy) — rEe-"T-ON(d,) (4.43)
2VT —t
[
vega = SVT — tN'(d,). (4.44)

4.4.2 Interpretacija gr ¢kih slova

Formule za dika slova mogée je tumaditi sa finansijskog stanovista i provjeriti da se
one slazu sa intuicijom.

Sjetimo se da je graf@no ponaSanje delte okarakterisano i prégna u odjeljku 4.2.2.
Takaie znamo da jA> 0 do isteka vremena. Ovo ima smisla, jer gevga cijene imovine
dovodi vjerovatno do poskuplijenja profita na istekeemena Delta hedzing se sastoji u
odrzavanju pozicije takve da j& = 0 u svakom trenutku. Takva pozicija se nazildta-
neutralna pozicija. Primijetimo da pozicija investitora ostaje deafiadtralna samo za kratko
vrijeme, stoga se mora vrSiti periodo rebalansiranje portfolia.

1z (4.42) slijedi da jep > 0 prije isteka vremena. Da bi smo objasnili ovo &rela imamo
na umu da je povanje kamatnih stopa ekvivalentno snizenju cijéhe(Vrijednost fiksnog
iznosaE u nekom fiksnom trenutku u bu¢hosti postaje manja ako kamatna stopa raste).

Dalje, imamo da j® < 0. Razlog je u tome da Sto se viSe priblizava datusppta T,
opcija sve viSe gubi na vrijednosti. Kada je cij@mavine vrlo niska? je blizu nule. Teta se ne
koristi za hedzing jer nema smisla obezbjedjivatitiplio protiv prolaska vremena — vrijeme
sigurno prolazi! Ako su i delta i gama opcije nutala®@ pokazuje d&e vrijednost opcije rasti
po nerizénoj kamatnoj stopi.

Slicno se moze tunt#ti Zasto je vega pozitivno do isteka.

4.4.3 RjeSenje Black-Scholes PDJ u gkim slovima

Posto su izréunati parcijalni izvodi, u poziciji smo da potvrdinda C(S,t) u (4.19)
zadovoljava Black-Scholesovu PDJ (4.15). KodsteSe formule za, I, p, © dobijamo
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40282 4 1S ——1C =
ot T2° 652”5 os T ) W
—00 N’ 1
= N'(d)) —rEe "T-ON(d,) + =025 ————+ rSN(d,)
WNT—t 202 SoVT —t !

—r (SN(dl) - Ee-r(T-t)N(dz)) ~0

4.5 Neutralisanje rizika

U vremenu prije nastanka Black-Scholesove formédsto se tvrdilo da se na razuman
n&in za vrijednost opcije moze uzettekivana isplatagxpected paydff U ovom poglavlju
¢emo pokazati kako se ideja ¢esivanoj isplati uklapa u Black-Scholesovu metodgio To
nas dovodi do koncepta o neutralisanju rizika.

4.5.1 Oc¢ekivana isplata expected payoff)

Da bi istovremeno uzeli u obzir evropsku call i pptiju, ozndi¢cemo sal(x) funkciju isplate

A(x) = max(x — E,0) za call
A(x) = max(E — x,0) za put opciju.

T

izrazena kao funkcija cijene imovine na isteku veem
Pod naSim modelom, ko&r@a cijena imovin& (T) je sliajna promjenljiva

S(t) = Sye(n=9/2T+oVTZ gdie jez~N(0,1),
lako je isplatad (S(T)) takaie poznata skajna promjenljiva.

Zasto ne mozemo jednostavno uzeti da depwm trenutku vrijednost opcije bude
prosje&na isplata, umanjena za kamatu? Ovo bi davalo

e TE (A(S(T))) (4.45)

Koristeti E(h(x)) = [ h(x)f (x)dx i funkciju gustine (3.9), ovo se moZe zapisati kao

2

0 1
A(x) (logx —log S, — (u - 702) T)
et f ———exp| — 5 dx. (4.46)
xoV2rNT 20°T

0

UopsSteno, mozemo vrijednost opcije sa cijenom ime\§ i vremenomt posmatrati kao
ocekivanu isplatu. Ozrgamo li salV/ (S, t) ovu vrijednost, dobijamo



W(S,t) = e "TT-DE (A(S(T))), cijena imovine u trenutkt (4.47)

Sto moze biti napisano eksplicitnije kao

2

o 1
) =e ————exp| — X. )
xo\2mNT P 20%T

0

U poratenju sa Black-Scholes pristupom za nalazenje fgednosti opcija, ovdje postoji niz
povezanih t&aka:

1) Formule (4.46) i (4.48) su izvedene bez promjergeitiedzinga da se eliminiSe rizik
2) Formule (4.46) i (4.48) su izvedene bez bilo kakwitpostavki o arbitrazi
3) Zarazliku od Black-Scholes PDJ, formule (4.46).48) zavise od parametiua

Sada Black-Scholesova teorija govori da postoji sgeuna fer vrijednost, i ona mora biti
nazng&ena na trziStu. Ako bi se na trziStu nalazile @psig drugim vrijednostima, arbitrazeri bi
masovno kupovali/prodavali, jer bi to zfila da je mogue ostvariti profit bez rizika i samim tim
garantuje manje rizan profit. Dejstva ponude i traZznje stoga trebaaogiti na Black-
Scholesovom nivou. Ovo slijedi izdlee (3), tako da pristup prek@ekivane isplate ne moze biti
iskori&en da bi se dobila fer vrijednost opcije.

4.5.2 Neutralisanje rizika

Slika 4.8 potvduje da je oekivana isplata sa umanjivanjem ustvari funkcijauodPuna
linija (kada seu mijenja od 0 do 0.1) odnosi se na evropske calijeza
So=10,E =9,r=0.05,6 =0.2iT = 3.
Ocekivana isplata raste sa rastgmBlack-Scholesova vrijednost opcije je na slicha&ena
isprekidanom linijom.



Discounted expected payoff
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Slika 4.8: @ekivana isplata — vrijednost u g@nom trenutku sa umanjenjem za Evropsku call opcij
Black-Scholesova vrijednost ozfema isprekidanom linijom.

Primijetimo da puna kriva na slici 4.8 prolazi krBlack-Scholesov nivo za vrijedngst=r =
0.05 tj kada parametar stope rasta odgovara kamaitmgij €vo nije sldajno.

Sada provjeravamo krajnje vrijeme i grame uslove. Uzimajti t = T u (4.47) primijettemo
da ako jeS(T) dato, i nije sldajno, tada j€E (A(S(T))) = A(S(T)) odakle slijedi:

W(S,T) = A(S(T)).

To zn&i da su uslovi (4.16) za call i (4.25) za put qp&u zadovoljeni. Stho, ako jeS =0 u
svakom trenutku tada iz (3.10) imamo d& (&) = 0 a odatle kada uvrstimo u (4.47), dobijamo

w(,t) = e "T=D A(0).
Formule (4.17) i (4.26) su formule za call i putp@i vidimo da su ti uslovi zadovoljeni.
Na kraju, primijetimo da argumenti dati u (4.183#i27) jednako vaze i za (4.47). Sve u svemu, S
obzirom dalW (S, t) sau = r zadovoljava iste PDJ i iste krajnje tj. grare uslove, jedinstvenost
rjeSenja nam govori da je

W(S,t) u (4.48) jednaka vrijednosti Black-Scholesove mpray = r.

Postavljajiéi © = r dobijamo prepostavku poznatu kao neutralisaajkai



4.6 Binomni metod

Binomni metod ima prednost u odnosu na Black-Sdusel tome Sto se lako priladpva
za cijeli raspon ne-evropskih opcija za koje nigstdipna analitka formula. Binomni metod
predstavlja najjednostavnije sredstvo za procjenerikih opcija. U prodavanju tog metoda,
podsjetéemo se na dva pojma, diskretni model vrijednostivime i neutralisanje rizika.

4.6.1 Metod

Binomni metod Koristi jednostavni diskretni model kretanje cijene imovine. Neka
6t =T/M ozn&ava razmak izmiu dvije uzastopne vremenske:kea, pri ¢emu T ozn&ava
datum isteka. Takée se cijene imovine posmatrati u vremepe: idt, za0 < i < M. Klju¢na
pretpostavka u binomnom metodu je da se éaméezastopnih vremenskih nivoa cijena imovine
krece ili uzlazno sa faktoromu ili silazno sa faktoromd. Uzlazno kretanje se deSava sa
vjerovatn@éom p, a silazno sa vjerovatbiom 1 — p. Taj scenarijo moze da se posmatra kao
pojednostavljena verzija diskretnog modela koji ameli u poglavlju 3.2.

Posto je ptetna cijena imoving, poznata, u trenutkty = §t, mogute cijene imovine suS, i

dS,. Sliéno, u vrijemet, = 26t, mogue cijene imovine sw?Sy, udS, i d%S,. (Cijenauds,

moze proizéi iz uzlaznog kretanja péanog silaznim kretanjem ili iz silaznog kretanjadenog
uzlaznim kretanja). Uglavnom, u vremente t; := idt, postojei + 1 mogueih cijena imovine
koje ozngavamo

Si=d"™u"S, 0<n<i (4.49)

Dakle, u vremenu isteka=t, =T, postoji M + 1 moguih cijena imovine. Vrijednosti
Siza0 <n <ii0 <i < M formiraju binomno stablo. Za call opciju evropskgida, isplata
na isteku vremena ima oblik(S(T)). Dakle, ako imovina ima cijensy u vremenut = t, =
T, vrijednost opcije u to vrijeme jd(S¥). Uopsteno, s& ozna&avamo vrijednost opcije u
vrilemet = t;, koja odgovara cijeni imoving,. Tako imamo da je

VM = A(SM) 0<n<M (4.50)

Na3 zadatak je da @amoV, vrijednost opcije u pgetnom vremenu. To moZemo uraditi
i odradujuci stablo unazad. Pretpostavimo da{ g 1};:0 poznati; tj. imamo vrijednosti opcije
koje odgovaraju vrementi= t;,; i Sve mogde cijene imovine. Razmotrimo vrijednost opcije
;! koja odgovara cijeni imoving! u vremenut = t;. Zbog na3ih uzlazno/silaznih pretpostavki
o kretanju cijene imovine, raéies desna na lijevo, cijene imovir potice ili od Sit%, sa
vjerovatngomp, ili od Si+! sa vjerovatnéom 1 — p. Sada, sjetimo se definicije za matertiaii
ocekivanje diskretne stajne promjenljive. Da bi se dobilo matendkt oiekivanje treba
vrijednosti V11 i 7i+1 mnoZiti sa odgovarafim vjerovatnéama da bi dobili matemékio
ocekivanje. Na taj n&n, vrijednost opcije}! koja odgovara vrijednosti imoving, , uzima se
da jepVitl + (1 — p)Vi*. Ako se uzme u obzir efekat kamate, uz kamatnpustp dobija se
osnovna relacija:



Vi=e Ot (pViil+ (1 —-pitt), 0<n<i0<is<M-1 (4.51)

Kada se odaberu paramatyid,p i M, formule (4.49) — (4.51) potpuno odrgu binomni metod.
Ponovno vréanje na (4.49) pokazuje kako da se u binomno staidee cijene imovine. Kada
se dobiju cijene imovine u trenutku= t,, = T, jednd&ina (4.50) daje odgovaraje vrijednosti
opcije za to vrijeme. Relacija (4.51) tada mozesddskoristi da bi se “kotalo” unazad kroz
drvo dok se ne iztaina vrijednost opcije u trenutku= t, = 0, tj. V.

S
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Slika 4.9 Binarno drvo

4.6.2 PodeSavanje parametara

Posto se diskretni model cijene imovine u binommoatodu uklapa u okvir (3.3), mogli
bi se podesiti parametre trégz@dgovarajide Y; koji ¢e da ima matema&ko ocekivanje nula i
jedini¢nu disperziju. T&e da dovede do dva ograenja.

Da bi se napisao izraz za model uzlazne/izlazreneijmovine koji je kori&n u binomnom
metodu, definiSimo sltiajnu promjenljivuR; tako da jeR; = 1 ako cijena imovine raste od
vremena (i — 1)6t do iét i R; =0 ako cijena imovine opada. Na taj¢m R, =1 sa
vjerovatnéom p i R; = 0 sa vjerovatnéom 1 —p. To znd&i da je R; Bernoullijeva sldajna
promjenljiva sa parametrom pa izE(x) = p i var(x) = E((X — E(X))?) = p — p? imamo da
jeE(R) =pivar(R) =p(1—p).



Nakon istekan intervala vremena rasted’"; R;ad san — )i, R; puta. Tako je cijena
imovine S(ndt) u trenutkut = nét data formulom

S(nét) = 50u2?=1Ri dn—ZisiRi

To mozemo preurediti u

S(nét) o (U Yic1 Ri
5 = G
Logaritmovanjem dobijamo

n

og (S(Z&)) =nlogd + log (%) Z R; (4.52)

0 i=1

Sada, prema centralnoj gramdj teoremi, za velikon suma}  R; se ponaSa kao
normalna sltiajna promjeljiva. Dakle, za velika, log(S(nét)/S,) ¢e da bude blizu normalne
slucajne promjenljive. Da bi se sve slagalo sa neprefidnodelom cijene imovine (3.7), koji se
koristi u Black-Scholesovoj analizi, potrebno nata matematko oatekivanjelog(S(nét)/S,)

bude (,u—%crz)n& i da disperzija buder?ndt. Osim toga, kako binomni metod radi sa
ocekivanim vrijednostima, mi uvodimo pretpostavku tnelisanja rizikay =r. To vodi do
uslova

1
plogu+ (1 —p)logd = (r—icﬂ) 5t (4.53)

u ot
lOg (a) =0 m ) (454)

Postavljajéi da je 6t = T/M dobijamo dvije jednédne sa tri nepoznateg,u i d. UopSteno,
mozemo fiksirati jednu od tri nepoznate i odredgtiale dvije. Recimo za = % dobijamo

U= ea\/ﬁ+(r—%az)6t
d = e—am+(r—%az)6t

4.6.3 Binomni metod u praksi

Argumenti u prethodnom poglavlju sugeriSu da seomini metod modela imovine
podudara sa onim koji se koristi u Black-Scholegoamoalizi za maloét, tj. za veliko M.
Mozemo @ekivati da¢e se vrijednosti opcija izéanate binomnom metodom dobro slagati sa
onima iz Black-Scholesovih formula i da je to shajgebolje Sto jeV vece.

Tabela 4.1. Evropska put vrijednostuaata poméu binomnog motoda



Option value

M = 100 1.4716
M =200 1.4762
M = 400 1.4726
Black—Scholes 1.4728
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Slika 4.13" Konvergencija binomnog metoda za Evropsku pytcsaanjem broja M. Gornja slika: M

ide od 20 do 250 u koracima od 5. Isprekidanadijgj“tacno” rieSenje. Donja slika: M ide od 200 do 400

u koracima od 1.

1 | L
200 220 240 260 280 400

Racunski primjer. Koristimo binomni metod da bismo procijenili vrijedst evropske
put opcije pricemuS, = 9,E = 10,T = 3,r = 0.06i 0 = 0.3. Tablica 4.1 pokazuje rezultate za
M =100,M = 200i M = 400, uz Black-Scholesovu vrijednost 1.4728. Prvo zaparaa je,
kod sva tri izboraM, aproksimacija binomnog metodana na barem dva decimalna mjesta.
Najbolja aproksimacija od ovih 3 je u &ju najvée vrijednostiM, Sto je intuitivho logino.
Medutim, vjerovatno iznentje da je preciznost manja u &ju M = 200, nego kada je
M = 100. Da bismo provijerili da li je to samo izmiSljasingornja slika na slici 4.10 prikazuje
izracunate vrijednosti opcija z3 = 20,25,30, ...,250, uz Black-Scholesovu vrijednost koju
ozn&ava isprekidana linija. Vidimo da iako izgleda da aproksimacija binomnog metoda
konvergira kakaV raste, ta konvergencija nikako nije monotona

Dakle slika 4.10 govori 0 dva svojstva

(1) Aproksimacija binomnog metoda konvergira ka Black&esovoj vrijednosti kako
M -
(i) Konvergencija nije monotona.

" Desmond J.Higham: An introduction to financial option valuation, Cambridge University Press 2004. strana 155.



5
Egzotiéne opcije

Do sada smo govorili 0 opcijama evropskog i atikexg stilacija vrijednost zavisi samo
od cijene opcijes(T) u trenutkuT. Medutim, postoje i one kod kojih to nije slaj i upravo su
egzotne opcijgedne od tih. Tipovi ovih opcija se razlikuju po:

0] prirodi svoje zavisnosti od kretanja —¢imau na koji isplata zavisi od kretanja imovine
S(t)za0 <t <T,i
(i) tome da li je dozvoljeno ranije izvrSavanje.

U mnogim slidajevima, kod egzatnih opcija, nisu dostupni &ai izrazi za vrijednost opcije pa
se moraju réunati aproksimacije. Ovo poglavlje se bavi nekimma@@nim opcijama i diskutuje
primjenu dva réunska algoritma.

5.1 Opcije sa barijerom (barrier options)

Opcije sa barijerom imaju isplatu tj. izvrSenje&aje ukljduje ili isklju¢uje u zavisnosti
od toga prelazi li vrijednost imovine prethodno aidmni nivo.

» Down-and-out callopcija ima isplatu nulako cijenaimovine prelazi neku prethodno
odrelenu granicuB < S, u nekom vremenu §i0.T]. Ako se granica ne prelazi, tada
isplata postaje isto kao u evropskajl opciji, max (S(T) — E, 0).

* Down-and-in call opcijaima isplatu nulaosim ako cijena imovine ne prelazi neku
prethodno odm@enu graniclB < S, u nekom vremenu {0.T]. Ako se barijera prelazi,
tada isplata postaje isto kao u evropsial| opciji, max (S(T) — E, 0).

Jedan od razloga popularnosti opcija sa barijem®maj su, poSto su magosti isplate
ograntene, jeftinije za kupiti od evropskih. To prikazgjéka 5.1. Tu su prikazana dva kretanja
imovine. Oba pd@inju iznad izvrSne cijeneS(T) > E. lako zavrSava kao va, deblja od dvije
krive kretanja pada nize i prelazi barijeBu Isplata za deblju krivu kretanja ¢eebiti nula za
down-and-in callopciju, ali¢e da bude nula za down-and-out call opciju. Obrntanja kriva
kretanja dée nula isplatu za down-and-in call, aliéeebiti nula za down-and-out call opciju.



Asset

Time
Slika 5.1: Dvije krive kretanja imovine i barijef, Deblja kriva kretanja imovine prelazi barijerzato
daje nula isplatu u down-and-out call opciji. Takijeva kretanja imovine ne prelazi barijeru i zdte
nula isplatu u dawn-and-in call opciji.

Pojam hedzinga iz poglavlja 4.1 vaZi i za opcijebaaijerom. NekaC3(S,t) ozna&ava
vrijednost down-and-out call opcije pri cijeni imoe S i vremenut. Black-Scholesova PDJ
(4.15) je relevantna i u ovom shju, osim ako se pde granica, p&?(S,t) mora da zadovolji
PDJudomen0 <t <T,B <S.AkojeS = B, tada opcija postaje bezvrijedna, daju

CB(B,t) =0 za 0<t<T (5.1)
Takade, na isteku vremena, 84T) > B je
CB(S,T) =C(S,T), za B<S (5.2)

OvdjeC(S, t) ozna&ava evropsku vrijednost (4.19). U &ju kad jeB < E, moze se pokazati da
je rjeSenje Black-Scholesove PDJ u dom@d t < T, B < S koje zadovoljava (5.1) i (5.2)
dato sa

CB(S,t) = C(S,t) — (S/B)t"27/9C(B%/S, t); (5.3)

Primjecujemo da (5.3) neposredno patufe dadown-and-out call manje vrijedi od evropske
call opcije.

Skica paetne vrijednostiCE(S,0) u (5.3) zaB < E je prikazana na slici 5.2. Pokazana je i
vrijednost evropske opcije. Kao sto smaekivali, kako raste p@tna cijena imovine, a time se
smanjuje i vjerovatnga prelazenja granice, vrijednost down-and-out opliije se priblizava
vrijednosti evropske opcije.
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Slika 5.2: Down-and-out call vrijednost (5.3) kamkcija 0dS

Iz formule za down-and-out call opciju, odgovatajdown-and-in opcija moze da se odredi iz
jednakosti
in + out = evropska opcija (5.4)

Zamjenjuj«i ,down” sa ,up“, dolazi se do nove klase opcijabsaijerom

» Up-and-out callopcija ima isplatu nulako cijena imovine prelazi neku prethodno
odretenu granicuB > S, u hekom vremenu (0, T]. Ako se granica ne pte, isplata
postaje ona iz evropskall opcije,max (S(T) — E, 0).

» Up-and-in callopcija ima isplatu nulasim ako cijena imovine ne pi& neku prethodno
odretenu graniclB > S, u nekom vremenu [0, T]. Ako se granica pde, isplata postaje
ona iz evropskeall opcije,max (S(T) — E, 0).

Postoje, naravn@utopcije koje odgovaraju za gore navedeall opciju; samo treba zamijeniti
rije¢ call saputu svakom sltiaju. Time dobijamo ukupno osam r&#ih up/down-and-in/out
call/put opcija. U svakom staju, analittka formula za vrijednost opcije moze da se dobije
rieSavanjem Black-Scholesove PDJ. Dajemo formuledauup-and-outcall opciju:

B\ 1+27/0”
s\v@ -Nen-(5) (V0 - M)
—-1+2r/0?
—EeTTO(N@) - N - (3] (W -N@)) | GS)

Ovdje,d, i d, su definisani u (4.20) i (4.21), a
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Slika 5.3 prikazuje vrijednost up-and-out call gpd¢b.5) u pdetnom vremenu uz odgovaraju
evropsku opciju. Slika prikazuje da opcija sa lesm moze da bude z&¢gno jeftinija od
evropske opcije. Up-and-out call opcija je ogéana odozgo — isplata he mozedrB — E pa
se stoga moze kupiti mnogo jeftinije od evropskeiye

Postoji mnogo generalizacija tih osam osnovnih igran opcija.

» Dvostruko ogrartiene(double barrier)opcije postavljaju gornje i dongranice na cijene
imovine i mogu da postanu bezvrijedne ako sdgjedna (ili obje) barijere.

» Parcijalno ogrartene (partial barrier) opcije imaju barijere koje se primjenjuju u
ograntenom vremenskom intervalu.

» PariSke Parisian option¥y opcije imaju barijere koje moraju ostati previie u
prethodno odrdenom vremenskom periodu.

lako Black-Scholesova analiza ostaje relevantndam slutajevima, za komplikovanije opcije sa
barijerom ne vaze analildi izrazi iz Black-Scholesove formule.
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Slika 5.3: Up-and-out call vrijednost (5.3) kao kaija odS

5.2 Opcije sa gledanjem unazadlokback options)

Isplata za opcije sa gledanjem unazad zavisi odsimetne ili minimalne vrijednosti
koju je imovina postigla. Postoje dvije Siroke lggje; fiksirana i promjenljiva izvrSenjdixed
i floating strike$. Za njihov opis koristimo oznake

S™MAX :=maxpp S(t) 1 S™™:=ming S(t)
za ozndavanje ekstremnih vrijednosti imovine.

» Fiksirano izvrSenje calbpcija sa gledanjem unazad ima na dan istekgplatu datu sa
max(S™* — E,0)

» Fiksirano izvrSenje pubpcija sa gledanjem unazad ima na dan isteksplatu datu sa
max(E — gmin O)

* Promjenljivo izvrSenjecall opcija sa gledanjem unazad ima na dan istekiaplatu
S(T) — Smin

* Promjenljivo izvrSenje pubpcija sa gledanjem unazad ima na dan ist@kaplatu
smax _ §(T).

Ove opcije sa gledanjem unazad siigiedno vrijednije od odgovarajin evropskih
opcija. Fiksirano izvrSenje opcija sa gledanjemzawlase razlikuje od evropskih opcija u tome
Sto se konéna cijena imovines(T) zamjenjuje ,najboljom* cijenom imovine — maksimain u
slucaju call i minimalnom u sldaju putopcije. Kod promjenljivog izvrSenja opcije sa glapgam
unazad, izvrSna cijena postaje ekstremno favorizavainimalnom cijenom imovine za call, a



maksimalna cijena imovine zaut opciju. U sl&aju promjenljive opcije, njeno izvrSenje je
uvijek isplativo pa je rijé ,opcija“ vjerovatno neodgovaraja.

Moguce je izvesti Black-Scholesove formule &etiri gore navedena slaja opcija sa
gledanjem unazad. Postoje mnogo proSirenja ovija ikgie su okino namijenjene da ponude
neke od svojstava ovih opcija po nizoj cijeni; ngledaj¢i unazad na jedan ogr&eni
vremenski period ili na ograteni broj t&aka u vremenu. U mnogim gkjevima, vrijednosti tih
opcija mogue je dobiti samo priblizno &ananjem.

5.3 Azijske opcije

Dok se opcije sa barijerom i gledanjem unazad fo&jusna neke ekstremne vrijednosti,
azijske opcije su oddene prosjénim ponasSanjem vrijednosti imovine.

* Prosj€na cijena azijske call opcije na dan isteka vremeraaisplatu:

T
1
max TjS(T)dT—E,O .
0

* Prosj€na cijena azijske put opcije na dan isteka vrenm@aasplatu:

T
1
max E—TfS(T)dT,O :
0

Ovdje se zamjenjuje kotaa cijena imovineS(T), koja bi se koristila u evropskoj opciji, sa
prosje&nom cijenom imovine u oddenom vremenskom periodu.

* Prosj€&na vrijednost izvrSenja azijske call opcije na ddeka ima isplatu

T
1
max S(T)—?fS(T)dT,O :
0

* Prosj€&na vrijednost izvrSenja azijske put opcije na ddeka ima isplatu

T
1
max ?jS(T)dT—E,O

0

Ovdje prosjénom cijenom imovine zamjenjujemo izvrSnu cijelu koja bi se koristila u
evropskoj opciji.



Druge azijske opcije se mogu definisati, na primpamjenjujéi neprekidnu prosjau

vrijednost fOTS (t)dt/T aritmetitkim prosjekom
n

! E S(t
- ( i)i
ili ge0|llet|’ijskilll prOSjekonl

kroz n vremenskih téaka, 0 <t, <t, <--t, <T. (U praksi, budéi da se realna cijena
imovine ne mijenja neprekidn@ak bi i neprekidni prosjel{oTS (7)dt/T trebalo ragunati na
osnovu diskretnih trziSnih podataka).

Zavisnost od kretanja je za azijske, na nekiimakomplikovanija nego za opciju sa
barijerom i sa gledanjem unazad. Isplata zavisiraspona cijena imovine, ne samo od
ekstremnih vrijednosti. Mogie je uklopiti azijske opcije u Black-Scholesov akuli bi se tana
rjeSenja mogla odrediti samo u odkeaim sliajevima.

5.4 Bermudske opcije i opcije sa oglaSavanjenstiout options)

Bermudska opcija se razlikuje od odgovaéajamertke opcije samo u jednom pogledu.
Dok ameréka opcija omogéuje viasniku izvrSavanje u bilo koje vrijeni®, T], bermudska
opcija ograniava ranija izvrSavanja na fiksni broj prethodnoeddnih datuma.
Kao i kod amexikih opcija, nema opSte anatiie formule za vrijednost bermudske opcije.
Najjednostavnija verzijzall opcija sa oglasavanjem omdagie vlasniku opcije da se
najvise jednom “javi“ izdav&u opcije u vremenu iznde 0 i T i zatrazi izvrSenje. Isplata na
isteku je data sa

max(S(T) — E,S(t) — E), ako se vlasnik javi u vrijerne
max(S(T) — E, 0), ako se vlasnik ne javlja

MoZzemo postaviti osjetljivu pretpostavku d& se ‘“javljanje” desiti samo aks(t) > E.
“Javljanje” se ohino deSava onda kada vlasnik égjela je vrijednost imovine postigla vrhunac
i dace opadati. Kao i kod bermudskih i and&rh opcija, nema tane analittke formule.
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