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Dinamicko programiranje i LQR

regulator

Ishodi ucenja:

Nakon savladavanja gradiva sa ovog predavanja studenti ¢e moci da:

Primjenom dinamickog programiranja odrede optimalnu upravljacku
sekvencu koja ¢e diskretni sistem voditi po optimalnoj trajektoriji

Rijese Belmanovu i Hamilton-Jakobi-Belmanovu (HJB) jednacinu u
zatvorenoj formi za kontinualne/diskretne L'TT sisteme

Simulacijama rijeSe Rikatijevu diferencijalnu/diferencnu jednacinu i
odrede optimalno upravljanje na kona¢nom horizontu

Interpretiraju LQR rjeSenje sa stanovista klasi¢ne teorije upravljanja



Uvod u optimalno upravljanje

Problem optimalnog upravljanja se odnosi na pronalazenje upravljackog
signala u”*(t) € U koji sistem

x(t) = £(x(¢),u(t),?)
vodi po trajektoriji x(¢) € X, takvoj da bude minimizovana funkcija
performanse:

J = h(x(t,),t,) + f 9(x(7),u(r),7)dr.

U prethodnoj definiciji U predstavlja skup dopustivih vrijednosti
upravljackog signala, dok je X skup dopustivih vrijednosti promjenljivih
stanja. U opStem slucaju funkcije g i h su proizvoljne skalarne funkcije.
Simbol * oznacava da je par (u'(¢), x(¢)) optimalan, odnosno da
minimizuje zadati kriterijum performanse.

Funkcija performanse se bira u skladu sa konkretnom primjenom, dok su
skupovi U i X najCesc¢e definisani u skladu sa fizickim ograni¢enjima
implementacije.



Uvod u optimalno upravljanje

Problem minimalnog vremena:

Na primjer, ako Zelimo da sistem prevedemo iz pocetnog stanja x(%,) u
stanje x(t;) za najkrace moguce vrijeme, funkciju performanse moZzemo
definisati na sljedeé¢i nacin:

J = v dr.

t
Problem krajnjeg stanja:

Sa druge strane, ako zelimo da minimizujemo razliku izmedu krajnjeg
stanja x(t;) i njegove Zeljene vrijednosti r(#), tada funkciju performanse
mozemo definisati kao:

J=(x(t,)—r(t,) = (x(t,) ~x(t,)) (x(t;)-x(t,)).

U nesto generalnijem slucaju, funkcija performanse ima oblik:

J = (X(tf) _ r(tf))2 = (x(tf) — r(tf))T H(X(tf) - r(tf))a

gdje je H realna, simetri¢na, semi-pozitivno definitna matrica.



Uvod u optimalno upravljanje

Problem minimalnog upravljanja:
Dalje, ako je cilj da minimizujemo energiju koju c¢emo uloziti u
upravljanje, tada funkciju performanse definiSemo na sljedeé¢i nacin:

t
J = tfuT(t)Ru(t)dt,
gdje R predstavlja realnu, simetri¢nu, pozitivno definitnu matricu.
Problem pracenja referentnog signala:

Ako zelimo da stanja x(t) Sto vjernije prate referentni signal r(t) na
Citavom vremenskom intervalu [f, ¢, tada funkciju performanse
zapisujemo na sljedeé¢i nacin:

J = L’:‘ (x(t) - r(t))" Q(x(t) - x(t))dt.

Ukoliko je r(t)=0 (problem regulacije), tada se prethodno integral svodi
na:

7= [" %) Qx()dt.

t



Uvod u optimalno upravljanje

Prethodno definisani kriterijum performanse predstavlja dobar izbor
ukoliko je dozvoljeno upravljanje ograni¢eno (na primjer |u(?)|<1).
Medutim, ukoliko ne postoje ogranicenja ulaznog signala, minimizacijom
prethodnog integrala dobi¢emo upravljacki signal u obliku impulsa i
njegovih izvoda. Da bi izbjegli postavljanje ograni¢enja na upravljanje, i
time laksSe rijesili optimizacioni problem, funkciju performanse mozemo
definisati na sljedeé¢i nacin:

J = L’;f | (x(t) - v(1))" Q(x(t) ~x(t)) + u(t) Ru(?) |dt.

Na ovaj nac¢in ujedno minimizujemo razliku izmedu promjenljivih stanja
1 Zeljenih vrijednosti, kao i1 snagu upravljackog signala. Kako se prvi
sabirak podintegralne veli¢ine smanjuje povecavanjem upravljanja,
kompromis izmedu ova dva opretna zahtjeva se moze definisati
odgovaraju¢im odabirom matrica Q i R.

U nastavku ¢e biti pokazano da se kod linearnih sistema, minimizacijom
gornjeg kriterijuma dobija kontroler koji se mozZe jednostavno
implementirati.



Uvod u optimalno upravljanje

Napomene:
Matrice Q i R su najcesée dijagonalne.

J= jf [(x(t) —r(t))" Q(x(t) - x(®)) + u(t)TRu(t)] dt.

Odgovarajué¢im odabirom vrijednosti matrica Q i R zapravo definiSemo
prioritet minimizacije. Na primjer, ako nam je najbitnije da
minimizujemo prvi upravljacki signal, tada ¢emo prvi element matrice R
postaviti na najveéu vrijednost.

Ako se matrice Q i R (semi)-pozitivno definitne, tada vazi:

x(t)" Qx(t) 20, Vx(t).
Drugim rije¢ima, na ovaj nac¢in obezbjedujemo da je integral koji
minimizujemo uvijek ima bar jedan lokalni minimum.

Postoje dva pristupa u rjeSavanju optimalnih upravljackih problema:
dinamicko programiranje i varijacioni rac¢un. U okviru ovog predavanja
baviéemo se dinamickim programiranjem.



Dinamicko programiranje

=  Omogucava odredivanje optimalnog zakona upravljanja

= Richard Ernest Bellman, 1953.

= Bazira se na principu optimalnosti

b b
I Ihe : Jbe

” .jc-e- .

% : G
= Neka je J,.=J,,+Jp. optimalna putanja od ¢vora a do ¢vora e

a

« Tvrdnja: Ako je J,., optimalna putanja, onda je i njen dio J,,
optimalna putanja od ¢vora b do ¢vora e

Dokaz kontradikcijom

Pretpostavimo da je optimalna putanja od ¢vora b do ¢vora e putanja b-
c-e. Tada je Jy.e < Joe tj. JoptJpee < Jup + Jpo=J . Ovo ne moZe biti tacno

ukoliko je tacna pretpostavka da je J,. optimalna putanja od cvora a do
cvora e.



Dinamicko programiranje

Belmanov princip optimalnosti:

Optimalna strategija upravljanja sadrzi svojstvo da bez obzira na
pocetno stanje i odluke koje su dovele do trenutnog stanja,
upravljanje na preostalom dijelu putanje treba biti optimalno u
odnosu na trenutno stanje.

= Posmatrajmo neki proces c¢ije je trenutno stanje b. Iz stanja b je
dozvoljeno preé¢i u neko od stanja ¢, d ili e. Optimalne putanje od
stanja ¢, d i e do krajnjeg stanja f su poznate i prikazane na slici.

= Potrebno je donijeti odluku o prelasku u jedno od stanja ¢, d ili e, tako
da putanja od stanja b do krajnjeg stanja f bude optimalna.




Dinamicko programiranje

Prema principu optimalnosti, ukoliko je b-c¢ pocetni dio optimalne
putanje od b do f, tada je i segment c-f terminalni dio ove putanje. Sli¢no
vazi i za segmente b-d i b-e. Vrijednost funkcije performanse od stanja b
do stanja f, ukoliko se ide preko stanja c je:

Cbcf:‘]bc+‘]1f‘
Sli¢no, ukoliko se iz b do fide preko d i e, funkcija performanse ¢e biti:
deFde+J2fa CbejFJbe+J2f'

Konac¢no, optimalna cijena od b do f se odreduje kao minimum
prethodnih funkcija:

J Zf: min{ Cbcﬁ deﬂ Cbef}'
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Rjesavanje problema rutiranja pomocéu DP

= Dinamicko programiranje je racunarska tehnika koja prethodno
opisani postupak donoSenja odluka prosiruje na sekvencu stanja.

= Posmatrajamo problem rutiranja kod kojeg je potrebno odrediti
optimalnu putanju od tacke a do tacke h. Dozvoljeno je kretanje
samo po granama u smjeru strelica, pri ¢emu je cijena prelaska
navedena pored grane.

= Jedan nacin rjeSavanja ovog problema bi bio u sistemati¢nom
pretrazivanju svih dozvoljenih putanja. Primjenom DP ¢ée se pretraziti
daleko manji broj putanja.

a —> d —> e —> h| Krajnja
) 3 ) tacka
N
5 5) 2 2 W 0
9 3 3 S
b — cC ———> f —> g
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Rjesavanje problema rutiranja pomocéu DP

=  Pretpostavimo da se nalazimo u tacki c. Sa slike se vidi da je iz c¢
moguce preci u stanja d i f. Vrijednosti funkcija performanse ¢ée biti:
Cean=JcatJ =5+ an;
Copp=J e+ 1 =3+J s
dok je optimalna cijena prelaska iz ¢ u h odredena sa:
Jop = min{C,y, Cop}.
= Da bi se mogla donijeti odluka o prelasku u tacku d ili tacku f
odnosno odredila optimalna cijena prelaska J,, potrebno je znati
vrijednosti Jy, 1 Jp,.

a —> d —> e —> h| Krajnja
8 3 ) tacka
N
5 5} 2 2 W 0
9 3 3 S
b — » ¢ — f —» g
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Rjesavanje problema rutiranja pomocéu DP

Ako je Jg = 10 i Jy=5, tada su funkcije C,y=5+10=15 i
C.p=3+5=8. Dalje, optimalna cijena prelasaka iz a u h je:

«  Ju=min{C,y, C.p} = min{158}=8

Medutim, postavlja se pitanje kako odrediti Jy, i Jp. U suStini,
problemu treba pristupiti unazad, pocevsi od krajnje tacke h. Iz tacke
g se u tacku h moze prec¢i samo na jedan nacin, pa je J,, = 2. Dalje,

ova vrijednost se koristi za ra¢unanje Jy;

a

|

b

—> J ——F

e ——> h

8

9

3

|

|

8

—

|

e —

Krajnja
tacka
N

W

S

13



Rjesavanje problema rutiranja pomocéu DP

RjeSenje problema rutiranja je
prikazano ispod. Optimalna

putanja iz tacake a u tacku h je 5

a-d-e-f-g, pri C¢emu optimalna
cijena prelaska iznosi 18.

0. — trenutno stanje

u; — dozvoljena odluka (upravljanje)
z; — stanje u koje se prelazi iz stanja
a, primjenom odluke u,

h — krajnje stanje (cilj)

J,, — cijena prelaska iz a u

J;h — minimalna cijena dostizanja
stanja h iz z;
Cyp — Cljena prelaska iz a u h, ako

a

se ide preko z,
J', — minimalna cijena od a do h

u"(a) — optimalna odluka iz stanja a

a —> d —> e —> h| Krajnja
8 ) tacka
N
5 2 2| | |w .
9 3 S
b - > C —> f — g
a U; L Jax,- + ‘]:l»h — Ca.x,-h J*h ’U,*(OQ
g N | & 240 = 2 | N
f E | g 3+2=5 | 5 | E
. E h 8+ 0=28
S | f | 245= 7 | s
d E e 34+ 7=10 10
. N d 5+ 10=15
E f 3+ 5=38 8 E
b E c 94+ 8 =17 17 E
. E d 8 + 10 = 18 18 E
S b 5+ 17 = 22
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Primjer — pronalaZenje optimalne rute

Odrediti optimalne putanje izmedu bilo koja dva ¢vora grafa prikazanog na slici.

15



RjeSavanje problema upravljanja pomoc¢u D

Neka je sistem opisan diferencijalnom jednacinom:
z(t) = ax(t) + bu(t).
Odrediti upravljanje u(t) koje minimizuje funkciju performanse:
b
J =o' () + A Tt (t)t,

pri ¢emu su dozvoljene vrijednosti promjenljive stanja i1 upravljackog

signala:
0<z(t) <1.5-1<u(t)<1.

Prije nego Sto se pristupi primjeni numericke metode dinamickog
programiranja, potrebno je diskretizovati kontinualni sistem i funkciju
performanse. Primjenom metode diferenciranja unazad dobija se sljedeca
diferencna jednacina:

z(n+1)=1+aT)z(n)+bTu(n).

Na slican nacin se diskretizuje funkcija performanse:

J=x2°(N)+ /”LTZ:N_O1 u’(n).

P
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RjeSavanje problema upravljanja pomoc¢u DP

Radi jednostavnosti pretpostavimo da je a = 0, b = 1, A = 2, t,= 2, T
= 1, (N = 2). Prethodne jednacine se svode na:
z(n+1)=z(n)+uln),n=0, 1,
gdje u(1) i u(2) treba odabrati tako da se minimizuje funkcija:
J = 2°(2) + 2u*(0) + 2u*(1),
uz ogranicenja:
0<z(n)<1.5,-1<u(n)<1.
Sada treba primijeniti DP na slican nac¢in kao kod problema rutiranja.

Da bi ogranic¢ili broj potrebnih rac¢unarskih operacija, dozvoljene
vrijednosti stanja i upravljanja treba kvantizovati. Usvojimo da je x(n) €

{0.0, 0.5, 1.0, 1.5} i da je u(n) € {-1.0, -0.5, 0, 0.5, 1.0}.
Procedura pronalazenja optimalnog upravljanja je sljedeca.

=  Usvojiti da je n=1, a zatim za svaku mogucéu vrijednost stanja z(1)
isprobati svaku moguéu vrijednost upravljanja w(n) i izra¢unati
minimalnu vrijednost cost funkcije.

17



RjeSavanje problema upravljanja pomoc¢u DP

Rezultujuéa tabela za slucaj kad se krece iz stanja (1)

Trenutno | Upravljanje Sljedece Cijena prelaska iz x(1) u Minimalna Optimalno
stanje stanje x(2) primjenom u(1) cijena upravljanje
(1) u(1) 2(2)=2(1)+u(l) | 223+ 2u2(1)=Cp(x(Du(l)) | Ji(x(1)) w(z(1),1)

0.0 1.5 (1.5)2+2(0.0)%2=2.25

1.5 -0.5 1.0 (1.0)24-2(-0.5)>=1.50 | J%,(1.5)=1.50 = v (1.5,1)=-0.5
-1.0 0.5 (0.5)2+2(-1.0)2=2.25
0.5 1.5 (1.5)%4+2(0.5)?=2.75
0.0 1.0 (1.0)2+2(0.0)2=1.00 B x B

1.0 05 0.5 (057220052075 | J0:070.75 | w'(10,1)=-0.5
-1.0 0.0 (0.0)%2+2(-0.5)2=0.50
1.0 1.5 (1.5)2+2(1.0)2=4.25

0.5 0.5 1.0 (1.0)24+2(0.5)%=1.50 .

' 0.0 0.5 (0.5)2+2(0.0)2=0.25 | J12(1.0)=0.25 | = (0.5,1)=0.0

-0.5 0.0 (0.0)%+2(-0.5)2=0.50
1.0 1.0 (1.0)%2+2(1.0)2=3.00 .

0.0 0.5 0.5 (0.5)2+2(0.5)2=0.75 | J12(1.0)=0.00 | = (0.0,1)=0.0
0.0 0.0 (0.0)24-2(0.0)?=0.00
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RjeSavanje problema upravljanja pomoc¢u DP

Rezultujuca tabela za sluc¢aj kad se krecée iz stanja x(0)

Trenutno | Upravljanje Sljedece Cijena pr. iz x(0) u x(2) | Minimalna cijena Optimalno
stanje stanje Jo1(x(0),u(0))+J 1, (x(1))= Joa(x(0)) upravljanje
2(0) u(0) 2(1)=2(0)+u(0) 202(0)+J},(x(1)) u’(2(0),0)

0.0 1.5 2(0.0)2+1.50=1.50

1.5 0.5 1.0 2(-0.5)2+0.75=1.25 | J',(1.5=1.25 | «'(1.5,0)=-0.5
1.0 0.5 2(-1.0)2+0.25=2.25
1.0 1.5 2(0.5)2+1.50=2.00 )
0.5 1.0 2(0.0)2+0.75=0.75 o5 4 (L00)=

1.0 i Jy (1.0)={ } -0.5
0.0 0.5 2(-0.5)21+0.25—0.75 | /02 0.75 { }
0.5 0.0 2(-1.0)2+0.00=2.00 0.0
1.0 1.5 2(1.0)2+1.50=3.50

05 0.5 1.0 2(0.5)2+0.75=1.25 ) -

' 0.0 0.5 2(0.0)240.25-0.25 | J5(0.5=0.25 | '(0.5,0)=0.0

0.5 0.0 2(-0.5)240.00=0.50
1.0 1.0 2(1.0)2+0.75=2.75

0.0 0.5 0.5 2(0.5)240.25-0.75 | J%,(0.0)=0.00 = u(0.0,0)=0.0
0.0 0.0 2(0.0)2+0.00=0.00
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RjeSavanje problema upravljanja pomoc¢u D

= Dinamicko programiranje se sastoji od dvije faze:
Faza od kraja prema pocetku

Faza od pocetka prema kraju
= Tokom faze od kraja prema pocetku se odreduju vrijednosti
optimalnih cijena koje omogucavaju donosSenje odluka o optimalnim
prelazima. U opstem slucaju, optimalna cijena se odreduje na osnovu

1zraza:

Cn,N (x(n)7 U(n)) — Jn,n+1 (x(n)7u(n)) + ‘]n+1,N(x<n + 1))

J;:,N (z(n)) = run(gl |:Cn,N (z(n), U(”))]
= Tokom faze od pocetka prema kraju se donose odluke o optimalnim
prelazima (optimalnim upravljanjima), te odreduje optimalna putanja.
Na primjer, u razmatranom primjeru, ako je pocetno stanje z(0)=0.5,
tada je optimalno upravljanje jednako «'(n)=[0.0, 0.0], dok je optimalna
trajektorija x (n)=[0.5, 0.5]. Kona¢no, optimalna cijena je jednaka
T:,(0.5)=0.25.

P
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Interpolacija

U analiziranom primjeru diskretizacija stanja i upravljanja je izvrSena na
takav nacin da svako upravljanje iz svakog stanja sistem prevodi u novo
stanje ¢ija vrijednost odgovara jednom od usvojenih diskretnih nivoa.
Ukoliko diskretne vrijednosti nijesu pazljivo odabrane, potrebno je
primijeniti interpolaciju.

4 [J,G) ' (x(),D)]
1.5 - ® [1.5000 —0.50]
1.0 P ® [0.6875 —0.25]
0.5 @ [0.1875 —0.25]
[0.0000 0.00]
@ 1 >
0 1 2 "

1.5

1.0

0.5

A C(15,u(0)) = J,, (15,u(0)) + J, (x(1))

0

@ ! o >
1 2

Na primjer, pretpostavimo da su upravljanja diskretizovana sa korakom
0.25: u(n) € {-1.0, -0.75 -0.5, -0.25, 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0}. Vrijednosti
optimalnih cijena i upravljanja kada se krece iz stanja x(1) su prikazana
na gornjoj slici, lijevo.
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Interpolacija

Pretpostavimo da sada zZelimo da izracunamo optimalnu cijenu za slucaj
kada se krece iz stanja z(0)=1.5, pri ¢emu ispitujemo upravljanje u(0)=
—0.25. Ovo upravljanje prevodi sistem u stanje z(1)=1.25. Da bi
izracunali optimalnu cijenu potrebno poznavati J1,(1.25). S obzirom da
se J15(1.25) u tabeli za z(1) nalazi izmedu J,(1.5) i J15(1.0), primjenjuje

se linearna interpolacija:

J'(1.25) = J,(1.5) - %(f;a.z)) ~ J3,(1.0)) = 1.0938.

Interpolacija se na slican nac¢in primjenjuje kada se iz memorije cita
optimalno upravljanje za zadato pocetno stanje.

4 (7)o (<D ] A Cp(1.5,u(0)) = J,, (1.5,u(0) + 3, (x(1)

1.5 ® [1.5000 —0.50] 1.5
1.0 F @ [0.6875 —0.25] 1.0
0.5 F e [0.1875 —0.25] 0.5 Y
[0.0000 0.00]
o 1 > O 1 >
0 1 2 " 0 1 2 "
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Rekurzivna jednac¢ina DP

Sada ¢emo generalizovati proceduru DP na sisteme veceg reda.
Posmatrajmo sistem opisan vektorskom diferencnom jednac¢inom:

x(n+1)=f (X(n),u(n)),

i funkciju performanse:
N-1
N))+ 2 9u(x(k), u(k
n=0

Potrebno je da odredimo optimalnu sekvencu upravljanja: ,
Optimalno

u (x(0),0),u (x(1),1),...,u (x(N —1), N —1). upravljanje zavisi od
trenutnog stanja 1
Oznacimo sa Jyy(z(N)) cijenu dostizanja krajnjeg stanja: vremenskog indeksa.

Ty (5(N)) 2 h(a(NV).
Dalje, definisimo cijenu prelaska iz stanja x(N — 1) u stanje x(N):
Jyay &N =1),u(n -1)) = g,(x(N = 1),u(n - 1)) + h(x(N))
Vrijednost J.azan = N — 1 = g,(x(N =1),u(n —1)) + Jyy (x(N))
= g,(x(N =1),u(n = 1)) + Jy (f;(x(N = 1), u(N = 1))).
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Rekurzivna jednacina DP

Optimalna cijena je jednaka:

J, ., (x(N-1)) £ Imin {9,(x(N = 1),u(n = 1)) + T (f,(x(N =1),u(N = 1))}

Na slican nacin se pronalazi optimalna cijena za zadnja dva koraka:

J (x(N-=2),u(N -2),u(N -1))

N-2,N

= min {gd( (N =2),u(n =2)) + Iy (f,(x(N = 1), u(N - 1)))}

u(N-1),u(N
Princip optlmalnostl nalaze da bez obzira na pocetno stanje x(N-2) i
inicijalnu odluku u(N-2), ostale odluke moraju biti optimalne. Odnosno:
J, (x(N-2)2 rgvlg{ g:(x(N =2),u(n=2))+J,  (x(N-1))}.
Dalje, u K-om koraku mozemo zapisati sljedece:

| (x(N-K))2 min {gd( (N-K),u(N-K))+J

J
N-K,N u(N N-K+1,N

Posljednja jednacina predstavlja rekurzivnu jednacdinu dinamickog
programiranja ili Belmanovu jednacinu. Poznavajuci J*(N_(K_D,N),
odnosno optimalnu cijenu za zadnjih K-1 koraka, mozemo odrediti
optimalnu cijenu J, vk 28 zadnjih K koraka. Rekurzivna procedura
zapocinje 1n1c13a11zacuom J =T

(x(N - K +1))}.
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Primjer 1 — optimalna upravljacka sekvenca

Sistem prvog reda je opisan diferencnom jednacinom:
z(n+1)=-0.5z(n) + u(n).

Funkcija performanse koju treba minimizovati ima oblik:

2
J = Z‘x(n)‘,
n=0
dok su stanja i upravljanja ogranicena na sljede¢i nacin:
—0.2<2(n)<0.2, n=0,12,
-0.1<u(n) <0.1, n=0,1.

a) Primjenom dinamickog programiranja odrediti optimalnu sekvencu
upravljanja.

Kvantizovati a(n) i w(n) sa korakom 0.1. Ukoliko je potrebno koristiti
linearnu interpolaciju.

a) Na osnovu rezultata dobijenog u a) odrediti optimalnu upravljacku sekvencu
{u'(1), v (2)} i optimalnu cijenu, ukoliko je pocetno stanje 0.27
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Primjer 2 — optimalna upravljacka sekvenca

Sistem prvog reda je opisan diferencnom jednacinom:
z(n +1) = 0.75z(n) + u(n).
Funkcija performanse koju treba minimizovati ima oblik:
J =u*(0)+u*(1),

dok su stanja i upravljanja ograniCena na sljede¢i nacin :

0<z(n)<6, n=0,12,

-1<u(n)<1, n=0,1.
a) Primjenom dinamickog programiranja odrediti optimalnu sekvencu

upravljanja.

Kvantizovati a(n) i w(n) sa korakom 0.5. Ukoliko je potrebno koristiti
linearnu interpolaciju.

a) Na osnovu rezultata dobijenog u a) odrediti optimalnu upravljacku sekvencu
{u(0), v (1)} i optimalnu cijenu, ukoliko je po¢etno stanje z(0)=6.
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Primjer 3 — optimalna upravljacka sekvenca

Sistem prvog reda je opisan diferencnom jednacinom:
z(n +1) = 0.52(n) + u(n).
Funkcija performanse koju treba minimizovati ima oblik:
1
J=12*(2)+ ZwQ(n) +u’(n),
n=0
Pri ¢emu nema ogranic¢enja po pitanju vrijednosti upravljackih signala i stanja.

a) Primjenom dinamickog programiranja odrediti optimalnu sekvencu
upravljanja i optimalnu vrijednost funkcije performanse.

b) Na osnovu rezultata dobijenog u a) odrediti optimalnu upravljacku sekvencu
{u(0), v (1)} i optimalnu cijenu, ukoliko je po¢etno stanje z(0)=2.
Na osnovu postavke zadatka slijedi da je cijena prelaska iz stanja z(1) u stanje
2(2):
Cra(2(1),u(1)) = 2*(1) + u*(1) + J,5(2(2)) = 2°(1) + u*(1) + 2*(2)

4
22 (1) + u*(1) + (0.5z(1) + u(1)) .

Optimalno upravljanje u(1) se pronalazi iz uslova:

J1o(w(1) = min {x2(1) +u*(1) + (0.52(1) + u(l))2}.
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Primjer 3 — optimalna upravljacka sekvenca

Optimalno upravljanje u (1) se moze odrediti na sljede¢i nacin:
0 01,2 (z(1),u(1))

ou (1)
Dalje, optimalna vrijednost funkcije performanse je:

= 0= 20" (1) + 2(0.52(1) + ' (1)) > u'(1) = —iz(l).

T (@) = 2(1) + u(1) + (0.52(1) + ' (1)) = %x(l)Z.

U narednom koraku treba minimizovati sljede¢u funkciju performanse:
C&@ﬂmumﬁ=$7®+U7®+J;@ﬂD=$%®+UV®+§w7D

2

= 27(0) + u2(0) + 2(0.5:5(0) +u(0))’
Optimalno upravljanje u'(0) je jednako:

oC,,(z(0),u(0 .18 . . J

17
Konac¢no, optimalna vrijednost funkcije performanse je:
I (2(0)) = 2(0) + u™(0) + %(Oﬁx(O) +u'(0) = (0"
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Karakteristike DP rjesenja

S obzirom da se koristi direktna pretraga za rjeSavanje rekurzivne
jednacine, rjeSenje problema dobijeno pomoéu DP predstavlja
globalni minimum.

Princip optimalnosti nameée dodatno ogranic¢enje na dozvoljene
vrijednosti upravljanja, ¢ime se znacajno smanjuje veli¢ina skupa
upravljanja koji je potrebno pretraziti. Procedura pretrage rjesenja se
dodatno pojednostavljuje ukoliko postoje ograni¢enja na upravljanje i
varijable stanja.

<« S1-sva

S - dozvoljena upravljanja

upravljanja

Umjesto da pretazujemo citav
skup upravljanja S;, primjenom
DP se pretrazuje presjek skupova

Sy, S, 18,

S3 — upravljanja
koja vode sistem
po dozvoljenim
trajektorijama

S4 - upravljanja koja
zadovoljavaju
princip optimalnosti
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Karakteristike DP rjeSenja

Optimalno upravljanje u svakoj iteraciji je zadato u formi povratne
sprege po stanjima sistema: u(?)=f(x(?),t). Medutim, funkciju f je
¢esto mnemoguce dobiti u zatvorenom obliku, veé¢ se optimalno
upravljanje u tabelarnoj formi ¢uva u memoriji.

Za sisteme veceg reda broj vrijednosti koji je potrebno memorisati
moze biti jako wveliki. Ovaj problem se naziva prokletstvo
dimenzionalnosti. Na primjer, za sistem treceg reda c¢ija su stanja
diskretizovana na 100 nivoa, za ¢uvanje vrijednosti dobijenih u samo
jednom optimizacionom koraku potrebno je obezbijediti 109
memorijskih lokacija, Sto predstavlja 8MB memorijskog prostora. Ako
smo sistem optimizovali na intervalu od 10s, pri ¢emu je korak
odabiranja jednak 0.1s, to znac¢i da je ukupno potrebno 8GB
memorije.

Razvijene su brojne tehnike =za redukciju dimenzionalnosti
optimizicaionog problema. Aproksimativno dinamic¢ko programiranje
je jedna od tih tehnika, medutim ona prevazilazi okvire ovog kursa.
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LQR regulator



Diskretni LQR regulator

Posmatrajmo diskretni linearni sistem:
x(n +1) = Ax(n) + Bu(n).

Smatracemo da ne postoje nikakva ogranicenja nad vrijednostima
promjenljivih stanja sistema i upravljackog signala. Problem se sastoji u
pronalazenju optimalnog upravljanja u (n) koje minimizuje funkciju
performanse zadatu u obliku kvadratne forme:

1 1 N-1

J=dox =3 x" (NYHx(N) + 5 > [ x"(n)Qx(n) +u” (n)Ru(n) |
n=0
gdje su H i Q realne simetri¢ne semi-pozitivnho definitne matrice
dimenzija n x n, dok je R realna simetri¢na pozitivno definitna matrica,
dimenzija m x m.
Dati problem moZemo rijeSiti primjenom dinamickog programiranja.
Poc¢nimo sa definisanjem cijene dostizanja krajnjeg stanja:
1 ] Al

Ty n(X(N)) = EXT(N)HX(N) = Ty (x(NV)) = EXT(N)P(N)X(N)-
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Diskretni LQR regulator

Sada posmatrajmo trenutak n=N-1, odnosno stanje x(N-1). Vrijednost
funkcije performanse od tog trenutka pa nadalje iznosi:

Ty (KN =1, u(N =1)) = (N = DQX(N 1) + - u” (N ~ Ru(N - )
-I-%XT(N)HX(N).

Cilj je odrediti u(N-1), koje minimizuje gornju funkciju, uzimajuéi u
obzir da vazi x(N) = Ax(N —1) + Bu(N —1). Odnosno:

- min {1 " (N = )Qx(N = 1) + ~u" (N = )Ru(N 1)

+%[AX(N ~ 1)+ Bu(N - )] P(N)[Ax(N - 1) + Bu(N - 1)] |.

x(zYV)T x(N)

33



Diskretni LQR regulator

S obzirom da su Q i R (semi)-pozitivno definitne matrice, prethodna
funkcija je konveksna i ima jedan globalni minimum. Optimalno
upravljanje u'(N — 1) mozemo pronadci diferenciranjem prethodnog izraza
po u(N — 1) i izjednacavanjem rezultujuceg gradijenta sa nulom:

a‘]N—l N 7
SalN - = Ru(N -1)+ B'P(N)[Ax(N -1)+ Bu(N -1)] =0
—>u'(N-1)=-|R+ BTP(N)B]‘1 B'P(N)A x(N —1) 2 -K(N - )x(N - 1).
| K(N-1) '
Napomena:

Za pronalazenje gradijenta koriS¢ene su sljedeée osobine:

T T
o@x) _ r_ oz Az) _ 2(%j Az
0x 0X 0x
T
a(Xa Ax) =2Ax (kada je A simetri¢na matrica) Matrix Cookbook
X
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Diskretni LQR regulator

Uvrstavanjem u(N — 1) u izraz za Jy, y dobija se optimalna cijena:

TN = 1) = £ (N = 1) {[A - BR(NV - )] P(V)[A - BR(N - 1)
LKT(N - 1)RK(N 1)+ Q}x(N - 1) 2 %XT(N “1P(N - D)x(N 1).

Sada posmatrajmo trenutak n=N-2. Funkcija performanse od trenutka
n—=N-2 pa nadalje iznosi:
ooy (X(N =2),u(N -2)) =x" (N -2)Qx(N -2) +u’ (N - 1)Ru(N —1)
+']N—1,N(X(N —-1),u(N -1)).
Prema principu dinamic¢kog programiranja vazi:

Ty (X(N =2)) = min {x" (N = 2)Qx(N - 2) + u” (N - )Ru(N - 1)

u(N-1)

(XN = 1))}

Umjesto da funkciju Jy, y ,razvijamo unaprijed”, a zatim je minimizujemo po u(MN-1) i
u(N-2), koristimo prethodno izra¢unato u"(N-1) i vr$imo minimizaciju samo po u(N-2).
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Diskretni LQR regulator

Moze se uociti da izrazi za ‘];—2, v(X(N =2)) i J;,_L v(X(N =1)) imaju isti
oblik (jedina razlika je u vremenskim indeksima). Samim tim, analogno
izrazu za optimalno upravljanje u’(N-1), moZzemo zapisati izraz za
optimalno upravljanje u*(N-2):

u'(N-2)=-|R+B'P(N - 1)B]‘1 B'P(N —1)Ax(N - 2) £ -K(N - 2)x(N - 2).

\ J

K(N-2)

Sli¢no, optimalna vrijednost funkcije Jy, y iznosi:
Ty (x(NV —2)) 2 %XT(N _2)P(N - 2)x(N - 2).
pri ¢emu je matrica P(N — 2) jednaka:
P(N -2)=[A -BK(N -2)] P(N -1)[A - BK(N - 2)]+ K" (N - 1)RK(N -2) + Q.

Na slican nacin se odreduje optimalno upravljanje u preostalim
trenucima vremena.
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Diskretni LQR regulator

Optimalno upravljanje u m-tom koraku unazad je:
* T Y
W(N -m)=-| R+B'P(N - m)B| " B'P(N - m)Ax(N - m)
N = —K(N —m)x(N —m),
pri ¢emu je:
P(N —m)=[A -BK(N -m)] P(N —m+1)[A - BK(N —m)]
+K'(N -m)RK(N -m)+Q, i
T (x(N —m)) 2 %XT(N _ mP(N - m)x(N —m).
Vazno je uociti da je optimalno upravljanje dato u obliku linearne
povratne sprege po stanjima. Drugim rije¢ima, ako Zelimo da realizujemo
ovo upravljanje na digitalnom kontroleru, dovoljno je sacuvati
vrijednosti vremenski promjenljive matrice K(N — m):

K(N —m)=[R+B"P(n-m+1)B]| B'P(n-m+1)A.
Prethodne jednacine se rjeSavaju numericki, po¢ev od m = 1 do m = N,
pri ¢emu je P(N)=H.
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Diskretni LQR regulator

Ako uvedemo smjenu n = N — m, gdje n ima interpretaciju diskretnog
vremena, prethodne jednacine mogu zapisati u sljede¢em obliku:

P(n) =[A - BK(n)] P(n +1)[A - BK(n)] + K" (n)RK(n) + Q.
K(n) = [ R +B"P(n + 1)B} " B'P(n + 1A.
Prethodne jednacine se rjeSsavaju unazad u diskretnom vremenu, za n
koje ide od N-1 do 0, jer je grani¢ni uslov Rikatijeve jednacine zadat u
krajnjoj tacki: P(N) = H. Optimalni upravljacki zakon je zadat u
obliku:
u (n) = —K(n)x(n).

Kao Sto se moze primijetiti, primjena dinamic¢kog programiranja na
linearne sisteme omogucéava odredivanje optimalnog upravljanja u
zatvorenom obliku. Kontroler koji se implementira u ovom obliku se
naziva linearni kvadratni regulator (eng. linear quadratic regulator,
LQR) iz razloga $to je dobijene minimizacijom kvadratne forme i Sto se
matematicki zapisuje u obliku linearne povratne sprege po stanjima.
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Diskretni LQR regulator

Ako N — oo, tada ¢e koeficijenti Rikatijeve jednacine da konvergiraju ka
konstantama za n — 0. Da bi odredili rjeSsenje Rikatijeve jednacine u
staclonarnom stanju, treba poci od uslova stacionarnosti: P, =P —P_.

P, =[A-BK_(] P,[A-BK_]+K RK,_ +Q.
K=|R+B'P,B|B'PA.
Kombinujuéi prethodne dvije jednacine dobija se diskretna algebarska
Rikatijeva jednacina (DARE):
P,=A'"P A+A'"PB|R+BP B |B'PA+Q

Koeficijenati K, se na drugi nac¢in mogu odrediti iterativnim
rjeSavanjem diferencne jednacine. Za veliko N i H=O0, koeficijenti
matrice P(n) i K(n) ¢e konvergirati ka konstantama, odnosno treba
usvojiti da je:

K, =K(0).
U Matlab-u algebarska Rikatijeva jednacina se rjeSava pomocu funkcije
dare.
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Diskretni LQR regulator

Na slikama su prikazana
dva nacCina implementacije | ——
optimalnog upravljanja.

a
<
—~
=

Sistem kojim

U prvom slu¢aju optimalno s upravija

upravljanje se realizuje u
obliku linearne vremenski

upravljacki
signal
mjerenja

promjenljive povr. sprege. U - -K(n)
drugom slucaju upravljanje Vremenski promjenljiva
se realizuje u vidu linearne povratna sprega
povratne sprege sa T |
I : C e | x(n +1) x(n) | y(t)
onstantnim pojacanjima C
. .o . | |
koja su zapravo rjesenje ' Sistem kojim =
optimizacionog problema: = | seupravlja | g
% .2 | | g
1 - aa I [ g
J = —ZXT(n)Q(n)X(n) = |, TTTIITTrTTTTTTTTeTT
2 (u(n) = -K.x(n) o )
- SS

+u’ (n)R(n)u(n).

Stacionarna povratna sprega
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Primjer — diskretni LQR regulator

Diskretni L'TT sistem je zadat u prostoru stanja:

0.9 0.05 0.01
x(n+1) = { }x(n) + { }u(n)

-0.1 1.15 0.05
Odrediti optimalni upravljacki zakon tako da bude minimizovana funkcija
performanse:
1 200 ) ) )
J = —20.25x1 (n) 4+ 0.05z5(n) + 0.05u"(n).
n=0

a) Rikatijevu jednacinu rijesiti na dva nacina: u Simulinku i pomoc¢u m-fajla.

b) Simulirati odziv spregnutog sistema, ako su pocetna stanja [2 -1]T.

¢) Odrediti vrijednost optimalnih koeficijenata u stacionarnom stanju i
optimalnu vrijednost funkcije performanse.

Funkcija performanse se moze zapisati u sljede¢em obliku:

199
J = %nz_(;[a:l(n) :L'l(n)f {0‘55 025} [%(n) 331(“)] +0.05u"(n).
Sto znaci da su matrice Q i R jednake:
0.25 0
= { 0 0.05}, R =0.05.
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Primjer — diskretni LQR regulator

Koeficijenti K(0) se mogu odrediti simulacijom Rikatijeve jednacine ili
rjeSavanjem algebarske Rikatijeve jednacine:
P=A"PA+A'PB|R+BPB’ |B'PA+Q

U Matlab-u se diskretna algebarska Rikatijeva jednacina rjeSava pomocu funkcije
dare:

[P polovi K]=dare(A,B,Q,R),
dok se vektor povratne sprege moze dobiti i

pomoc¢u komande digr: >> [P polovi K]=dare(A,B,Q,R)
P =
[K P pOlOVi]:dlqr (A,B,Q,R) . 2.9260 -2.8912
Optimalna vrijednost funkcije performanse je “2.8512 8. 142
jednaka: polovi =
1 0.9205
Tow =3 (OPOX(0)
K =
_1[2 _1} 2.9260 -2.8912 || 2 5 0944 5 4479
2 -2.8912 6.7742 || -1 ,
>> [K P polovi]=dare(A,B,Q,R)

—=15.0213.
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Primjer — diskretni LQR regulator

Na slikama su prikazane optimalne

trajektorije i

upravljanje

Za

dva

slucaja: sa konstantnim i1 vremenski
promljenljvim koeficijentima linearne

povratne sprege.
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Primjer — diskretni LQR regulator

clear all, close all

A=[0.9 0.05;,-0.1 1.157];
B=[0.01;0.05];

0=[0.25 0;0 0.05]1; R=[0.057;
N=201;

P{N+1}=zeros (2) ;

for n=N:-1:1 % rjesavanje rikatijeve jednacine
K(n,:)=[R+B'"*P{n+1}*B]"-1*B'*P{n+1}*A;
P{n}=[A-B*K(n,:)]"'"*P{n+1}*[A-B*K (n,

end
plot ([0:N-1],K, '"linewidth’,1)
% simulacija upravljanja
X(:,1)=[10,-4];
for n=1:N
u(n)=-K(n, :)*x(:,n);
X(:,n+tl)=A*x(:,n)+B*u(n);
end
figure

:)]+K(n, :) "*R*K (n, :) +Q;

plot ([0:N-1],x(:,1l:end-1)"', '"linewidth',1)

figure
plot ([0:N-1],u, '"linewidth',1)



Primjer — pronalazenje optimalnog regulatora

Primjenom metoda Langranzovih mnozilaca odrediti minimum funkcije:

Ty = =[x (N = m)Qx(N = m) + u” (N = m)Ru(N —m)]

-m,N E
1
+§xT(N—m+ DP(N —m+ 1)x(N —m+1),
pri Cemu vazi ogranicenje:
xX(N-m+1)=Ax(N —m)+Bu(N —m).
Metod Langrazovih mnozilaca predstavlja alternativni nacin za minimizaciju
funkcije. Kod ovog metoda se prvo formira Langranzova funkcija:

L- %[XT(N—m)Qx(N—m)+uT(N—m)Ru(N—m)]
+%XT(N—m+1)P(N—m+l)X(N—m+1)+7\T(X(N—m+1)—AX(N—m)—Bu(N—m)).

Stacionarna tacka se nalazi is uslova:

oL oL . oL

0.

3 0 —
ou(n —m) Ox(N —m+1) Lo
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Primjer — pronalazenje optimalnog regulatora

Diferenciranjem Langranzove funkcije dobijaju se sljedeéi izrazi:

oL _ Ru(N —m)+B"A =0,
ou(n —m)
oL =P(N-m+1)x(N-m+1)+A=0 > A=-P(N-m+ 1)x(N-m+1),
Ox(N —m +1)
oL
a—)\:x(N—m+1)—Ax(N—m)—Bu(N—m)=0.

Dalje se dobija:
A =-P(N-m+1)[Ax(N —m)+Bu(N —m)]

Ru(N -m)+B'P(N —m + 1)[Ax(N —m) + Bu(N - m)] =0,
odnosno:

[ R+B'P(V-m+1)B|ulV -m)=-B"P(N - m+1)Ax(N - m),
u(N —m) = ~[R+B'P(N - m+1)B] B'P(N —m+1)Ax(N —m).

Primijetimo da prethodni izraz ima isti oblik kao onaj koji je ranije izveden
drugim pristupom.
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Hamilton-Jakobi-Belmanova jednacina

Posmatrajmo kontinualni sistem zadat u prostoru stanja:

x(t) = £(x(t), u(t),?),

i funkciju performanse koju treba minimizovati:
J=1J,, =h(x(t)t)+ j g(x ), 7)dr.

Razmotrimo funkciju performanse od trenutka ¢ pa nadalje, koju
mozemo razdvojiti na dva dijela:

Tx(®),u(t),t) = [ g(x(r).u(r). 2)de +

pri cemu je 8t ima malu vrijednost.

g(x(r), u(7),7)dr + h(x(tf), tf).

t+ot

Prema Belmanovom principu optimalnosti minimalna vrijednost cost
funkcije na intervalu [¢, ¢] je jednaka minimumu zbira cost funkcije na
intervalu [t, ¢+ &t] i optimalne cijene na intervalu [t + 81, ¢ | :

g(x(2),u(z), D)dz + J (x(t + 5b) £ + 5t)} |

* . t+ot
J (x(t),t) = min |

t<r<t+ot
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Hamilton-Jakobi-Belmanova jednacina

Pod pretpostavkom da drugi parcijalni izvodi postoje i da su ograniceni,
funkciju J'(x(#+81),t+8t) mozemo razviti u Tejlorov red u okolini
(x(%),t), pa se prethodni izraz svodi na:

J (x(t),t) = Ifll(lt)n {

t<r<t+ot

_[H& g(x(7),u(r), 7r)dr + J (x(t),t) + 0J (x(t),t)

t+ot—t
t o )

*

Lo (x(0),)

O0X

(x(t + 8t) — x(t)) + ¢lanovi veéeg reda}.

Kako je 8t malo (tezi nuli), prethodni izraz se moze dodatno uprostiti:

07 (x(t),1)
ot

ot

J (x(t),t) = min {g(x(t) Ju(t), ot +J (x(t),t)

0J (x(t),t)
OX

_|_

f(x(t),u(t),t)st+ o(t)}.
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Hamilton-Jakobi-Belmanova jednacina

Prethodni izraz se moze uprostiti tako Sto ¢éemo c¢lanove koji ne zavise od
u(t) izvudi ispred zagrade:

T (x(0).8) = J (x(t),£) + &2 *%‘f)’t) 5t +

0J (x(t),t)

min { g(x(t),u(t),t)ot + f(x(t),u(t),t)st + o(t)} .

u(t)
Dijeljenjem prethodne jednacine sa 6t i sredivanjem dobija se:

L9/ (x(t),1)
OX

oJ (;(t(t)at) +I£1(it{l{g(x(t)’u(t>’t)

Prethodna parcijalna diferencijalna jednac¢ina treba da zadovolji
granicnu vrijednost u trenutku {=t, odnosno:

J (x(t,),t,) = h(x(,),t,).
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Hamilton-Jakobi-Belmanova jednacina

Hamiltonijan H se definiSe na sljedeéi nacin:
H(x@),u(t),t, o *(;‘f”)) = o), () 1) + LD
dok je:
H(x(t),u*(t),t, of *(X(t)’t)j ~ min H(X(t), a(), .2 *(X(t)’t)].

f(x(t),u(t),t),

8X u(t) 8X

Konaé¢no dobijamo Hamilton-Jakobi-Belmanovu (HJB) jednacinu:

07 (x(0).1) , H(X@)’u*(t)’t’ af“(x(t)’ﬂj _o,

ot O0X

koja zapravo predstavlja kontinualnu verziju Belmanove rekurzivne
jednacine.
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Primjer — HJB

Kontinualni LTI sistem prvog reda je opisan diferencijalnom jendac¢inom:
i(t) = x(t) + u(t).

Odrediti optimalni upravljacki zakon koji minimizuje funkciju performanse:
1, Tl ,
J_Zxan+LZu@ut

Optimalni upravljacki signal treba da zadovolji HJB jednacinu:

oJ (z(t),t) o, 0 (3(t),) )
5 + 'H[m(t),u (t),t, ou(t) ] =0

Uvrstavajuéi jednacinu stanja u izraz za Hamiltonijan dobija se:

oJ (x(t),t)) 1 5, . 0J (a(t),1)
H(x(t),u(t),t, - ]—411, (t) + e (z(t) + u(?))

Diferenciranjem Hamiltonijana po upravljackom signalu, dobija se:

M _ lu(t)+ 0J (x(t),t)
ou(t) 2 ox(t)
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Primjer — HJB

Odnosno, optimalni upravljacki ima oblik:
507 (x(t), 1)
ox(t)

Dalje, uvrstavanjem v () u HJB dobijamo:

oJ (x(t),t) .\ oJ (z(t),t)’ ) oJ (z(t),t) (x(t) _2 aJ*(x(t),t)J 0
ot ox(t) ox(t)

u (t) =

0J (z(t),t) 0J (z(t),t)” .\ 0J (z(t),t)
ot ox(t) 0x(t)

z(t) =0

Jedan nac¢in da rijesSimo HJB je da pretpostavimo oblik rjeSenja. Praveéi
analogiju sa diskretnim LQR regulatorom, pretpostavimo sljedece:

T (2(8).1) = iK(t)xQ(t).
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Primjer — HJB

Najprije odredimo

0J (z(t),t) 0 (l K(t)x2(t)) = i[((t)a:z(t) + %K (t)x(t)(t)

ot  ot\4
- iK(t)xQ(t) ¥ %K(t)x(t) (2(t) - K(t)=(t)) = iK (D) (t) + %K (B)z(t) - %K () (1),
Uvrstavajuéi u HJB dobija se:
iK(t)ﬁ(t) - iK (B (t) + %K (t)z*(t) = 0.

Dakle, optimalno upravljanje je jednako wu(t)=—K(t), pri ¢emu se dobija rjesenje
Rikatijeve diferencijalne jednacine K(?):

K@) - K*(t)+2K(t) = 0.

U stacionarnom stanju gornja jednac¢ina ima rjesenje K, = 2, odnosno u (¢)= —
2a(t).
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Kontinualni LQR regulator

Sada ¢emo uopstiti proceduru iz prethodnog primjera na kontinualne
LTT sisteme n-tog reda:

x(t) = Ax(t) + Bu(t).
Funkcija peroformanse je zadate u obliku kvadratne forme:

J - %XT (t, Hx(t,) + % ["[x" ©Qx(®) + u” ()Rut) ] dt.

0

Upravljacki signal treba da zadovolji HJB jednacinu:

0.7 (x(0).1) , H(X(t),u*(t),t, 8J*(x(t),t)] 0

ot 0X

Hamiltonijan je jednak:

oJ (x(t),t)) 1 4 e Lo iRy
H(x(t),u(t),t, P j_ 2x (1)Q (t)+2 (t)Ru(?)

+ 9 *(;‘“)’t) (Ax(t) + Bu(t)).
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Kontinualni LQR regulator

Izvod Hamiltonijana je jednak:

ﬂ — Ru(t) + BT a‘]* (X(t)at)
ou(t) ox

odakle se dobija:

u(?t),

0J (x(t),t) |

O0X

u(t)=R'B"(t)

Dalje, uvrstavanjem u’(¢) u H, dobija se:

H (X(t), u (4),t, o/ (;f) ’t)j _1 x' ()Qx(t)
1 8J (x(t),t)" arp’ &7 (x(0).)

2 O0X 0X
T

.\ 0J (x(t),1) Ax(t) - 0J (x(t),t) BRB’ oJ (x(t),t) |

0xX 0xX 0xX
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Kontinualni LQR regulator

Opet, praveé¢i analogiju sa diskretnim sistemima, pretpostavimo da
minimalna vrijednost funkcije performanse ima oblik:

T (x(t),1) = %XT(t)P(t)X(t).

Uvrstavanjem pretpostavljenog rjesenja u HJB dobijamo:

% OPEOX() + X0 Qx(0) - - x" (KBRB'PE)x(1) + x" (/K Ax(t) =0.

Prethodna jednacina se svodi na:

%x@)TP(t)x(t) + %x(t)TQ»«(t) - %x(t)TKBR‘lBTP@)X(t)

; % () KAX(t) + % <" ATKx(t) = 0.

Posljednja jednacina treba da vazi za svako x(t), odnosno:
P(t) - P(t)BR'B"P(t) + P()A(t) + A"P(t) + Q = 0.
pri ¢emu je granicni uslov P(t)=H.
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Kontinualni LQR regulator

Prethodna jednacina predstavlja vektorsku Rikatijevu diferencijalnu
jednac¢inu. Rikatijeva jednacina je nelinearna i rjeSava se numeric¢kim
putem, integracijom unazad, jer je grani¢ni uslov zadat u krajnjem
vremenu. Optimalni upravljacki signal ima oblik linearne povratne
sprege po stanjima:

u(t) = -R'B'P(t)x(t).

U specijalnom sluc¢aju kada je indeks performanse jednak:

1 o
J = | [¥" 0Qx(t) +u” () Ru() ] dz,
optimalni koeficijenti su konstantni i mogu se dobiti rjeSavanjem
algebarske Rikatijeve jednacine (ARE):
-PBR'B'P. +PA+A'P_+Q=0.
Optimalno upravljanje je tada jednako:
u(t) =-R'B'P_x(t).
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Kontinualni LQR regulator

Dva nacina implementacije optimalnog upravljanja.

Sistem kojim

|
|
|
|
se upravlja |
|
|

upravljacki
signal
mjerenja

-K(?)

Vremenski promjenljiva
povratna sprega

Sistem kojim
se upravlja

upravljacki
signal
mjerenja

Vremenski promjenljiva

povratna sprega
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Kontinualni LQR regulator (drugi nacin)

LQR regulator za LTI sisteme se moze izvesti i na jednostavniji nacin.
Posmatrajmo LTI sistem

x(t) = Ax(t) + Bu(t).
i kvadratnu funkciju performanse:
J- %XT (t Hx(t,) + % ["[x"(hQx(t) + u” (HRu(t)]d.
Ako primijenimo Ojlerov (backward) postupak diskretizacije, dobija se
sljedece:

X+ D=XM) _ A vin)+ Bu(n)  x(n+1) = (I+dtA) x(n) + diB u(n)

dt — B,
1 T 1 N T T
J = 5 X (N)Hx(N) + = Z x (n)Qdtx(n)+u (n)Rdtu(n)
n=0 IQ—dI Ry

dt — perioda odabiranja
t

n £ ndt,N =L
dt
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Kontinualni LQR regulator (drugi nacin)

Sada se na rezultujuéi sistem direktno mogu primijeniti rezultati koje
smo izveli za diskretni LTI sistem. Naime, optimalno upravljanje u
trenutku n je definisano na sljede¢i nacin:

u (n) = -K(n)x(n).
gdje je:
K(n)=[R, +B,"P(n+1)B,| B,/P(n+1A,,
pri ¢emu je P(n) rjeSenje diferencne jednacine:
P(n)=[A, -B,K(n)] P(n+1)[A, -B,K(n)]+K (n)R,K(n)+Q,, P(N)=H.
Zamjenom matrica A, B,1 R, u prvu jednac¢inu dobija se:
K(n) = dt[dfR + dt’B"P(n + )B] B'P(n + 1)(L + dA).
< dtR <1

Za dt—0 vazi t=ndt, odnosno (n+1)dt—t, odakle se dobija kontinualna
verzija gornje jednacine:

K(t) =R 'B'P(®).
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Kontinualni LQR regulator (drugi nacin)

Na slican nacin se moze dobiti kontinualna verzija diferencne jednacine:
= [T+ dtA — dBK(n)] P(n +1)[I + dtA — diBK(n)] + dfK" (n)RK(n) + diQ

= P(n+1 +dt[A - BK(n)] P(n+1)+diP(n +1)[A - BK(n)]
+dt*[A - BK(n )]/P@ +1)[A - BK(n)] + &K’ (n)RK(n) + dtQ
Sredivanjem gornjeg izraza dalje se dobija:
_P(n+1) - P(n)
dt
+K'(nRK(n) + Q
Za dt—0 se dobija:
—P(t) = A"P(t) + PO)A - K(t)"B"P(t) - P(t)BK(t) + K" () RK(t) + Q
=A"Pt)+ PA -K' ) RK(t) + Q
odnosno:
-P(t)= A"P(t) + Pt)A - P()BR'B"P(t) + Q, P(t,) = H.

Matrice R, Q i H su simetri¢ne. Njihova simetri¢nost osigurava i simetri¢nost matrice P(t)

=A'"P(n+1)+Pn+1)A-K(n)' B"P(n+1)-P(n+1)BK(n)

\ K(t) =R 'B"P(®)
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Primjer — kontinualni LQR regulator

Kontinualni LTT sistem je zadat u prostoru stanja:

_ 1 0 1
x@):{Q O}x@)+{ékﬂﬂ,y@)=[0 1]x(t).

Odrediti upravljacki signal koji minimizuje sljedeé¢u funkciju performanse:

2 0 5
J=x"(5) {O 2} x(5) + IO [yz(t) + uQ(t)}dt

a) Diferencijalnu Rikatijevu jednac¢inu rijesiti u Simulinku.
b) Odrediti vrijednost vektora pojacanja K u stacionarnom stanju.

¢) Simulirati odziv spregnutog sistema, ako su pocetna stanja |2 -1|'. Usvojiti
konstantne vrijednosti pojacanja K.

Funkcija performanse se moze zapisati u sljede¢em obliku:

J=x"(5) B (2)} x(5) + IOS[XT(t)CTCX(t) + u2(t)]dt,

Sto znaci da su matrice Q i R jednake:

oo
Q=c'c=| | R=L
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Primjer — kontinualni LQR regulator

function [£f,K]
A=[1 0; 2 0]; B
Q=C’' *C; R=1;

fcn (P)
[1;0]; C=[0 1];

I=eye (2);

f=[A'*P+P*A-P*B*R" (-1) *B' *P+Q]; —>» P
K=inv (R) *B’ *P;

%% 1integratore treba incijalizovati na vrijednost diag([2 2]) (H) B

U | —
T
\ 4

Rikatijevu  diferencijalnu  jednacinu
treba simulirati unazad u vremenu. | ° —’@_’ vrijeme
Kako  Simulink simulira  sisteme @ Y
unaprijed, treba uvesti smjenu <

r=t, -t — dP/dt =-dP/dx,
odakle se dalje dobija:
P = A"P(r) + P(r)A - P(:)BR'B"P(7) + Q, P(0) = H.

Napomena: Varijabla vrijeme se koristi
da bi se sacuvala informacija o
vremenu!
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Primjer — kontinualni LQR regulator

Na slikama je su prikazani optimalni 4 - - - -
koeficijenti povratne sprege i koeficijenti  3f i
matrice P(f). Kao Sto se moZe uociti, . | L
matrica P(¢#) u trenutku ¢=5s ima
vrijednost zadatu krajnjim uslovom. Ovi

koef. unazad u vremenu konvergiraju ka 9, ] 5 3 4 5
konstatnim vrijednostima. Isto vazi 1 za t
. oo 4 T T T T
koeficijente vektora K(?). - - 5
3l 1 2 4] |
U praksi se mnajcesée tokom Ccitavog \
. . . . o - ~
vremenskog intervala upravljanja koriste 2
konstantne vrijednosti matrice K(¢), 1 :
odnosno K(0). 0 | . | |
0 1 2 3 4 5
t
plot (vrijeme.signals.values,shiftdim(K.signals.values(1l,1,:)),'linewidth',1)
hold on
plot (vrijeme.signals.values,shiftdim(K.signals.values(1,2,:)),'linewidth’,1)
figure (2)
plot (vrijeme.signals.values,shiftdim(P.signals.values(1l,1,:)),"'linewidth', 1)
hold on
plot (vrijeme.signals.values,shiftdim(P.signals.values(1,2,:)),"'linewidth', 1)
plot (vrijeme.signals.values,shiftdim(P.signals.values(2,2,:)),"'linewidth', 1)
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Primjer — kontinualni LQR regulator

Koeficijenti K(0) se mogu odrediti simulacijom Rikatijeve jednacine ili
rjeSavanjem algebarske Rikatijeve jednacine:

PBR 'B'P-PA-A'"P+Q=0.
Prethodna jednacina se svodi na:

T T
D Do o 1 1 LI oy Do | Pu P 1 0 B L Op {pyn PO O _0
Py Py 0 O] | Py P Py P |2 0 2 0] [Py Pp|0 1 ‘

Prilikom rjeSavanja zadnje jednacine treba voditi racuna da je matrica P
simetri¢na i pozitivno definitna (odbaciti rjeSenja sa nepozitivnim sopstvenim

Vrl.]eanStlma)' [P polovi K]=care(A,B,Q,R)
U Matlab-u se algebarska Rikatijeva jednacina * ~ 5 5361 906
rjeSava pomocu funkcije care: 1.0000 1.1180
[P polovi K]=care(A,B,Q,R), .
.. . | polovi =
dok se vektor povratne sprege moze dobiti i ~1.1180 + 0.8660i

pomocu komande [gr: —Lo 180 = 05604
[K P polovi]=1lgr (A,B,Q,R). K =

N _ — 3.2361  1.0000
Uporediti sa rezultatima simulacije
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Primjer — kontinualni LQR regulator

Na slikama ispod su prikazani izlazni i upravljacki signal.

Optimalna vrijednost funkcije performanse je jednaka:

J = ["[v' () +w(®) Jit = x(0)" P(0)x(0)
277323 1
:L} { ) 1.11}[2 1| =10.06.

[P polovi K]=care(A,B,Q,R)
P:

N

y(t)
u(t) [

3.2361 1.0000
1.0000 1.1180

polovi =
B
~1.1180 + 0.86601 4’[> ’@ g Y

-1.1180 - 0.86601

K —
3.2361 1.0000 Aud—e
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Primjer — kontinualni LQR regulator

Rikatijeva diferencijalna jednacina se moze simulirati i u m-fajlu. Smjenama

P(n+1)—-P(n) t,
JP(t)=P(n+1), N=—
" (t)=P(n+1) 7
u kontinualnu jednacinu dolazi se do sljedeceg izraza:
_P(n+1)-P(n)
dt
odakle se dalje dobija:

P=

=A"P(n+1)+Pn+1D)A-Pn+1)BR'B'P(n+1)+Q, P(N)=H,

P(n)=P(n+1)+dt{A"P(n+1)+P(n+ DA -P(n+ )BR'B'P(n+1)+ Q}, P(N)=H.

A=[1 0;2 0]; B=[1;07;

N=tf/dt; P{N+1}=[2 0;0

x(:,1)=[1;1];

for n=N:-1:1
P{n}=P{n+1}+dt* (-P{n+1}*B*R*"=1*B"'"*P{n+1}+P{n+1}*A+A"'*P{n+1}+Q) ;
K(n, :)=inv (R) *B'*P{n};

C=[0 1]; ©0=[0 0;0 1]; R=1l; dt=0.01; tf=5;

I g

Nl

end
for n=1:N
u(n)=-K(1,:)*x(:,n);

X(:,ntl)=x(:,n)+dt* (A*x(:,n)+B*u(n)) ;
y(n)=C*x(:,n);

end

plot (K)

figure

plot(x"') 67



Odabir parametara f-je performanse

Tako se optimalni vektor K jednostavno racuna, potrebno je posvetiti
paznju odabiru funkcije performanse, tj. podeSsavanju tezinskih matrica

QiR:
J = % ["Tx" 0Qx() + u" (OR(u(t) |t

U principu veéa vrijednost nekog tezinskog koeficijenta u matrici Q
znaci da ¢e stanje koje odgovara tom koeficijentu biti vise minimizovano.
Isto vazi i za vektor upravljackih signala.

Sa druge strene, od relativnog odnosa matrica Q i R zavisi propusni
opseg sistema. Sto je R vece, veéi akcenat d¢e biti stavljen na
minimizaciju energije upravljanja, pa ¢e sistem imati manji propusni
opseg, tj. bi¢e sporiji.

LQR regulator ima dobre osobine i u smislu robusnosti. Name, pokazuje

se da LQR regulator obezbjeduje pretek pojacanja u iznosu od +oo dB i
pretak faze u iznosu od 60°.
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Odabir parametara f-je performanse

tezinskih koeficijenata

Bryson-ovo pravilo pojednostavljuje odabir
matrica Q i R. Prema ovom pravilu matrice Q i R treba odabrati na

sljede¢i nacin:

2
al

(xl )I2nax

2
a2

2
P
2

(%) ) e

2
2

(332 )Iznax ('U/2 )fnax . ’
a, B,
() (%, )

gdje (). 1 (). predstavljaju maksimalne zeljene vrijednosti stanja i
upravljackih signala. Parametre a i f treba odabrati tako da vazi:

da,=1i) p =1

Parametar se koristi za podesavanje odnosa izmedu matrica Q i R.
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Primjer — uticaj tezinskih matrica

Kontinualni LTI sistem je zadat u prostoru stanja:

0 1 1
x@):L 2}@){0}“@), y(t) =0 1]x(t)

Funkcija performanse je definisana na sljedeéi nacin:
J = I 1)Qx(t) + u* ]dt

a) Simulirati step odziv sistema, ako je Q=I, a p = 0.1, 1 i 10. Uporediti i
propusne opsege sistema. Za upravljacki signal usvojiti:
u(t) = PK,r(t) - Kx(t),
gdje je P jednako:
P=[C(-A+BK)'BK, |
Funkcija prenosa sistema je jednaka:
G =C(sI- A +BK)'BK,P.
b) Cemu ¢e biti jednaki polovi spregnutog sistema, ako je Q=07 Cemu ¢e teziti
polovi spregnutog sistema sa smanjivanjem parametra p?
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Primjer — uticaj tezinskih matrica

Na slikama desno su prikazani 1 o
odzivi sistema, upravljacki signali LQR,
i amplitudske karakteristike za = osl LQRs
razli¢ite vrijednosti parametra p. =
MozZe se uociti da odziv svakog
sistema konvergira ka jedinici, % 5 . . S 0
zbog usvojenog oblika | ot
upravljackog signala. Za manje sl w(t) ]
vrijednosti parametra p sistem ZiEQ
ima brzi odziv i kradée vrijeme ¥ 0?_{
smirenja, jer Jje manja teZina %
stavljena na minimizaciju : | |
energije upravljanja. Samim tim, 0 2
1 propusni opseg sistema je 0
najve¢i u slucaju kada je p _20l
najmanje. Slicno, za manje =&
vrijednosti p upravljacki signal =
ima vece vrijednosti. -60r
1 T T T T



Primjer — uticaj tezinskih matrica

clear all, close all

A=[0 1;1 2]; B=[1;0];C=[0 11,
[Kl,~,polovi1]=lqr(A,B,dlag([1 1
[K2,~,polovi2]=1gr(A,B,diag([1 11),1);
[K3,~,polovi3]=1gr(A,B,diag([1 1
x1(:,1)=[0;07];

xX2(:,1)=[0;07;

x3(:,1)=[0;0]; dt=0.1; N=101;

for n=1:N
r(n)=1;
P1=[C* (-A+B*K1) *=-1*B*K1(2)]1"-1;
ul (n)=P1*K1(2)*r (n)-Kl*x1(:,n);
x1(:,n+l)=x1(:,n)+dt*[A*x1(:,n)+B*ul (n)];
y1(n)=C*x1(:,n);
P2=[C* (-A+B*K2) *=1*B*K2 (2) ]1"-1;
u2 (n)=P2*K2 (2) *r (n) -K2*x2 (:,n) ;
x2(:,n+1l)=x2 (:,n)+dt*[A*x2 (:,n)+B*u2 (n) ];
y2 (n)=C*x2 (:,n);
P3=[C* (-A+B*K3) *"-1*B*K3(2)]1"-1;
u3 (n)=P3*K3(2) *r(n)-K3*x3(:,n);
x3(:,n+1)=x3(:,n)+dt*[A*x3(:,n)+B*u3 (n)];
y3(n)=C*x3(:,n);

end
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LQR sa predvidenim indeksom stabilnosti

Da bi dobili kontroler koji se jednostavnije racuna i implementira, u
funkciji performanse smo ,Zrtovali“ moguénost specifikacije krajnjeg
vremena, tj. posmatrali smo optimizacioni problem na beskona¢nom
horizontu:

%(t) = Ax(t) + Bu(t).
J = % ["Tx" 0Qx() + u" (OR(u(t) |t

Postavlja se pitanje $ta raditi ukoliko je rezultujuée optimalno
upravljanje takvo da stanja x(t) sporo konvergiraju?

Jedan nac¢in da ubrzamo konvergenciju stanja je da modifikujemo
funkciju performanse na sljedeé¢i nacin:

J = % [7 e [x" 0Qux(t) + u” OR(u(t) |,

gdje je a pozitivni koeficijent.
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LQR sa predvidenim indeksom stabilnosti

Kako funkcija e* raste sa vremenom, veca tezina se stavlja na
minimizaciju stanja x(t) za vece t, pa se moze oc¢ekivati da ¢e optimalno
upravljanje dobijeno minimizacijom prethodne funkcije performanse
dovesti do brze konvergencije stanja.

Da bi rijesili optimizacioni problem, tj. sveli ga na standardni LQR
problem, uves¢emo sljedece smjene:

x(t) = e”x(t)
u(t) = e*u(t).
Nakon wuvedenih smjena, funkcija performanse se moze zapisati na
sljededi nacin:
. 1 e AT ~ AT A
=1 jo X" (H)Qx(t) + 0" (RA() |dt,

Sto zapravo predstavlja standarnu kvadratnu funkciju performanse
definisanu za linearne sisteme.

74



LQR sa predvidenim indeksom stabilnosti

Dalje, diferenciranjem uvedene smjene za x(t) se dobija:
x(t) = (ex(t)) = ae®x(t) + e*x(t) = ax(t) + e (Ax(t) + Bu(t)),
Sto rezultita sljede¢im jednacinama stanja:
x(t) = (A + al) X(t) + Ba(t).

Kako je prethodni sistem linearan, a funkcija performanse zadata u
obliku kvadratne forme, problem optimalnog upravljanja se svodi na
standardni LQR  problem. Rezultujuée optimalno upravljanje
implementira u obliku

u(t) = e “a(t),
dok se 1U(t) odreduje rjesavanjem Rikatijeve jednacine:
P,(A+al)+(A+al) P,-P,BR'B'P, +Q=0.
u(t) = -R'B'P,x(t).
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LQR sa predvidenim indeksom stabilnosti

U prethodnim jednacinama indeks o se koristi da bi se istaklo da P
zavisi od parametra a.

Konac¢no, upravljacki zakon u ,originalnom* prostoru ¢e imati oblik:
u(t) = e“u(t) = e “R'B'Px(t) =-R'B'P,x(¢t).

Napomene:

Jedina razlika u odnosu na na standardni LQR problem je u tome $to
ARE ima drugaciji oblik, tj. matrica A se definiSe kao A+ al. Moze se
pokazati da dodavanje c¢lana ol ne utiCe na kontrolabilnost i
observablnost sistema. Medutim, ovo ne vazi za stabilizabilnost i
detektabilnost sistema.

Ovaj metod se Cesto naziva ,a-shift‘ iz ocCiglednih razloga. Koriséenjem
matrice A+ al umjesto A se ,pretvaramo” da je sistem manje stabilan
nego Sto stvarno jeste. Kao rezultat dobice se vektor K koji garantuje da
¢e polovi matrice (A-BK+ al) lezati u lijevoj poluravni, odnosno polovi
matrice A-BK ¢e biti takvi da im je realni dio manji od -a.
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Primjer — a-shift LQR regulator

Kontinualni LTT sistem je zadat u prostoru stanja:

_ 1 0 1
x(t){Q O}X(t)+{0}u(t), y(t) =0 1]x(t)

Potrebno je minimizovati i uporediti tri funkcije performanse:
Jo= | [ X" (0)Qx(t) + ui(t) ldt,
J, = [ ?xT (H)Qx(t) + u*( }dt
Ty =| | €'x" ()Qx(t) + 1000 (t) Jit,

oy

a) Odrediti optimalne koeficijente povratne sprege i polove sistema u sva tri
slucaja.

gdje je:

b) Simulirati odziv spregnutog sistema, ako su pocetna stanja [0 O]
Upravljacki signal ima oblik:
u(n) = K,r(n) — Kx(n).
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Primjer — a-shift LQR regulator

Polovi sistema za zadate funkcije performanse su redom:
J, :{-0.9543 + 0.4940}, J,:{-1.7321,-1.7321},J, : {-1.0067, -1.9992}.

Moze su uociti da u slucajevima kada su optimizovane funkcije J, i J; polovi
sistema imaju realni dio manji od -1.

Na slikama desno su prikazani
izlazni i upravljacki signali za sva
tri slucaja. Moze se uociti da u
prvom slucaju sistem ima najvece T o.s;
vrijeme smirenja. Sa  druge
strane, u drugom i trecem
scenariju vrijeme smiranje je oko 0 5 4 o S 10
4s, jer su polovi sistem takvi da 4 | _
im je realni dio manji od -1.

LQR,
LQRa
LQR;

Ul(t)
UQ(t)
U treéem scenariju sistem je 2 us(t) | ]

nesto sporiji u odnosu na drugi S .

scenario, jer je povecan tezinski \>//
koeficijent koji mnozi upravljacki | | | |
signal. 0 2 1 6 8 10
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Primjer — a-shift LQR regulator

clear all

close all

A=[1 0;2 0]; B=[1;0];C=[0 11;
[K1,~,polovil]=1gr(A,B,diag([1 11),10);
[K2,~,polovi2]=1qgr (A+l*eye (2),B,diag([1 11),1);
[K3, ~,polovi3]=1qgr (A+2*eye (2),B,diag([1 1]1),100);
x1(:,1)=[0;07;

x2(:,1)=[0;07;

x3(:,1)=[0;07;

dt=0.1; N=100;

for n=1:N

(n)=1;

=

o\°
o\°

(n)=K1(2)*r(n)-Kl1*x1(:,n);
(:,n+1l)=x1(:,n)+dt*[A*x1 (:,n)+B*ul (n)];
(n)=C*x1(:,n);

u

o0 KX
P

o\

(n)=K2 (2)*r (n) -K2*x2 (:,n);
(:,n+l)=x2 (:,n) +dt*[A*x2 (:,n)+B*u2 (n)];
(n)=C*x2 (:,n);

0K X S
N NN

o\°

u3(n)=K3(2) *r (n)-K3*x3(:,n);
x3(:,n+1)=x3(:,n)+dt*[A*x3(:,n)+B*u3 (n) ];
y3(n)=C*x3(:,n);

end
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Praéenje referentne trajektorije

Posmatrajmo sistem opisan u prostoru stanja:

x(t) = Ax(t) + Bu(?)

y(t) = Cx(t).
Neka je cilj upravljanja da izlaz sistema y(¢) konvergira ka nekoj
konstantnoj vrijednosti r. Neka su x, 1 u, vrijednosti stanja 1
upravljackog signala u stacionarnom stanju (ekvilibrijum), pod

pretpostavkom da je izlaz dostigao vrijednost r. Tada funkciju
performanse mozemo definisati na sljede¢i nacin:

J- % ["T%" ()Qx() + ' ()Ra() ] dt,

gdje vektori:
x(t) = x(t) — x,,d(t) = u(t) — u,.

S

predstavljaju devijaciju stvarnog vektora stanja i upravljackog signala
od odgovarajuéih vrijednosti u stacionarnom stanju.
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Pracenje reterentne trajektorije

Treba napomenuti da ekvilibrijum (x,,, u,,) ne postoji uvijek. On treba
da zadovolji sljede¢e algebarske jednacine:

Ax_ +Bu, =0.
Cx, =r.

Prethodni sistem jednacina se moze zapisati u kompaktnom obliku:

& -l

Da bi shvatili kada ovaj sistem jednac¢ina ima rjeSenje, razmotrimo
nekoliko slucajeva:

1. Kada je broj ulaza manji od broja izlaza kojima Zelimo da upravljamo
(potpogonjeni sistem, eng. underactuated system), zadati sistem
jednac¢ina generalno nema rjeSenje, jer on sadrzi viSe jednacCina nego
nepoznatih.
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Pracenje reterentne trajektorije

2. Ako je broj ulaza jednak broju izlaza, tada posmatrani sistem ima
jedinstveno rjesenje:

tj i {_{? _(])3 } m = P(0)" m } m

P(0)
Gornje rjeSenje postoji samo ako je matrica P(0) nesingularna.

Komentar: U literaturi se za analizu sistema koristi Rozenbrokova
matrica: . JI-A -B
S =
(s) C 0

s=s* za koje je P(s") nesingularna predstavlja nulu sistema, §to znaci da
¢e P(0) biti nesignularna ako sistem ima nulu u koordinatnom pocetku.

3. Ukoliko sistem ima veéi broj ulaza nego izlaza, tada posmatrani
sistem jednacina ima beskonac¢no rjeSenja. Jedno rjeSenje je jednako:

X,, . 1] 0 F
L }zP(O) (P(O)P(O) ) L}{N}'

88
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Pracenje reterentne trajektorije

Problem optimalnog prac¢enja se moze svesti na standardni LQR
problem, uvodenjem smjena:

X(t) = A(x(t) - x,) + B(u(t) —u,) - Ax, — Bu,
y(t) = Cx(t) —-r = C(x(t) - x,) + Cx, —r.

Pod pretpostvakom da su zadovoljene pocetne jednacine, zadnji ¢lanovi
¢e biti jednaki nuli, pa se sistem svodi na:

X(t) = AX(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t).
Kako je funkcija performanse jednaka:
J = O°° % | X" (H)Qx(t) + ' (t)R() | dt,

to znaci da ¢e optimalno upravljanje imati oblik:
u(t) = -Kx(1).
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Pracenje reterentne trajektorije

Upravljacki zakon se dalje moze zapisati u obliku:
u(t) = -K(x(t) - x,, )+ u,.

Dalje, x,, 1 u,, je moguce zapisati na sljedec¢i nacin:

x, =Fri1u, = Nr, F 0
s . =P(0)"
pa se upravljacki zakon svodi na: N I
u(t) = -K(x(¢t) — Fr) + Nr.

Na slici ispod je prikazana Sema upravljanja.
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Pracenje reterentne trajektorije

Ako sistem ima jedan izlaz, upravljacki zakon se moze zapisati u obliku:
u(t) = -K(x(t) - Fr)+ Nr = -Kx(t) + (KF + N)r.

Moze se pokazati da se ovaj upravljacki signal svodi na isti oblik koji

smo ranije usvojili, tj. pojacanje KF+ N predstavlja koeficijent prefiltra.

Drugi nac¢in da se greSka u pracenju r svede na nulu je da se doda
integrator u direktnoj grani. Tada se sistem =zapisuje u proSirenom

obliku:
x(t) A 0] B 0
£0) [—c 0} X0+ {o}u@) + M P, y(t) = Ox(1)

J

A B

Optimalni upravljacki zakon je oblika:

u(t) = -Kx(?)
i dobija se minimizacijom funkcije:
i=[ % (% ()Qx(t) + u” ()Ru(t) | dt.
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Primjer — pracenje trajektorije

Kontinualni LTI sistem je zadat u prostoru stanja:

0 1 1
x@):L 2}@){0}“@), y(t) =0 1]x(t)

Funkcija performanse je definisana na Sljedeéi nacin:
J = I [X )+’ ]dt

a) Za upravljacki signal usvojiti:

u(t) = -K(x(t) — Fr) + Nr,
Odrediti F'i N.

b) Ponoviti postupak tako Sto stanja sistema treba prosiriti dodavanjem
integratora.

Vrijednosti stanja i upravljanja u stacionarnom stanju se odreduju iz jednacine:

2 2o

S8

odakle slijedi: .

F:[—2 1] i N=-1.

86



Primjer — pracenje trajektorije

Vektor K se racuna pomocéu komande:
K=1qr (A,B,diag ([1 11),1);
U drugom slucaju vektor K se racuna na sljedeé¢i nacin:
K=1lgr (At,Bt,diag([1 100 100]),1);
gdje su At i Bt matrice proSirenog sistema.

LQR,
LQR,
=05
D
O 1
0 2 4 6 8 10
t
2 ui (t)
. uy(t)
= 0
1k
-9 .
0 2 4 6 8 10



Primjer — pracenje trajektorije

clear all

close all

A=[0 1;1 2]; B=[1;0]1;C=[0 1];

At=[A [0;0]; —C 0]; Bt=[B;0];Ct=[C 07];

=[-A -B;C 0];Pil=inv(P1l);
=pPil1(1:2,3);N1=Pil (3,3);

1l,~,polovil]=1qgr (A,B,diag([1 1]),1);

K2,~,polovi2]=1qgr (At,Bt,diag([1 100 10071),1);

(:,1)=[0;017;

(:,1)=[0;0;0];

dt=0.1; N=101;

for n=1:N
r =1;

P1=[C* (-A+B*K1) *-1*B*K1 (2)]1"-1;

% ul(n)=P1*K1l (2)*r(n)-K1*x1(:,n); % na isto se svede
ul (n)=-K1*(x1(:,n)-Fl*r(n))+N1l*r (n);
x1(:,n+l)=x1(:,n)+dt*[A*x1(:,n)+B*ul (n)];

vyl (n)=C*x1(:,n);

)=—K2*X2(.
X2 (:,n+l)=x2(:
n)

y ) 7
,nN) +dt* [At*x2 (:,n) +Bt*u2(n)+[0;0;1]*r(n)];
Ct*x2( ,n);

end
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Prilog 1 — diskretni LQR regulator

Dinamika sistema:
x(n +1) = Ax(n) + Bu(n),x(0) = x,

y(n) = Cx(n).

Funkcija performanse:

1 1 N-1

J=Jy = 5 X x' (N)Hx(N) + 5 Z I:XT(’I?,)QX(TL) + uT(n)Ru(n)],
n=0

Optimalno upravljanje je dato izrazom:

u(n) = ~Kx(n),
gdje je:
K(n)=[R+B'P(n + )B| B'P(n+1)A,
pri cemu je:
=|A -BK(n ] P(n +1)[A - BK(n ]+KT n)RK(n)+Q, P(N)=H.
Optlmalna vrijednost funkcije performanse iznosi:

T (x(0)) = %X(O)TP(O)X(O).
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Prilog 2 — kontinualni LQR regulator

Dinamika sistema:

Funkcija performanse:

1

J=J =J= %XT(tf)HX(tf) + VX (Qx() + u” (Ru(o)

0.t/
Optimalno upravljanje je dato izrazom:
U.(t) = _KX(t)a
gdje je:
K(t) =R 'B'P(t),

pri cemu je:

-P(t)= A"P(t)+ P()A - P(t)BR"'B"P(t) + Q, P(t,) = H.
Optimalna vrijednost funkcije performanse iznosi:

T (x(0)) = %X(O)TP(O)X(O).
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