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Tema 5

Kalmanov filtar

Ishodi ucenja:
Nakon savladavanja gradiva sa ovog predavanja studenti ¢e moci da:

= Dizajniraju optimalni estimator stanja za kontinualne LTI sisteme
(Kalmanov filtar)

= (Odrede Kalmanovo pojacanje i kovarijacionu matricu greske u
estimaciji stanja simulacijom Rikatijeve jednacine

= Dizajniraju optimalni opserver poremecaja i interpretiraju njegove
karakteristike u frekvencijkom domenu

« IzvrSe simulaciju Kalmanovog filtra u Matlab-u/Simulinku-u



Model sistema

Posmatrajmo linearni sistem opisan u prostoru stanja na sljedeé¢i nacin:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Mw(t), x(0) = x,,,
y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t).

U prethodnom modelu smatracamo da je signal u(t) deterministicki i da
je poznat (upravljacki signal), dok su signali w(?) i v(¢) slucajni signali.
Prva jednacina se naziva jednaCina stanja, pa se Sum w(t) Cesto zove
procesni Sum. Ovaj Sum predstavlja model spoljnih poremecaja koji
djeluju na sistem, a koji su nepoznati. Pored toga procesnim Sumom se
mogu modelovati i greske u poznavanju modela sistema, kako i
nemodelovana dinamika.

Druga jednacina je jednacina mjerenja, te se stoga Sum v(t) naziv mjerni
Sum. Njime se modeluju greske koje nastaju prilikom mjerenja, koje su
neizbjezne.

Cilj Kalmanovog filtra je da izvrSi estimaciju stanja x(t) na osnovu
dostupnih mjerenja. Estimirana stanja se najceSée oznacavaju sa X(?) i
ona predstavljaju izlaz i Kalmanovog filtra.



Model sistema

Prilikom izvodenja Kalmanovog filtra, potrebno je usvojiti nekoliko
pretpostavki:

« Par (A, C) je detektabilan
« Sumovi w(t) i v(¢) su bijeli Gausovi Sumovi srednje vrijednosti 0
(centrirani) i varijanse Q i R, respektivno:

E|w(tyw(t+7)" |=Qd(r),

E|v(t)v(t+7)" | =R3(z),
E[w(t)v(t+1)" | =0.

Zadnja jednacina ima znacenje da su Sumovi w(?) i v(t) statisticki
nezavisni. Ona je uvedena radi jednostavnosti izvodenja, mada
moguce je izvesti i Kalmanov filtar pod pretpostavkom da su ova dva
Suma korelisana.

« Matrica R je invertablna



Model sistema

Napomene:

e Jako se Kalmanovi filtri mogu primijeniti na nestacioanarne sisteme,
smatrac¢emo da su i sistem i Sumovi stacionarni. Odnosno, matrice A,
B, C, D, M, QiR se ne mijenjaju tokom vremena.

* Srednja vrijednost Suma se naziva bajas i podrazumijeva se da je
poznata. Ukoliko bajas postoji, tada ga je potrebno oduzeti od
Sumova w(t) i v(t) kako bi se zadovoljila pretpostavka o srednjoj
vrijednosti. Na primjer, ako je srednja vrijednost Suma w(?) jednaka
E|w(?)], tada se Kalmanov filtar dizajnira za model:

o u(?)
x(t) = Ax(t) + [B M] {E[w(t)]} + M (w(t) — Elw(t)]),

y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t).

Ukoliko je srednja vrijednost Suma nepoznata, tada je i1 nju moguci
estimirati. Naime, tada se srednja vrijednost modeluje kao izlaz iz
integratora Cije je poCetno stanje nepoznato.
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Struktura nepomjerenog estimatora

Kalmanov filtar je dinamicki sistem koji ima dva ulaza: deterministicki
signal u(?¢) i izmjereni signal y(?). Izlaz iz ovog filtra je stanje X(%) koje
predstavlja estimaciju stanja x(t).

Kalmanov filtar se u prostoru stanja opisuje sljedeé¢im jednacinama:
: u(t)
x(t)=Ax(t)+|B, K
f I: f :| y(t)
= A x(t)+ Bu(t) + Ky(t).
Naravno, ovaj filter se inicijalizuje sa X(0) koje predstavlja estimaciju
stanja sistema u pocetnom trenutku.

Ako ozna¢imo gresku u estimaciji sa e(t)= x(t) —X(t), tada se nakon
oduzimanja jednacina filtra od jednacina sistema dobija:

é=Ax+Bu+Mw-A X-Bu-K(Cx+Du+v)
=(A-KC)x-A;x+(B-B, -KD)u+Mw - Kw
=(A-KC)e+(A-KC-A,)x+(B-KD-B,)u+Mw -Kv.



Struktura nepomjerenog estimatora

Kako su sumovi w(t) i v(t) Gausovi, a posmatrani sistem linearan, tada
¢e i greska e(t) biti Gausov slucajni signal.

Kalmanov estimator treba da bude takav da estimacija stanja bude
nepomjerena (bez bajasa) za bilo koju vrijednost signala u(¢) i poCetne

uslove X(0). Odnosno, ocekivana vrijednost greske e(t) treba da
konvergira ka nuli.

Ako primijenimo operator ocekivane vrijednosti na izraz za €, dobijamo:
E[é]=(A-KC)E[e]+(A-KC-A,)E[x]+(B-KD-B,)u

Kako zelimo da estimacija bude nepomjerena, odnosno da vazi
%L%E[e(t)] =0

za svako u(t) i E[X(0)], jasno da moraju biti ispunjeni sljedeéi uslovi:
A, =A-KC,
B, =B -KD.

Pored toga, matrica (A - KC) mora biti stabilna.



Struktura nepomjerenog estimatora

Uz prethodno definisane uslove, realizacija Kalmanovog filtra (sa slajda
6) se svodi na sljedeéi oblik:

x =A% +Bu+K(y-Cx-Du).

Moze se uociti da prvi ¢lan estimatora predstavlja deterministicki model
sistema (AX +Bu). Ovaj model se koristi za predikciju evolucije stanja
sistema (izvoda) na osnovu trenutne estimacije stanja X. Predikcija se
dodatno azurira dodavanjem razlike izmedu izmjerenog izlaza y 1
predikcije izlaza y=CX, pomnoZene pojacanjem filtra K. Razlika y—y se
Cesto naziva inovacija.

Vazno je napomenuti da definisana struktura Kalmanovog estimatora
garantuje da ¢e estimacija stanja biti nepomjerena za bilo koje A, B, C i
D, sve dok postoji pojacanje K takvo da je sistem A - KC stabilan.
Takvo pojacanje se moZe uvijek naé¢i pod uslovom da je par (A, C)
detektabilan, odnosno sistem ne smije imati neopservabilna stanja koja
su ujedno i nestabilna (prva pretpostavka koja je uvedena).



Struktura nepomjerenog estimatora

Na slici ispod je prikazan blok dijagram Kalmanovog estimatora.

Moze se uociti da Kalmanov estimator (filtar) ima istu strukturu kao
standardni Luenbergov opserver.



Estimator minimalne varijanse

Prilikom odredivanja pojacanja K treba uzeti u obzir stepen ,povjerenja’
koje imamo u model sistema 1 stepen ,povjerenja“® koje imamo u
mjerenja. Povjerenje u model sistema se izrazava preko kovarijanse
procesnog Suma Q: ako je model precizniji (i sistem nije izloZzen spoljnim
poremecajima) tada Q ima manju vrijednost, i obrnuto. Sli¢no, ako su
mjerenja precizna tada konvarijansa mjernog Suma R ima malu
vrijednost.

Ukoliko je model precizan (malo Q), a mjerenja prilicno zaSumljena
(veliko R) tada pojacanje K treba da ima malu vrijednost. Ovo znaéi da
¢emo se viSe oslanjati na predikciju stanja na osnovu modela, nego na
inovaciju na osnovu mjerenja.

U sustini, medu svim pojacanjima K koja stabiliziju sistem potrebno je
odabrati ono koje minimizuje varijansu greske e(t) V¢ (ili sumu
varijansi svakog elementa, ukoliko je e(t) vektor).

Pronalazenje optimalnog pojacanja olakSsava cinjenica da je greska u
estimaciji e(t) zapavo bijeli Gausov Sum srednje vrijednosti nula, i da su

procesni i mjerni Sum nekorelisani.
10



Estimator minimalne varijanse

Dakle, potrebno je odrediti K koje minimizuje sljede¢u funkciju
performanse:

J - 2E[ez. (1) ] = 2E[eT(t)e(t)]
= traceF [e(t)e(t)T] = traceP(t).
U prethodnom izrazu

P(t) = B (x(t) - %(6)) (x(t) - x(1))" |

predstavlja kovarijacionu matricu greSke u estimaciji. Trag matrice
(trace) se definise kao suma elemenata matrice na glavnoj dijagonali.

Ako se uzme u obzir usvojena struktura nepomjerenog estimatora (slajd
8), tada se izraz za dinamiku greske u estimaciji (sa slajda 6) moze
zapisati na sljedeci nacin:

é=(A-KC)e+Mw-Kv.

11



Estimator minimalne varijanse

Prilikom izvodenja optimalnog vektora K treba uzeti u obzir da su
procesni i mjerni Sum nezavisni, odnosno da vazi:

w 0
EH V((Z))ﬂ [W(t +7) v(t+ z')] = {(3 R} o(7).

Ako primijenimo teoremu sa prethodnog predavanja, dobija se sljedeca
kovarijaciona matrica greske:

T

. Q 0
T
P=(A-KC)P+P(A-KC) +| M —K]{O R}[M -K |
-(A-KC)P+P(A-KC) +MQM" + KRK".
Optimalno K se odreduje minimizacijom traga matrice P:

K — otrace(P(t))
oK

— K({)=Pt)C'R™.

=-P(t)C" —-P(t)C" +2KR

12



Estimator minimalne varijanse

Uvrstavanjem prethodnog vektora u jednac¢inu za kovarijacionu matricu
se dobija:

P(t) = AP(t)+ P)A" - P(t)C'V'CP(t) + MQM".
Prethodna jednac¢ina predstavlja matricnu Rikatijevu diferencijalnu

jednac¢inu koju je potrebno integraliti od pocetkog trenutka ?, do ¢, za
zadatu pocetnu vrijednost P(0).

Tri jednacCine koje su uokvirene predstavljaju kontinualni Kalmanov
filtar. Da bi izra¢unali Kalmanovo pojacanje K(t) potrebno je integraliti
diferencijalnu Rikatijevu jednac¢inu za zadato P(0), odnosno izra¢unati
P(t). Dobijeno optimalno pojac¢anje se dalje koristi za predikciju stanja
sistema na osnovu modela i mjerenja (prva uokvirena jednacina).
Pojacanje K(t) se moze ra¢unati online (u realnom vremenu) ili offline.
Ukoliko se racuna offline, vektor K(t) se upload-uje u memoriju
rac¢unara. OSa prakticne tacke gledista, Kalmanov filtar se mora
implementirati na racunaru, u diskretnom obliku, pri ¢emu treba
primijeniti neki od poznatih postupaka diskretizacije (Tustin, Euler, ...).
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Kalmanov filtar u stacionarnom stanju

Nakon prelaznog procesa, greska u estimaciji postaje stacionaran slucajni
signal, odnosno mozemo zapisati:

P(t) = 0.
U stacionarnom stanju P je konstantna pozitivno definitna matrica i ona
predstavlja jedino pozitivno rjesenje algebarske Rikatijeve jednacine:

AP+PA' -PC'V'CP+MQM' =0.
Pojacanje filtra takode postaje stacionarno: K = PCTR:!,

Lako se pokazuje da pozitivnost matrice P implicira stabilnost
Kalmanovog filtra, odnosno, polovi matrice A—K/( ¢e uvijek imati
negativan realni dio.

U literaturi su dostupni postupci za odredivanje pozitivnhog rjeSenja
algebarske Rikatijeve jednacine. U softverskom paketu Matlab dostupna
je komanda Ige, koja za zadate matrice A, B, M, C, D, Q i R kao
rezulat vrac¢a kovarijacionu matricu greske P 1 Kalmanovo pojacanje K
u stacionarnom stanju. Takode su dostupne i funkcije care i kalman.

14



Podesavanje parametara filtra

Za zadate matrice A, B, M, C, D, Q i R Kalmanovo pojac¢anje zavisi
od:

 (Q — povjerenja koje imamo u model procesa

* R — povjerenja koje imamo u mjerenja

* P(0) — povjerenja koje imamo u inicijalizaciju filtra

Pokazuje se da Kalmanovo pojaCanje tokom trajanja prelaznog procesa
zavisi samo od relativnog odnosa matrica P(0) i R, dok u
stacionarnom stanju ono zavisi od relativhog odnosa matrica Q 1 R.
Zaista, moze se lako provjeriti da ukoliko matrice P(0), Q i R
pomnozimo tri puta, Kalmanovo pojacanje se nec¢e promijeniti. Medutim,
treba imati u vidu da ¢e ovo povecati vrijednost matrice P u
stacionarnom stanju tri puta. Stoga, ukoliko Zelimo da koristimo P(?) za
analizu kvaliteta estimacije, tada je pomenute matrice potrebno
inicijalizovati na stvarne vrijednosti. Tada, vjerovatnoca da se i-to stanje
sistema x,(f) nalazi izmedu X,(1)-2{/P.(t) i X,()+2{P,(t) iznosi 0.95

(karakteristika Gausove raspodjele).



Podesavanje parametara filtra

Moze se pokazati da bez obzira kakva su inicijalna podeSavanja
Kalmanovog filtra, kovarijansa estimiranog izlaznog signala (CP(%)C?)
¢e uvijek biti manja od kovarijanse izmjerenog izlaznog signala (R). Ovo
zna¢i da je uvijek bolje koristiti estimirana (filtrirana) mjerenja nego
sama mjerenja/

Ispod su data pravila koja su korisna za podesavanje Kalmanovog filtra:

Uticaj odnosa matrica P(0) i R: Tokom prelaznog procesa estimacija
greske ¢e se azurirati brze 1 Kalmanovo pojacanje ¢e biti veée ukoliko
je P(0) vece u odnosu na R. Medutim, estimirana stanja ¢e biti vise
osjetljiva na Sum, jer je veée povjerenje dato mjerenjima.

Uticaj odnosa matrica Q i R: U stacionarnom stanju Kalmanovo
pojacanje ¢e biti manje ukoliko je Q manje u odnosu na R. Medutim,
ukoliko na sistem djeluju poremecéaji koji nijesu adekvatno
modelovani sa Q, tada estimirana stanja X(¢) neée dobro pratiti
stvarna stanja x(t). Takode, tada kovarijansa greske P(%) nije
reprezentativna, odnosno P(¢) ne sadrzi informacije o stvarnoj
statistici greske.

16



Primjer — Kalmanov filtar

Sistem prvog reda je opisan funkcijom prenosa:
1

S+a

G = ,a > 0.

Mjerenje sistema gy je zasumljeno bijelim Gausovim Sumom jedini¢ne varijanse.
Ulaz sistema je pod uticajem promjenljivog transportnog kasSnjenja cija je
maksimalna vrijednost 7T. Za potrebe dizajna Kalmanovog filtra nepoznato
kasnjenje se modeluje bijelim Gausovim Sumom autokorelacione funkcije ¢o(t),
koji je nezavisan od mjernog Suma. Blok dijagram sistema je prikazan na slici

ispod.
w(t v(t)
u(t) %() { 1 J X »g y(t)
S+ a g

a) Formirati Kalmanov model i izracunati Kalmanovo pojacanje. Rezultate
izraziti u zavisnosti od a, ¢, i p(0).

b) U Simulink-u modelovati sistem (uklju¢ujué¢i transportno kasnjenje) i
Kalmanov filtar. Ispitati uticaj parametara ¢ i p(0) na gresku u estimaciji. Za
potrebe simulacije usvojiti sljede¢e parametre: a=1, z(0)=20, z(0)=0.
Razmotiti tri vrijednosti transportnog kasnjenja: 7= 0s, 0.1s, 0.5s 1 1s. Ulaz
je pravougaoni signal amplitude 10 i periode 5s. 17



Primjer — Kalmanov filtar

Zadati sistem se u prostoru stanja zapisuje na sljedeéi nacin:
2(t) = —ax(t) + u(t) + w(t)
y(t) = (t) + v(t),
pri cemu je:
Elw(tyw(t +1)" | = q8(x), E[v(ty(t + )" | = 8(z), B[ w(ty(t +7)" | =0.
Prvi korak u odredlvanju Kalmanovog pojacanja je rjesavanje diferencijalne
Rikatijeve jednacine:
p(t) = 2ap(t) - p(t)” +q.
RjeSenje ove jednacine u stacionarnom stanju se dobija izjednac¢avanjem izvoda
sa nulom, odnosno na osnovu algebarske jednacine:

2ap(e0) — ()" + ¢ =0,
odakle se dobija da je jedino pozitivno rjeSenje:
p(0) = —a ++Ja’ +q.
Diferencijalna Rikatijeva jednacina se moze rijeSiti i analticki. Njeno rjeSenje je
(postupak rjesavanja je izostavljen):
k(p(0) = p(=0))
e (p(0) — p(oo

=
+
=
|
=
8
=
_I_
g
—~~
-
=
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Primjer — Kalmanov filtar

Konac¢no, Kalmanovo pojacanje je jednako:
K(t) = p(t).

Ako usvojimo da je ¢ = 0, tada je p(©)= —a + |a|. Moze se uo¢iti da ¢e za a > 0
K() biti jednako 0. Kako je sistem stabilan za a > 0, a pritom ¢ = 0, to znadi
da potpuno vjerujemo modelu sistema i neéemo koristi zaSumljena mjerenja,
odnosno K() = 0. Sa druge strane, za a < 0 sistem je nestabilan, pa je u ovom
slucaju K(wo) = —2a. Ovo pojaCanje zapravo predstavlja ono pojacanje koje
stabilizuje sistem, a pritom 1 minimizuje varijansu greske u estimaciji.

Ispod je prikazan Simulink model sistema i KF-a za zadate parametre.
goaa X = Ax+ Bu
00 //\/_> y=CxIDu
S :
4
inovation

+ P X
p




Primjer — Kalmanov filtar

Na slikama desno su prikazani rezultati
simulacija za  razli¢ita  podeSavanja
Kalmanovog filtra.

U prvom primjeru, prikazanom na gornjoj
slici poCetna vrijednost kovarijanse greske
P nije adekvatno odabrana, jer je razlika
izmedu pocetnog stvarnog i estimiranog
stanja jednaka 20. To znac¢i se stvarno
stanje neée nalaziti unutar intervala
povjerenja x+20, odnosno da kovarijansa
greske p(t) nije statisticki reprezentativna.
Sa druge strane, u stacionarnom stanju
estimacija je dobra, jer se ona oslanja na
model koji je precizan (T=0).

U drugom primjeru je usvojeno p,=100,
pa se u toku prelaznog procesa visSe
oslanjamo na mjerenja, 1 samim tim
imamo bolju estimaciju. Medutim moze se
uocCiti da je estimirana  vrijednost
zaSumljena.

_40 1 1 | : Il

_40 1 1 Il 1
Vrijeme [s]

po=1,q=1 T=0

T+ 20

IS
18

T — 20

P — y .

Vrijeme [s]

po =100, ¢=1,T=0
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Primjer — Kalmanov filtar

U tre¢em primjeru je uzeto da je p,=100 i
T=1. Iako u toku trajanja prelaznog
procesa imamo dobru estimaciju, u
stacionarnom stanju estimacija nije dobra,
je parametar ¢ nije adekvatno odabran.
Tj. u velikoj mjeri se oslanjamo na
usvojeni model koji nije tacan.

Jedan nacin da poboljSamo estimaciju
kada model nije dobar je da pove¢amo
vrijednost  parametra ¢. Upravo, u
¢etvrtom primjeru je usvojeno ¢=100.
Moze se uociti da estimirana stanja brze
prate stvarna stanja, ali zbog veceg
povjerenja u mjereni signal, estimirana
stanja su zaSumljena (mada znacajno
manje u odnosu na mjereni signal).

Kada je transportno kaSnjenje unaprijed
poznato, tada se ono pomoéu Pade-ove
transformacije = moze  linearizovati i
ukljuciti u model.

T — 20

Vrijeme [s]

p=1,q=1 T=1

T+ 20 T — 20

PR — y : . : .

_40 1 1 1 : 1
0 2 4 6 8 10

Vrijeme [s]

po = 100, ¢ = 100, T'=1
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Primjer — estimacija bajasa

Vozilo se kreé¢e duz x-ose, pri ¢emu se mjere njegova brzina i trenutna pozicija.
Mjerenje pozicije je zaSumljeno bijelim centriranim Gausovim Sumom
autokorelacione funkcije 6(¢), dok kod mjerenja brzine postoji bajas koji se
modeluje step funkcijom b(t), nepoznate amplitude b;:

z,,(t) = (t) + v(t),
v () =2(t) + b(t).
a) Forimirati Kalmanov model i izra¢unati Kalmanovo pojacanje.
b) U Simulink-u simulirati sistem i Kalmanov filtar.
Na osnovu zadatih jednacina moze se formirati sljede¢i model u prostoru stanja:

(t) = =b(t) + v, (1),

z, (t) = x(t) + v(t).
Bajas se moze modelovati kao kao izlaz iz integratora ¢iji je pocetni uslov jednak
0 (b=0), pa se prethodni model moze zapisati u sljede¢em obliku:

i®)] To —1[z0)] [1
[6<t>Ho OMHJ%@%

7, (H)=[1 O]E((:)) } £ u(t).
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Primjer — estimacija bajasa

Blok dijagram sistema je prikazan na slici ispod.

Ako bi Kalmanov filtar dizajnirali za prethodni model, Kalmanovo pojacanje u
stacionarnom stanju bi bilo jednako nuli, jer ne postoji procesni Sum (uopste se
ne oslanjamo ne mjerenja). Samim tim filtar ne bi uspjesno estimirao bajas. Da
bi prevazisSli ovaj problem, bajas se modeluje na sljedeé¢i nacin:

b =w(t),
gdje je w(t) bijeli Gausov Sum autokorelacione funkcije ¢?6(¢). Kalmanov model
se dalje zapisuje u sljedeé¢em obliku:

i(t) 0 —11[z(t) 1 0
{B@Ho 0Hb@}{o}"’m(”{l}w(t)’
7, () =[1 O]E((;)} cu(t).
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Primjer — estimacija bajasa

Moze se pokazati da c¢e kovarijaciona matrica u stacionarnom stanju imati
vrijedost:

Kalmanovo pojacanje je dalje jednako:

K=PC'R'=[\2¢ —q] .
Realizacija Kalmanovog filtra u prostoru stanja ima oblik:

“0)_To ‘1}{%@H1} )+ K| 2,(6)-C
5(,5) 10 0 lb)| |0 U P

1 ool o)

q 0 || b(t) —q 0llv,(?)

Brzina se estimira tako $to se od mjerenja brzine oduzme estimirani bajas:

i) =wv, ()= b(2).
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Primjer — estimacija bajasa

Kalmanov filtar se moze interpretirati i u frekvencijskom domenu. Na osnovu
prethodnog modela u prostoru stanja, moze se odrediti funkcija prenosa izmedu
estimarane i mjerene brzine:

)%(s)_ s* +/2gs
Va(s) 8" ++2gs+q

Prethodni izraz predstavlja filtar propusnik opsega sa centralnom ucestanoScu /¢
i faktorom relativnog prigusenja /¢ /2. Filar ima nulto pojacanja na nultoj
frekvenciji, Sto zna¢i da ¢e DC komponenta iz signala V (s) biti potpuno

filtrirana.
Na slici ispod je prikazana amplitudska karakteristika za ¢=1.
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Primjer — estimacija bajasa
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Estimirana pozicija, brzina 1 bajas
prikazani su na slikama lijevo. Moze se
uociti da za ¢=1 bajas brze konvergira g
stvarnoj ka vrijednosti (2), ali u ¢
stacionarnom stanju estimacija je viSe
zasumljena u odnosu na slucaj kada je -0 : m o
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