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Tema 5

Slucéajni signali i linearni sistemi

Ishodi ucenja:

Nakon savladavanja gradiva sa ovog predavanja studenti ¢e moci da:

Definisu kontinualni i diskretni slu¢ajni proces, njihovu ocekivanu
vrijednost, varijansu i autokorelacionu funkciju

Odrede statisticke karakteristike odziva linearnog vremenski-
invarijantnog sistema na bijeli Sum (srednju vrijednost i
kovarijacionu matricu)

Simuliraju na ra¢unaru odziv linearnog sistema na (pseudo)-bijeli
sum



Formulacija problema

Posmatrajmo linearni i stacionarni sistem opisan u prostoru stanja na
sljede¢i nacin:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Mw(¢) (jednacina stanja)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(¢) (jedna¢ina mjerenja)
gdje su:
* x(t) € R" vektor stanja sistema
* u(t) € R™ deterministickog ulaznog signala (poznati ulaz: upravljacki
signal)
« w(t) € R4 vektor nepoznatog slu¢ajnog signala (Suma) ¢iji je uticaj na
sistem opisan matricom M, ,, (w,=Mw se naziva procesni §um).
* y(t) € R vektor mjerenog signala,
* v(t) € R? vektor slucajnog signala (mjerni Sum) koji se predstavlja
greSku u mjerenjima (smatracemo da je ovaj vektor istih dimenzija
kao i vektor y(1)).



Formulacija problema

Matrice A, B, C i D predstavljaju model sistema u prostoru stanja. Kao
Sto je dobro poznato, matrica funkcija prenosa izmedu signala y(t) i u(?)
je jednaka:

W(s)=C(sI-A)"B+D
dok je odziv sistema na upravljacki signal u(¢) na intervalu ¢ € [¢t,, t] i
pocetne uslove x(t,):

t
x(t) = e x(t) + j e Bu(r)dr
b
y(t) = Cx(t) + Du(t).
Postavlja se pitanje ¢emu je jednak odziv sistema na slucajni signal
w(t)? Da bi odgovorili na ovo pitanje moramo:
* Definisati slucajni signal sa matematicke tacke gledista,

 Napraviti neke pretpostavke o stohastickim osobinama signala koje ¢e
olakSati odredivanje odziva

» Odrediti stohasticke karakteristike odziva (x(t) 1 y(%))



Karakterizacija sluajnih promjenljivih

Neka je X slucajna promjenljiva definisana na jednodimenzionalnom
realnom prostoru R. Funkcija raspodjele F(x) je funkcija koja za svaki
realan broj z odreduje vjerovatnocu da je sluc¢ajna promjenljiva X uzela
vrijednost manju ili jednaku od

F:R—|0 1| / F(z)=P[X <a].
Osobine:
© Va<z, Plry, < X< x| = F(x) — F(x,)
. xgrjlrooF(x)zl;xg@ooF(x):O;
 F(x) je monotono rastu¢a funkcija, a moze biti kontinualna ili
diskretna u zavisnosti od toga da 1li je slucajna promjenljiva X
kontinualna ili diskretna.

Ako je F(z) diferencijabilna tada se njen izvod po promjenljivoj = naziva

gustina raspodjele i oznacava se sa p(x):

_dF(2)
dx

p(x) — p(r)dr = Plx < X <z +dx).



Karakterizacija slucajnih promjenljivih

Za opisivanje slucajne promjenljive X koriste se takozvani momenti
promjenljive. Prvi moment se naziva srednja ili ocekivana vrijednost
slucajne promjenljive. Drugi centralni moment se naziva varijansa i
oznacava se sa var,= o2, pri ¢emu je o, standardna devijacija.

U nastavku su date definicije momenata:

* Ocekivana vrijednost:

E[X]= jxp r)dz = jxdF(a:)
* k-ti moment: 0 0

E[Xk] — j 2" p(x)dz.
e k-ti centralni moment: -

Bl(X-BIX]) | = [ (¢~ B[X]) pla)z.

—00

Varijansa se moze definisati i na sljedeé¢i nacin:

vary = E| X* |- E[X]



Karakterizacija slucajnih promjenljivih

Da bi potpuno opisali neku sluc¢ajnu promjenljivu potrebno je
poznavanje svih momenata. Sa prakti¢nog stanovista treéi i vis§i momenti
se ne koriste, jer se ne mogu jednostavno izvesti ili izracunati.

Cesto je od interesa posmatrati normalnu (Gausovu) varijablu, koja
se u potpunosti moze opisati prvim i drugim momentom:
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Kod Gausove raspodjele, vjerovatno¢a da slucajna promjenljiva X-u
bude u opsegu [-20, 20| iznosi 95%.




Diskretna sluc¢ajna promjenljiva

Ako se slucajna promjenljiva definisana na skupu od N razli¢itih
diskretnih vrijednosti z;, =1, 2, ..., N, tada gustina raspodjele viSe nije
potrebna za njeno opisivanje, ve¢ mozemo direktno da zapiSemo
vjerovatnocu da je promjenljiva X uzela vrijednost z;: P(X=x,).
Ocekivana vrijednost i varijansa diskretne slucajne promjenljive se
definisu na sljedeé¢i nacin:

E[X] = szP(X = xi)’

var, = B| (X - E[X])" | = ¥ (=, - BIX]) P(X =z,).
Primjer:
Neka je X sluCajna promjenljiva koja opisuje ishod bacanja kocke.
Vjerovatnoca da dobijemo z;, iznosi:
P(X=xz)=1/6.
Lako se mozZe pokazati da su srednja vrijednost i varijansa promjenljive

X jednake:
E|X|= 3.5, var, =2.91.



Primjer — unfiromna raspodjela

Kod uniformne raspodjele, gustina raspodjele promjenljive X je konstantna
izmedu ai biiznosi 1/(b-a), pri ¢emu je a<b. Odnosno: p(z) =1/(b—a),a <z <.

Funkcija raspodjele je jednaka:

(0,2 <a
F(z) = jp(x)da::< r-a
o b—a
Lz>b
Funkcija raspodjele i gustina raspodjele su prikazani na slici ispod.
A Fz) A p(x)
— 1/ (b0
’ > >
a b T a b xT

Srednja vrijednost i varijansa su jednake:

1z

b b 2 9
E[X]: %dx: ! _lb a _b+a.
" b—a b—a 2

2 b—g 2

a

var, = E[(X—E[X])ﬂ _ 1 j:(x— a;—bT dr = G IZG)Q.




ViSsedimenzionalna sluéajna promjenljiva

Neka je X = [X), X,, ..., X | vektor od ¢ slucajnih promjenjivih definisan
na R% Funkcija raspodjele vektorske slu¢ajne promjenljive se definiSe na
sljede¢i nacin:

F(z,,2y,...,5)=P| X, <z i X, <z, i...iX, <z, |,

dok je gustina raspodjele:

OF(z,m,,...,1,)
(X, Ty @) = 5 :
7,07, ...0r,

Definicija momenata

* (Ocekivana vrijednost varijable X se definiSe na sljedeéi nacin:
E[X]=[E[X]....E[X,]] .
* Kovarijaciona matrica Covy je jednaka:
Cov, = B| (X - B[X])(X - B[X])" |,
gdje je element ove matrice na poziciji (4, 7) jednak:

COVX(i,j) = IR2 (xz - E[XZ])(xj - E[Xj])dF(xﬂxj)
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ViSedimenzionalna sluc¢ajna promjenljiva

Gausova raspodjela

Gustina raspodjele Gausovog slucajnog vektora X srednje vrijednosti p i
kovarijacione matrice A se definiSe na sljedeé¢i nacin:

p(x) = 1 6—;(X—ﬂ)TA(X—ﬂ)
(277)"*~/det A
Ovaj vektor se moze dobiti i iz normalnog Gausovog vektora N (u=0,
A=I) na sljedeéi nacin:

X = u+ NG, GG” = A.

Nezavisnost:

Dvije slucajne promjenljive X; 1 X, su statisticki nezavisne ako i samo
ako vazi:
F(leXz):F(Xl)F(X2)°

Iz gornjeg uslova proizilazi sljedeé¢a osobina:
E|X X,|=F[X ]E[X,].
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Primjer — vektorska sluc¢ajna promjenljiva

Posmatrajmo dvije nezavisne slucajne promjenljive X; i X, sa uniformnom
gustinom raspodjele na intervalu [-1, 1]. Neka je promjenljiva Y definisana na
sljede¢i nacin Y=(X;+X,)/2. Izracunati F|Y], vary, i kovarijacionu matricu
Covy, y vektora [X; YT

Kako se radi o uniformnoj raspodjeli, na osnovu primjera 1, za b=1 i a= -1,
slijedi:

(b-a) 1 1

b+a
9 :O, E[Xz]zo, V&I‘X1 :ng, VaI'X2 :g.

Dalje, promjenljiva Y=(X,+X,)/2 se moze zapisati u vektorskom obliku:

X, E[X] 0
Y =05 0.5]{&} — E[Y]=[05 0'5]{15[)(2]} =105 0.5]M = 0.
Varijansa promjenljive Y je jednaka:

wemstor 1ot o AL

=105 0.5][§:X1X1} B[ X,X, ]]{0'5_ =105 0.5]{1{)3 ’ M%}:%.

XX, | E[X,X, ||[05] 1/31/0.5

E[Xl] =
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Primjer — vektorska sluc¢ajna promjenljiva

Kovarijaciona matrica Covy, y vektora | X; YT je po definiciji:

X FIX X, | E|XY, 1/3 1/6
OO’UXY:E 1 |:X1 Y:I _ [ 1 1] [ 11] _ / / .
: Y BlvX,] E[vy]] [1/6 1/6
Elementi prethodne matrice su jednaki:

1
Couvy y(1,1) = BlX.X |= valy = 3 Covy (2,1) = Covy (1,2) = E[X1 -(0.5X, +0.5X, )]

1
Covy (2,2) = E[YY] = var, = % = 0.5B[X,X,]+ 0.5[X,X,] = 05 var, = _

Napomena: Mogucée je odrediti i funkciju raspodjele promjenljive Y-

X, +X
Fy)=P(Y <y) = P( TR yj =P(X, <2y-X,)= IDIQ P(X, <2y - X,)p(z,)dz,.
Nakon odredivanja ovog integrala odreduje se gustina raspodjele p(y):
dF
o) =,
dy

a na osnovu nje se dalje moze odrediti ocekivana vrijednost i varijansa
promjenljive Y.
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Sluéajni procesi

Za zadatu slucajnu promjenljivu X, slu¢ajni signal z(t) predstavlja
vremenski promjenljivu funkciju ¢ija vrijednost u trenutku ¢
korespondira nekoj vrijednosti (odbirku) promjenljive X.

Momenti slu¢ajnog signala;:

Za zadati slu¢ajni signal w(t) prvi moment (srednja vrijednost) i drugi
moment (autokorelaciona funkcija) se definisu na sljedeé¢i nacin:

m(t) = Ew(t)],
r(t,,t,) = E [w(t1)w(t2>]'

Autokorelaciona funkcija se moZe se posmatrati kao generalizacija drugog
momenta, jer je r(t,t)=E[w(t)?]. Ona predstavlja mjeru sli¢nosti slu¢ajnog signala
u dva razli¢ita vremenska trenutka.

Drugi centralni moment (varijansa) se definiSe na sljedeé¢i naé¢in:

Too(®) = B[ (w(t) = m(t))" |
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Slucajni procesi

Ako je w(t) vektorska funkcija od ¢ komponenti, tada je:

m(t) = E[w(t)].
Za opisivanje vektorskih slucajnih signala se koristi autokorelaciona
matrica:

R(t),t,) = E[W(t1)w<t2)T]-

Dijagonalni elementi ove matrice predstavlju autokorelacione funkcije
svake pojedinac¢ne komponente signala, dok vandijagonalni elementi
predstavljaju kros-korelacione funkcije izmedu odgovarajué¢ih komponenti
vektorskog signala:

R(thtl)i,j = E[wz (tl)wj (tz)]'

Sa druge strane, kovarijaciona matrica u trenutku ¢ se definiSe na
sljededi nacin:

P(t) = B[ (X(t) - m(t)) (X(t) - m(t))" |



Slucajni procesi

Stacionarnost:

Slucajni signal je stacionaran ukoliko njegove statisticke osobine ne
zavise od trenutaka vremena, ve¢ samo od relativnih razlika u vremenu
(stacionarnost u Sirem smislu). Srednja vrijednost stacionarnih signala je
konstantna (m(¢)= m), dok autokorelaciona matrica zavisi smo od
razlike trenutaka t, i t;: R(t,, t,)=R(t,- t,)=R(1).

Bijeli Sum:

Bijelim Sumom se naziva slucajni signal ¢ija je autokorelaciona funkcija
proporcionalna Dirakovom impulsu (varijansa je beskona¢na), odnosno u
slucaju vektorskog signala, autokorelaciona matrica stacionarnog bijelog

Suma je jednaka:
R(r)= E|wt)w(t +7)" | = W(r).

Spektralna gustina snage bijelog Suma se definiSe kao Furijeova
transformacija autokorelacione funkcije i ona iznosi:

= j R(r)e”"dr = W.

16



Slucajni procesi

Diskretni slu¢ajni signal z(n) predstavlja sekvencu sluc¢ajnih varijabli.
Za diskretni slucajni signal vaze sljedece definicije:

Ocekivana vrijednost: m(n)=E[x(n)]

Autokorelacona matrica: R(n,n,)= E[W(nl) (ny) ]
Kovarijaciona matrica: P(n)=FE [( m(n))(X(n) —m(n )T]
Stacionarnost: m(n)= m, R(n,n,)= ( ny) =R(k)

Bijeli Sum: predstavlja signal kome su odbirci generiSsu pomocéu Gausove
raspodjele na takav nacin da su svi odbirci medusobno nezavisni. Za
diskretni bijeli Sum vazi:

R(n,,n,) = E[W(m)W(nz)T} = W(n,)é(n, —n,)
Ako je bijeli Sum stacionaran, onda je:

R(k) = Wo(k)

Spektralna gustina snage stacionarnog diskretnog bijelog Suma je
konstantna i iznosi W.

17



Primjer — pseudo-bijeli Sum

Slucajni signal w(t) se generiSe na sljede¢i nacin: w(t) = z; Vt € [idt, (i + 1)dt,
gdje je z; odbirak Gausove slucajne promjenljive X, srednje vrijednosti 0 i
varijanse o?. Svi odbirci (uzorci) z; promjenljive X su nezavisni jedni od drugih.
Odrediti srednju vrijednost i varijansu signala w(t).

Primjer realizacije signala w(t) za 0=2 je prikazan na slici ispod.

20
= oL
S - \Il
20
_5 ] 1 1 ]
0 10 20 30 40 50

Vrijeme [
Srednja vrijednost signala w(t) je: m(t)=FE[w(t)]|=0.
Autokorelaciona funkcija signala w(t) je jednaka
r.(t7) = E|witw(t+7)" | = o,
ukoliko se se t i1 t nalaze u okviru istog vremenskog intervala dt. U suprotnom
ona je jednaka 0, jer su odbirci w(?) i w(t+ 1) nezavisni i centrirani.
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Primjer — pseudo-bijeli Sum

Autokorelaciona funkcija r,,(t,7) zavisi i od ¢t i 7, Sto znac¢i da signal w(?) nije
stacionaran.

Na primjer, za t=idt+e (Vi, Ve |0, dt|) autokorelaciona funkcija je skicirana na
slici ispod.

A

o2 Tww( 1dt+€,7)

>

- —e-+dt T

Sa prakticne tacke gledista na rac¢unaru nije moguce realizovati bijeli Sum c¢ija je
spektralna gustina snage W (beskonacna varijansa). Aproksimacija bijelog Suma
se naziva pseudo-bijeli Sum i on se realizuje upravo na nacin opisan u ovom
primjeru. U toku svakog intervala [idt, (i + 1)df] treba generisati Gausovu
slu¢ajna promjenljivu varijanse o?/dt. Ova aproksimacija odgovara bloku ,Band-
limited white noise’ u Simulink-u.
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Prenos slucajnih signala kroz linearne sisteme

Ako pretpostavimo da je linearni sistem pobuden bijelim Gausovim
Sumom, tada ¢e stanje sistema x(f) i njegov izlaz y(t) takode biti
Gausove promjenljive, koje se mogu potpuno okarakterisati prvim i
drugim momentom.

Teorema: Neka je linearni sistem zadat sa:
x(t) = Ax(t) + Mw(t),

gdje je w(t) vektor centriranog bijelog Gausovog Suma spektralne gustine
snage Q. Ako su m(t)) i P(%,) srednja vrijednost i kovarijaciona matrica
pocetnog stanja x(t,), tada je stanje x(t) Gausov sluc¢ajni signal ¢ija je:

e srednja vrijednost
m(t) = E[x(t)] = ¢*" ' m(t,),

* kovarijaciona matrica P(¢)=F|(x(t)-m(t))(x(t)-m(t))']| se dobija kao
rjeSenje diferencijalne jednacine:

P(t) = AP(t) + P(H)A" + MQM".
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Prenos slucajnih signala kroz linearne sisteme

Ako je sistem stabilan, tada ée kovarijaciona matrica P(¢) konvergirati
ka konstantnoj vrijednosti, odnosno mozemo zapisati P(o0)=P. Matricu
P moZemo odrediti rjeSavanjem Ljapunove jednacine, koja se dobija
uvitavanjam uslova P=0 u diferencijalnu jednadinu kovarijacione
matrice:

AP +PA" + MQM' = 0.

Napomena;:

Ako posmatramo izlaznu jednacinu bez Suma:

y(t) = Cx(1)
tada ¢e kovarijaciona matrica izlaznog signala biti jednaka:

P, =CPt)C".
Ako je izlaz zaSumljen - y(t) = Cx(t) + v(t), tada njegova kovarijaciona
matrica ima beskonac¢nu vrijednost.

Dokaz prve osobine Teoreme je dat u nastavku, dok je dokaz druge
osobine izostavljen.
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Prenos slucajnih signala kroz linearne sisteme

Dokaz prve osobine Teoreme:

Odziv sistema na bilo koji signal w(t) je:

Srednja vrijednost signala x(t) je:

m(t) = E[x(t)] = E| e*""'x(t,) + jeA(t_T)MW(T)dT .
= M E[x(t)] + jeA(t_T)ME[W(T)]dT =M E[x(t)].

to
Kako je w(t) centrirani sluCajni signal (srednje vrijednosti 0), iz
prethodne jednacine slijedi:

m(t) = e*"E [x(t,)],

Sto je i trebalo dokazati.

22



Prenos slucajnih signala kroz linearne sisteme

Posmatrajamo sada diskretni linearni sistem koji je pobuden diskretnim
bijelim Sumom w4 (n) ¢ija je autokorelacija Q,d(k).
Teorema: Neka je linearni sistem zadat sa:

x(n +1) = A x(n)+ M,w(n),

gdje je wy(n) vektor centriranog bijelog Gausovog Suma varijanse Q.
Ako su m(n,) i P(n,) srednja vrijednost i kovarijaciona matrica
pocetnog stanja x(n,), tada je stanje x(n) Gausov sluc¢ajni signal ¢ija je:

* srednja vrijednost
m(n) = E[x(n)] = A" "'m(n,),

» kovarijaciona matrica P(n)=E|(x(n)-m(n))(x(n)-m(n))?] se dobija
kao rjesenje diferencne jednacine:

P(n+1)=A,Pn)A; +M,QM,".
U stacionarnom stanju vazi jednakost (diskretna Ljapunova jednacina):

P=APA” +MQM, .
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Primjer 1 — odziv sistema na bijeli Sum

Sistem je zadat u prostoru stanja:

gdje je w(t) bijeli Gausov Sum varijanse J(t).
U Simulinku simulirati i prikazati odziv sistema na pseudo-bijeli Sum. Odrediti

kovarijansu izlaznog signala. Razmotriti dvije periode odabiranja: 7=0.001s i
T=0.01s.

Kovarijaciona matrica stanja u staciononarnom stanju se dobija rjeSavanjem

Ljapunove jednacine:
ol 01 " To [0 ' .
+ -1- = 0.
-10* -50 1 1

0 1
A P+
-10° =50

RjeSenje gornje jednacine je:
10° 0
P = :
0 107
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Primjer 1 — odziv sistema na bijeli Sum

Ljapunova jednacina se u Matlab-u rjeSava pomoc¢u komande lyap (A,M*M'), a
moguce je i ruc¢no rijeSiti pretvaranjam u vektorski oblik pomoé¢u Kronekerovog
operatora.

Varijansa izlaznog signala je:

var, =[10° -1]P[10° 1] =0.02,

100

50

dok je standardna devijacija 0:0.1414% 0

Na prvoj slici je prikazan pseudo- — -30f

bijeli Sum za 7=0.001 i 7=0.01. U .10 | | | |

prvom slucaju varijansa Suma iznosi 0 2 4 6 8 10
1/ T=1000, dok je u drugom sluaju Vejemne [

njena vrijednost 100. Jasno, ako T 04
tezi nuli, tada ¢e wvarijansa Suma
teziti ka beskonacnosti.

Na drugoj slici je prikazan odziv =
diskretizovanog sistema na zadate
sumove. Moze se uociti da je u oba
slucaja varijansa filtriranog Suma
priblizno jednaka 0.02.

-0.4

Vrijeme [s]



Primjer 1 — odziv sistema na bijeli Sum

w1
x = Ax+ Bu
]nl-lﬁ[ y=Cx+ Du y1
T=0.001
X = Ax+ Bu
]ﬂl_lﬁ[ y=Cx+ Du y2
T=0.01
w2

A=[0 1;-1e4 -50]; M=[0;1];C=[1lel 1];
sim('prl.slx’"), close all
plot(wl.time,wl.signals.values), hold on
plot (w2.time,w2.signals.values)

figure

plot(yl.time,yl.signals.values), hold on
plot(y2.time,y2.signals.values)

Studenti mogu da pogledaju i ovaj kod u kojem je simuliran odziv sistema u m-
fajlu. Medutim, za potpuno razumijevanje je potrebno preé¢i i naredne lekcije.
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