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Teorija servisnih sistema

0 Siroko se primjenjuje u oblasti telekomunikacija.

0 Zasniva se na predstavljanju jednog telekomunikacionog
sistema ili njegovog dijela kao servisnog sistema Cija je

uloga da obradi

zahtjevaju od njega.

Dolazec¢i
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Y
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Cekaonica

Radionica
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Odbijeni
(1zgubljent)
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odgovarajuce poslove koje korisnici

Odlazeéi
korisnici
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Elementi servisnih sistema

zecl % .
P Cekaonica

d Dolazeéi korisnici /l\

Odbijeni

O Predstavljaju ulaz u servisni sistem

O Dolaze u servisni sistem sa ciljem da im servisni sistem pruzi
odgovar'a juéu uslugu

* Npr. telefonski pretplatnici u telefonskim mrezama koji zah‘nt vaju uslugu

telefonskog razgovora od telefonske mreze, paketi koji dolaze u komunikacioni

¢vor i zahtjevaju da ih taj komunikacioni Cvor proslijedi do korisnika ili nekog
drugog komunikacionog ¢vora,.

5 Korisnici se karakterid koli€inom posla koju nose

* npr. telefonski razgovor moZe biti kraéi ili duZi i time su resursi telefonske
mreZe krace ili duZe zauzeti; $to je duZi paket kOf pristize u komunikacioni ¢vor

bice potrebno vele vrijeme da se on proslijedi dalje do sledeéeg komunikacionog
¢vora ili korisnika

O Definise i proces dolazaka u servisni sistem koji predstavlja
raspodjelu dolazaka korisnika u servisni sistem

* Najcesée se koristi Poasonov proces dolazaka korisnika
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Elementi servisnih sistema

korisnici

L L. /1|
0 Odbijeni korisnici
O Korisnici koji su odbijeni od strane servisnog sistema i kojima
usluga nije pruzena
O Najceséi razlog odbijanja je zauzele svih resursa servisnog
sistfema, ali postoje i1 drugi, kao npr. nizi prioritet od neki
prioritetnijih korisnika, sto podrazumijeva odbijanja posluzivanja
korisnika nizeg prioriteta u slucaju kada je servisni sistem
preoptereceni sl.

O Odbijeni korisnici mor'afu ili ponovo pokusati (ponovo kao dolazedi
korisnici) da dobiju uslugu od servisnog sistema ili odustati od
trazene usluge

* Na primjer, ako telefonski poziv bude odbijen uslijed zauzeéa svih resursa
telefonske centrale, moze se ili pokusati ponovo u nadi da su se resursi u
meduvremenu oslobodili ili odustati od Zeljenog poziva.
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Elementi servisnih sistema

Odlaze¢i

/1|

Q Odlazedi korisnici

O Korisnici koji su posluzeni od strane servisnog sus‘rema i napustaju

ga oslobadajuéi pri tome resurse servisnog sistema koje su
zauzimali.

0 Cekaonica

O Dio servisnog sistema u kojem korisnici prihvaceni od strane
servishog sistema Cekaju da budu posluzeni

o Cekaonica hije obavezan element servisnog sistema 1 . moze i da
izostane, a ako postoji u praksi je konacnog kapacu’re‘ra iako se u
teoriji koriste i modeli koji razmatraju Cekaonicu beskonacnog
kapaciteta.

O Kapacitet Cekaonice po definiciji predstavlja maksimalan moguci
broj korisnika u ¢ekaonici.
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Elementi servisnih sistema

O Radionica

Q
Q
Q

Odbijeni
(i guhl i

Sadrzi 1ili vise servisera koji obraduju poslove dolazeéih korisnika
Kapacitet radionice je broj servisera u radionici.

Ukupan zbir kapaciteta Cekaonice i radionice daje kapacitet servisnog
sistema i predstavlja maksimalni broj korisnika koje servisni sistem moze
da prihvati.

Za servisere se uglavnom smatra da su podjednakih kvaliteta i da rade bez
pauze tj . kad god je neki serviser slobodan, a ima posla koji treba da se
odradi on ga odmah pr'euzlma ha obradu

Medutim, postoje i modeli ¢iji serviseri se povremeno ,odmaraju"

U okviru radionice se definise i pojam disciplina posluzivanja koja definise
redoslijed kojim Ce se korisnici, koji ¢ekaju u ¢ekaonici posluzivati.

Primjeri discipline posluZzivanja su:
- LIFO (Last In First Out) posluzuje se korisnik koji je poslednji dosao u servisni sistem,
- FIFO (First In First Ouf) posluzuje se korisnik koji je prvi dosao u servisni sistem, sa prioritetom
posluZzuje se korisnik najviseg prioriteta , itd .
Takode se definise i proces obrade korisnika koja predstavlja raspodjelu

vremena obrade korisnika B o
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Kendalova notacija

O Kendall je 1951. godine uveo A/B/m/k/I/Z sistem oznaCavanja
servisnih sistema

O A - proces toka dolazaka korisnika (vrijednost M oznacava Markovljev proces
dolazaka)

O B - proces obrade (vremena posluzivanja ) korisnika (vrijednost M oznacava proces
po eksponencijalnoj raspodjeli )

O m - broj servisera u radionici

k - ukupan kapacitet servisnog sistema

O | - broj korisnika koji dolaze u servisni sistem

Odgovara ukupnom broju potencijalnih korisnika servisnog sistema, npr. broj telefonskih pretplatnika jedne
telefonske centrale.

O Z - disciplina ¢ekanja u ¢ekaonici
O Ukoliko je k ili | beskonacno onda se ove oznake izostavljaju u Kendalovoj notaciji, a
takode se i Z izostavlja ukoliko je disciplina posluzivanja FIFO.

O
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Primjeri Kendalove notacije

O Sistem M/M/1 je model servisnog sistema kod kojeg je tok dolazaka
Poasonov, obrada korisnika ima eksponencijalhu raspodjelu, postoji
jedan serviser i ¢ekaonica je beskonacnog kapaciteta

' korisnici
B

|
|
¢ekaonica serviser |
< |
(beskonacna) |

|

korisnici

M/M/1 sistem
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Primjeri Kendalove notacije

QO Sistem M/M/1/k se od sistema M/M/1 razlikuje po tome Sto je
¢ekaonica konac¢na i kapaciteta k-1.

| |
| |
korisnict | | korisnici
D k-1 |
|

|
| . .
| ¢ekaonica serviser
l (konacna: k-1

|

M/M/1/k sistem
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Primjeri Kendalove notacije

O Sistem M/M/m se od sistema M/M/1 razlikuje po fome Sto postoji m
servisera

I
I
I
I
| 2 :
korisnici | korisnici
| > ' . =
! I
| |
| | |
I = ,( ) > I
| .
| I
. I
| ¢ekaonica m servisera |
| (beskonac¢na)

M/M/m sistem
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Proces dolazaka korisnika u servisni sistem

O Proces dolazaka korisnika se moze opisati vremenskom raspodjelom
dolazaka korisnika u servisni sistem

QO Postoje tri aspekta posmatranja tokova dolazaka

O Tackasti proces
posmatraju se vremenski trenuci dolazaka korisnika u servisni sistem

O Brojacki proces
posmatra se broj korisnika koji je usao u servisni sistem tokom vremena

O Intervalni proces
posmatraju se vremena prvog dolaska i medudolazaka korisnika u servisni sistem

0 Tackasti i brojacki proces su diskretni procesi, pa se opisuju
diskretnom slucajnim promjenljivim tj. vjerovatnolama diskretnih
dogada1a a intervalni proces je kontinualan proces pa se opisuje
kontinulanim slu¢ajnim promjenljivima odredene gustine vjerovatnoée

Uvod u teoriju servisnih sistema 1-11



Proces dolazaka korisnika u servisni sistem

nailazak
prvog nailazak 2 korisnika
kortsnika odjednom
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Poasonov dolazni proces

Poasonov proces dolazaka se moze posmatrati diskretno kao brojacki
ili ta¢kasti proces

Moguca su samo dva dogadaja u jednom trenutku, korisnik dosao ili
korisnik nije dosao

Vjerovatnoca da je u jednom trenutku doslo vise od jednog korisnika je
beskona¢no mala veliéina.

Za Poasonov proces se definise vjerovatnoéa P,(t) (vjerovatnoéa da je
u intervalu t doslo n korisnika ) sa

(At)"

n!

Pn(t) - e At

Nepreklapajuéi intervali posmatranja nezavisni su jedan od drugog
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Osobine Poasonovog dolaznog procesa

. . .o =ﬂ —At —
Q Definicija: P(t) ="—e™, n=012..

QO Zbir svih vjerovatnoca je 1: X, A® =1

O Srednja vrijednost: m_(f)

t

mA(t):inPn(r):/lr = A=

O Parametar A ozna¢ava protok dolazaka korisnika tj. prosjecan broj korisnika u
jedinici vremena.

Q Varijansa: 62 =3 (n-m,Y'P.(1) =3 w*P.(t)~m } = At

O Parametar indeks disperzije se definise kao koli¢nik varijanse i srednje vrijednosti
slu¢ajnog procesa.

O Na osnovu indeksa disperzije se slucajni procesi klasifikuju u tri grupe: gladak
slu¢ajan proces (indeks disperzije manji od 1), normalan siuéajan proces (indeks
disperzije je jednak 1) i hrapav slu¢ajan proces (indeks disperzije veli od 1).

O Kod Poasonovog procesa je indeks disperzije jednak 1, sto znaci da on spada u grupu
normalnih slu¢ajnih procesa.

O Poasonov proces je dobar za opisivanje dolazaka korisnika u telefonskim mrezama,
medutim, u paketskim mrezama procesi dolazaka su hrapavi (saobracaj ima bursty
prirodu) pa Poasonov proces tada ne predstavlja dobru aproksimaciju.
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Osobine Poasonovog dolaznog procesa

O Generisuca funkcija P(z):
P(z)= E{ZA(')} = Zz"pn (f) = e 02

QO 'Gubitak memorije’:
O Neka se posatraju proizvoljna tri trenutka vremena ty, t; i t3, t3 > t; > t;. Neka je do
trenutka t; stiglo n; korisnika tj. A(t; ) = n,,i=1,2,3 . Uslovna vjerovatnoca je:
P{A(t;) =ny | A(ty) =ny, A(t;) =m } = P{ny | ny,m } =
_ P{m.ny,ny} P{m}P{n,—m}P{n;—n,} P, —n,)

P{nl,nz} P{nl}P{nz—nl}

O U izvodenju je iskorisena osobina nezavisnosti izmedu nepreklapajuéih intervala. Iz
konacnog rezultata se vidi da trazena uslovna vjerovatnoéa zavisi samo od n,, ali ne i
od ny, tj. ranije predistorije. Ova osobina se jos naziva i Markovljevo svojstvo pa se

otuda Poasonov tok naziva i Markovljev proces dolazaka.
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Osobine Poasonovog dolaznog procesa

O Uniformnost uslovnog dogadaja:

O Neka je u servisni sistem dosao 1 korisnik u intervalu (O, t). Vjerovatnoca da se to
desilo u intervalu (t,, tg), t, < tg < t. |
lp—1,

4

P{nB—nA|n=1}=

O Svi intervali iste duzine unutar intervala (O, t) su podjednako vjerovatni. Bitna je
O samo veli¢ina intervala, a ne i njegova pozicija.

QO Zdruzivanje dva nezavisna Poasonova procesa:

O Ako se zdruze dva medusobno nezavisna Poasonova toka sa parametrima 4, i 4, kao
rezultat dobija se opet Poasonov tok sa parametrom A+ 4,.

/1

N
v

A+ A,
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Osobine Poasonovog dolaznog procesa

O Razdruzivanje Poasonovog toka
O Neka je dat Poasonov tok parametra parametra A. Neka se korisnici iz fog toka
dijele na k tokova pri ¢emu je vjerovatnoéa da korisnik iz dolaznog toka zavrsi u i
tom toku P;, i neka je Y, P, = 1. Tada je svaki od k tokova, dobijenih razdvajanjem
od glavnog toka, Poasonov tok sa parametrom A=AP;, i=1..k.
o U bilo kom drugom nacinu razdvajanja glavhog toka dobijeni tokovi neée vise biti
Poasonovi.

PA

P,
A

|

|

|

!
>r -
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Osobine Poasonovog dolaznog procesa

O Vjerovatnoéa prvog dolaska i vjerovatnoca medudolazaka

O Slu€ajna promjenjiva koja oznacava trenutak dolaska prvog korisnika se obiljezava
sa § , a slu€ajna promjenjiva koja oznacava vrijeme izmedu dva uzastopna dolaska
korisnika se obelezava sa T . Posto su ovo kontinualne veli¢ine, onda se koristi gustina
raspodjele za obije slu¢ajne promjenjive. U slu¢aju Poasonovog toka dolazaka
gustine raspodjele za obije slucajne promjenjive f¢ (t) i f.(t) su identicne
eksponencijalne raspodjele

fe(©= fe(®) =re™M

Dva
uzastopna X
susjedna L —A— R
dolaska “ W,

T

ot
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Osobine Poasonovog dolaznog procesa

d Stacionarnost
A(t)

O Brojacki proces A(t) je stacionaran ako vazi lim — = const . Poasonov proces
n—-oo
ispunjava ovaj uslov jer je lim A .

n—-oo

Al 4 At

>
t

Uvod u teoriju servisnih sistema 1-19



Procesi obrade korisnika

Kada korisnici stignu u sistem, ako budu prihvaéeni onda oni eventualno
¢ekaju u cekaonici pa predu u radionicu ili odmah udu u radionicu gde ih
obraduje serviser .

Svaki korisnik sa sobom nosi svoj posao koji servisni sistem treba da
obradi

O Obradu vrse serviseri radionice
Vrijeme koje korisnik provede u radionici je vrijeme obrade korisnika i
ono se smatra slu¢ajnom veli¢inom u teoriji servisnih sistema .

Posto u opstem slucaju korisnici nose razlicite kolicine posla sa sobom
onda se i vrijeme koje korisnik provede u radionici dok se posao ne
zavrsi razlikuje od korisnika do korisnika .
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Procesi obrade korisnika

O Svaki serviser se karakterise kapacitetom servisera koji u stvari
predstavlja koliko posla serviser moze da obavi u jedninici vremena .

O Vrijeme obrade po korisniku se u jedinicama moze definisati na slede(i
nacin

Vrijeme obrade po korisniku= kolicina posla koju nosi korisnik/ kapacitet servisera
koli¢ina posla koju nosi korisnik= jedinica posla/ korisnik
Kapacitet servisera= jedinic aposla/ jedinica vremena
Vrijeme obrade po korisniku= jedinica vremena/ korisnik

Q Vrijeme obrade korisnika(j'e vrijeme od trenutka kad je korisnik usao u
radionicu do trenutka kad je korisnik izasao iz radionice i smatra se
kontinualnom pozitivnom slu¢ajnom veli¢inom ko ja se obil jezava sa ¢ .
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Eksponencijalna raspodjela vremena obrade korishika

0 U ovom slucaju & ima eksponencijalnu gustinu raspodjele i ovaj sluca;
se u Kendalovom sistemu oznac¢avanja ozna¢ava sa M

QO Funkcija gustine eksponencijalne raspodjele fs(x)=pe**, x20.

2
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Osobine eksponencijalne raspodjele

0 Povrsina ispod funkcije gustine raspodjele je jednaka 1:

fooofg(x)dx =1

O Prosjecno vrijeme obrade korisnika (srednja vrijednost):

_ ” 1
E=m =E&) =] *.(x)dx = "
0 Varijansa

N

) — _ 1
o:=(5-¢) =j0 (x=5)" f:(X)dx =—
U

O Generisuca funkcija (Laplasova)

7

O,(s)=[ e fu(x)dx=
; 0 ’ S+
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Osobine eksponencijalne raspodjele

O Odsustvo memorije P{E>t+x,8>1)

P{& >t}

* —uu )
e "du —u(x+t)
— J-x+tlt — €

P{E>t+x|E>t) =

—ux

—ut

-
J' e du €
t

O Rezultat ne zavisi od t pa se odatle moze zakljuciti da eksponencijalna raspodela ima
Markovljevo svojstvo t) . svojstvo odsustva memorije

O Veza sa Poasonovom raspodjelom

O Posto su vremena obrade korisnika medusobno nezavisna i sve obrade imaju
eksponencijalnu raspodjelu sa istim parametrom p onda izlasci iz radionice tj .
servisnog sistema (zavrseci obrade) odgovaraju Poasonovom toku sa parametrom A=p.
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Erlangova raspodjela

QO Izvodi se iz eksponencijalne raspodjele
0O Kendalova oznaka za ovaj slu¢aj je E,, gdje k oznacava Erlangovu

raspodjelu k tog reda .

O Ova raspodjela podrazumijeva da korisnik ide na obradu kod prvog servisera, a kad
kod njega zavrsi ide kod drugog i tako sve do k-tog servisera, pri ¢emu svih k
servisera ima istu eksponencijalnu raspodjelu sa istim parametrom p.
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Erlangova raspodjela

O Slucajna promenjiva ¢ koja odgovara ukupnom vremenu obrade je
jednaka zbiru pojedinacnih vremena obrade, tj. Slu¢ajnih promjenjivih
§(| 1,2,..k) koje njima odgovaraju

§=E1*§ ot +Ey,

QO Posto su & medusobno nezavisne onda je Laplasova funkcija Erlagove
raspodjele @, jednaka proizvodu Laplasovih funkcija pojedinacnih
eksponencijalnih raspodjela Pgi(s):

2¢6) = [5G = | Jk

Q Inverznom transformacijom dobija se izraz za gustinu raspodjele
)k—l

(k—1)!

—ux

0

Y

fe(x) =

, X
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Deterministi¢ ka raspodjela

O Kendalova oznaka za ovu raspodjelu je D. Ova raspodjela
podrazumijeva da svi korisnici |maJu istu Kkolicinu posla tj. vrijeme
obrade svakog korisnika je isto (¢ = T = const., gde je T fiksno vrijeme

obrade korisnika).
O Gustina deterministic¢ke raspodjele je Dirakov impulsux = T:

fo(x)=6(x-1)

fe(x) 4

ol 4
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Generalna raspodjela

O Kendal ova oznaka za ovu raspodjelu je G.

O Podrazumijeva da za gustinu raspodjele ima bilo koju funkciju f(x) koja
zadovoljava sledece uslove.

f:(x):f(x),xzo
f(x)=0, x<0

];f(x)dx =1

Q Pri fome, pretpostavlja se da su za svaku funkciju f(x) poznati srednja
vrijednost i varijansa.
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Procesi koji opisuju stanje sistema

portir

A(t) i . B()

Servisni sistem
¢ekaonica radionica
Ny(t) Ny(t) D(t)
———>
Tyt Ty(1)
N(t) T(v)

v L(V

N(t) - Broj korisnika u servisnom sistemu u trenutku t
Nq(t) - Broj korisnika u ¢ekaonici u trenutku t

Ns(t) - Broj korisnika u radionici u trenutku t

T(t) - Vrijeme zadrzavanja korisnika u sistemu

Tq(t) - Vrijeme Cekanja korisnika u ¢ekaonici

T.(t) - Vrijeme obrade servisiranja korisnika

A(t) - Tok dolazaka korisnika u servisni sistem
B(t) - Tok korisnika koji su primljeni na obradu
L(t) - Tok korisnika koji su odbijeni (izgubljeni)
D(t) - Tok odlazaka korisnika iz servisnog sistema

(I I I Ny I
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Procesi koji opisuju stanje sistema

O Vaze sledeée relacije
O N(t)= Ng(t) + Ns(t)
O T(t)= To(t)* Ti(t)
QO Pretpostavlja se da je tok dol(a§aka A(t)stacionaran proces
A(t

lim ——= = A = const
n—-oo t

QO Pretpostavlja se i da servisni sistem ima mo¢ da obradi sve korisnike
koje primi na obradu, sto znaci da se pretpostavlja i da su tokovi L(t) i
D(t)takode stacionarni

. D(t)

lim — =y = const
Nn—>00

L)
lim—=A—-—y =P A
n-oo ¢

O A predstavlja srednju dolaznu brzinu korisnika u servisni sistem, y
propusnot sistema, P, vjerovatnoéu gubitaka korisnika .
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Procesi koji opisuju stanje sistema

O N(t) je broj korisnika u sistemu u trenutku t i to je slu¢ajna veli¢ina
koja se naziva stanje sistema

Q N(t)= B(t)- D(t)
T(t) je vrijeme zadrzavanja prihvacenih korisnika u servisnom sistemu

O Obi¢no su od interesa srednje vrijednosti T i N, kao i ekvivalentnih
sluéajnih veli¢ina koje se odnose na ¢ekaonicu i radionicu N, N, T, T

A BV |

IN“) Do)

U

ﬁt) _ |

>
t
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Procesi koji opisuju stanje sistema

Vjerovatnoéa da se servisni sistem nalazi u stanju n (u sistemu se
nalazi n korisnika) se ozna¢ava sa p,(t) :

P{N(t)=n}=p,(1),n=0,12,...k

Smatra se da je ispunjen uslov stacionarnosti tj. da je:

limp, ()= p,

Iz uslova konzervacije protoka (protok na ulazu u sistem je jednak
zbiru tokova izqubljenih korisnika i toka obradenih korisnika) slijedi
relacija:

A(t) = D(t) + L(1)

= A=y +PA

Servisni sistem je stabilan ako je vjerovatnoCa da se sistem nalazi u
praznom stanju razli¢ita od nule (pg ¢ 0) i da je vjerovatnota da u
sistemu ima beskonacno mnogo korisnika jednaka (p.—0).
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Litlova teorema

Q Litlova teorema kaze da za stabilan sistem vazi relacija: N = yT.
O Sliéna relacija se moZze primijeniti i na djelove servisnog sisterma:

radionicu i ¢ekaonicu.

D(t) A1)

SO=T+ > 1 jN(u)du

i=1 i=D(t)+

=lim- IN(u)du —hm&

t—)oo t—x0 f

D(1)

Ako je sistem stabilan: I
t—>

A(t) .
+Iim—— T
t= D(f) i=D(1)+1

A(D)

1 '
T =0
200, "

i=D(t)+1

A

A 4(7). D(1)

FIFO

A(D)

, R

N(r)

‘_’_,]j 2, 1\ D@

A\
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Markovljev lanac

Specijalni slucaj stohastickog procesa koji uzima samo diskretne
vrijednosti, pri cemu stanje u frenutku t,.;zavisi samo od stanja u
neposrednom prethodnom trenutku t,

Lanac se razvija u vremenu tranzicijama izmedu stanja .

Razvoj stohastickog procesa se opisuje vrijednostima stanja u
posmatranom trenutku , a ne vremenom provedenim u tom stanju .

U slu¢aju da imamo da su trenuci tranzicija diskretni, radi se
diskretnom lancu.

Markovljev lanac radanja i umiranja

o U nekom odredenom trenutku vremena (+ —0) moze se desiti neki od moguéa 3
dogadaja:
Iz sistema je otisao jedan korisnik
U sistem je usao jedan korisnik
Niti je usao korisnik u sistem, niti je izasao iz njega
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Markovljev lanac

0 Opisuje se dljagr'amlma stanja koji se sastoje od stanja (kruziéi) i dozvoljenih
tranzicija izmedu njih (linije sa strelicama)

O Kod lanaca kontinualnih u vremenu tranzicija se moze javiti u bilo kom ftrenutku
i opisane su parametrom eksponencijalne r'aspodjele

0 Kod lanaca diskretnih u vremenu franzicija se moze javiti u tacho definisanim
trenucima i opisani su vjerovatnoCama tranzicija koje zavise od geometrijske
raspodjele vremena zadrzavanja u posmatranom stanju

o U ovom sluéaju stanja mogu imati tranzicuju u same sebe .
O Suma svih vjerovatnoca napustanja stanja mora biti jednaka 1.

7\/2 M3

e

Kontinualni:( 0 1 o (2) (3

N Y N
. . T TR ST
Diskretni: . ) ) H

SCO 0L O
1-p 1—p 1—p
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Odredivanje vjerovatnole stanja

§i 2
/
{olloBop=RoNol B

\
Ho =0 \\ ~ - M A e iy My Hyr

$ /
B
~—

/10})0:/111)1 S imcce il cusoatae-did - npn —aunolpn-l
2 : v., N o
ADo = Py = P, =7"pu S obzirom da vazi: Z:(;P I
1 Dobija se:
A Ay
AP, =Py, = Py = 4 0
H; Ha b 1
Po =
1 1
Boosenii 1+ZH
/’{‘n—lpnﬂ = lunpn 4 pn ::upo n=1 i=l /’l
:tln .”1112/'11
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M/M/m sistem

Hp, = Apy = p, :;_;po

)

, A 3

2upy =y =Py =5 PL=57 P
Y 21

2 7 l }'3

SHP; =/, = P =P = Po

3u 3’

am
3 e
mup, = Ap,._ — Pu = ), m Po
m. i
)m—l
mup,, ., = Apm = Pma = ﬁpo
m-m:u
om
mup, = 2p, = Pn= o Hi—M Po

m" ™" m! u"

korisnici

A

mu mu

: korisnici
————

|
| =2
|

cekaonica m servisera
(beskonacna)
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M/M/m sistem

0 "~ u _-7 2u 3u (m—1)u mu mi m/// mu mi
(mp)" A" = m-1 A" m" -, |
P, = Do =—"Dy, l=n<m T p, =l —p,+— = pip, =1
n! n! n=0 n=0 p! m! n=m
m n n
m" p A 1 1
= =Dy, N=m — Py = = .
p" ’n! pO m n-m 777! pO m\_—l 4*1" m " é )n mv—l 1"1)1 n 777"1 p m 1
A =0 pl ) nem =0 pl ! l-p
p= Y Iskoriséenje servisera
A
xfl = — 7, .
L Ponudeno optereéenje

Da bi sistem bio stabilan mora biti ispunjen uslov da je iskoris¢enje servisera
manje od 1 (serviser mora povremeno biti nezauzet tj. Sistem mora povremeno
bitip razan).
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M/M/m sistem

R AN 5 i ; A A A
// n u

I

CuoloB acRoIcBIok:

A\

NN

0 "~ u__-7 2u 3u (m—1)u mu mpu muf mu mu

Vjerovatnoéa ¢ekanja P, je vjerovatnoca da korisnik po ulasku u
servisni system mora da ¢eka tj. u fom momentu su svi serviseri
zauzeti:

o m" p
PQ=ZP,,__'1_ Po
‘_IHI
m'(l—p
=3 PQ = T ( Z)m = E;(N?,A) Erlangova C formula!
m-1 4 4
> +

=0 n! mi(l-p)
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M/M/m sistem

O Srednje vrijeme servisiranja Ts je srednje vrijeme eksponencijalne raspodjele
jer je servisiranje kod M/M/m sistema go eksponencijalnoj raspodjeli:

O Na osnovu Litlove teoreme imamo da je sEednji broj korisnika u radionici:

Ng =ATg =—=A
S ST

O Srednji broj korisnika u ¢ekaonici N, je:
Ny=x (n-m)p, == (n-m) 2l p =L 3 (n—m)p"™ =
n=m n=m ]77 ! }’7 ! n=m

m m m m m m d
o0

m /*) z n m /0 z n-1 m 10 ( n )
= ' Po X np = ’ PopP X np = , PP —\p )=
m! n=0 m! n=0 m! n=0 dn

m" p" d - , m"p" d 1 m" p” PO
= P = | Po 2
m! (1-p)

) > 0 = )
oF PoF
m! dn n=0 m! dn\1-p
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M/M/m sistem

Na osnovu Litlove teoreme je sredl(\,je vreme gekanja korisnika T
Q P _Ta
T, = =
CT A T 1-p 2

Srednji broj korisnika u sistemu N je jednak zbiru srednjeg broja korisnika u
radionici Ngi Cekaonici N: )

N=Np+N¢c=A+—-—-DP"P
Q S 1_pCI

Srednje vrijeme zadrzavanja korisnika u sistemu T je jednako zbiru srednjeg
vremena ¢ekanja T, i srednjeg vremena servisiranja korisnika T':
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M/M/m primjeri primjene

O Jedan od primjera Erimjene Je analiza prenosa jedinica podataka preko linka
izmedu dva komunikaciona Cvora, pri ¢emu se pretpostavlja da su baferi
dovoljno veliki da ne moze da dode do gubitaka .

O Pri fome, takode se pretpostavlja da jedinice podataka pristizu kao Paosonov
tok, a duzina jedinice podataka je u stvari koli¢ina posla koja treba da se
obradi i pretpostavlja se da duzina jedinice podataka ima eksponencijalnu
raspodjelu .

O Ukupan kapacitet linkova izmedu dva posmatrana komunikaciona cvora je
C[b/s], broj linkova je m, pri ¢emu su svi istih kapaciteta. Tada se za analizu
ovog sistema u zavisnosti od multipleksiranja jedinica podataka koristi jedno
od sledeca dva modelovanja posmatranog sistema

o Sistematsko multipleksiranje - Model se sastoji od m M/M/1 sistema
o Statisti¢ko multipleksiranje - Model se sastoji od jednog M/M/m sistema

Prijemni

Otpremni bafer bafer
1z drugih
&vorova
1 C/m [b/s]
¢\ 2 C/m [b/s] /X
|
) | K
I
m C/m [b/s]
A
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M/M/m primjeri primjene

Za slucaj sistematskog multipleksiranja svaki link ima svoj bafer u koji se
smjestaju korisnici tj. jedinice podataka.

Jedinice podataka koje treba da se proslij ede prema komunikacionom ¢voru B

57 prosleduju na neki od m linkova sa podjednakom vjerovatnocom koja iznosi
1/m

Protok podataka na svakom linku je A/m , gde je A protok podataka ka
komunikacionom ¢voru B.

Mo¢ servisera tj . linka je C/m . Tako da ovde postoji m M/M/1 s istema.

wu=C/m

Alm —1
R

®

C/m

Alm 2
A .

Alm —1m
— > | J

> Ka ¢voru B
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M/M/m primjeri primjene

Kod statisti¢kog multipleksiranja imamo jedan zajednicki red cekanja za svih
mvlinkova, tako da ¢im jedan link postane slobodan jedinica podataka se

prosledujevka njemu

Ovdje je protok podataka u sistem A, a mo¢ servisera je i dalje C/m .

Sluéaj statistickog multipleksiranja povoljniji je sa stanovista srednjeg
zadrzavanjavu sistemu iz prostog razloga sto se kod njega nikad ne moze desifi
da postojivkorisnik koji ¢eka, a da pri fome postoji slobodan link.

Takode se pokazuje da je bolje imati jedan link kapaciteta C, nego m linkova
Ciji Cevukupni kapacitet biti takode C, sa stanovista srednjeg vremena
zadrZavanjavkorisnika u sistemu sto ¢e biti pokazano nesto kasnije u okviru ove
sekcije.

u=Clm

— (Cm) \

\_/

(=)

1 > Ka ¢voru

| B
|

m
(en)y—
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M/M/1 sistem

a U praksi se veoma Cesto koristi za modelovanje telekomunikacionih sistema ili

njihovih delova

A
Iy, =—;N;=4
7
TQ _ /_) i’ \ _ ,()-
l—p 2 B l—p
T_ | N A
H—A U—A
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o000 00

M/M/m/k sistemi

Poasonov tok dolazaka u sistem sa parametrom A

E ksponencijalna raspodjela vremena obrade korisnika sa parametrom p

m servisera

Konac¢na ¢ekaonica sa k-m mjesta

FIFO disciplina posluzivanja

Sistemi kona¢nog kapaciteta su po prirodi stabilni jer kod njih ne moze doéi do

nagomilavanja beskonacnog broja korisnika, ve¢ je to regulisano kroz
mehanizam odbijanja korisnika

M/M/m/k

(k-m) mesta

—> ¢ekaonica
i A,

o

’ RS

m

OO
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M/M/m/k sistemi

am
mllq)m - A’pm—l - pm - m pO
m! u
/'{)n+1
mpp,,., = )me = Pua — W Po
/?.k
MUp, = APy, = Py = ml)o

Py = ADp = Py =0

m— IA I’)’Im k n
vpn_1:>v— tF— = P'p, =1
n=0 p! m! n=m
. 1 1
pO _= = -
m1 A" m" k , wma A" m™  1-pF
T —+—3z p" T —+
n=0 p!  m! n=m =0 pn!  m! l1-p
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M/M/m/k sistemi

-~

Q Vjerovatnoca blokade Py je vjerovatnoéa da se sistem nalazi u stanju k sistem
je pun) i po definiciji je Pj
m _k m _k
m” p m" p 1
PB :pk - ' pO - ] m-1 4n m k
m! m! A m- L, 1=p
> —+ )

ya
= n m 1—p

O Ponudeni saobracaj je saobraéaj koji korisnici nude servisnom sistemu, ali
posto je ovo sistem sa gubicima sav saobracaj koji je ponuden se ne ostvaruje,
veC samo dio. Ostvareni saobraéaj i definise se kao

y A
A :L:_(l_PL):A(l_PL)
U
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M/M/m/m sistemi

Erlangov model

Bez ¢ekaonice

Erlangov model je narocito koriséen u okviru klasi¢ne telefonije za
modelovanje telefonskog saobraéaja

Formula za vjerovatnoée stanja pnsistema M/M/m/m se jos naziva i Erlangova
raspodjela prvog reda: Ey(n,m,A4), n=0, 1,.m.

n A” _
Py = (777,0) Po = Po» 1<n<m Po=""0
n! n! Z
)l« n=0 n!
I[) =
mil
X‘ o P A‘Im
4= o Vjerovatnoca =
blokiranja Erlangova 7 = p,, = mm;ln
B formula) 3

— n!
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M/M/m/m sistemi

Protok korisnika na izlazu iz sistema

]/ — Zlunpn — anlll?n — luznpn — IUNS
n=0 n=0 n=0
N, srednji broj korisnika u radionici srednji broj angazovanih servisera

Ostvareni saobraéaj
4‘15 — 1 = !L\TS =
y7i y7i
Srednje vrijeme servisiranja T je 1/ p jer je obrada korisnika po
eksponencijalnoj raspodjeli sa parametrom y
Posto sistem nema ¢ekaonicu onda je srednji broj korisnika u ¢ekaonici nula ,

a isto vazi i za srednje vrijeme Cekanja korisnika

N

S
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[ H Eay N

M/M/m/k/| sistemi

Poasanov tok dolazaka u sistem sa parametrom A , esponencijalna raspodjela
vremena obrade korisnika sa parametrom p

m servisera

Kona¢na ¢ekaonica sa k -mjesta
FIFO disciplina posluzivanja

Jedina razlika u odnosu na M/M/m/k

o Broj potencijalnih korisnika konaéan i iznosi | .

: —————————————— : Servisni
| | sistem - ' - (1) h
| | @ >l | (k-m) mesta \1_1/
| " ~ | 2 (1)
| - |
v > % >
: \i/ : portir ¢ekaonica | > T
I [ ' :
| | |
| ] | m N
| o | &
| O =
| Izvor !

______________
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U

M/M/m/k/| sistemi

Po ovom modelu vrijeme zadrzavanja korisnika u izvoru je slu¢ajna promjenjiva
koja ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom uv.

U zavisnosti od odnosa izmedu parametara m, ki | , postoje sledeli slucajevi
o 1<l<m,uovom slu¢aju u sistemu nema odbijenih korisnika i nema ¢ekanja na servis
o mc<|<k,uovom sistemu nema odbijenih korisnika , ali se moZe desiti da korisnici moraju da
Cekaju
o |>k,uovom sistemu moze doci do odbijanja korisnika
Specijalan slu¢aj M/M/m/m/I je Engsetov model (pretpostavljeno je da je | 2
m

Ukoliko je | >> m onda se ovaj sistem moze aproksimirati Erlangovim modelom
M/M/m/m.
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Engsetova raspodjela

[—1)v 1(1-1)? I,
e, e, (1

2u 2u° 2
[-2) (/=107 -2)’ [
3up; :(]_2)‘)}): = Ps; = ( 3 ) Py = ( )( 3 ) Po :(,,)7'3110
3u 3u 3

n’ll'g)m = (l —m+ l)Ul)m—l — pm =

i-1)--(I—=m+1)po" Iy,
et (1,

m! ™

Py = (] -m )U])m — P = 0

I-m+3v ([-m+2) ((=m+lo  (—m
(m -2 (m—1 mu
] n
Pn = r'p,, n=012,..m
n
N o (1) |
2P =1=2 ) Po=1=py=—"~—
n=0 n=0 n Z / ]'"
nO(nj
[ n
n
pn = D) n — 0,1,2
m l _
i
2|
i=0 \/
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Engsetova raspodjela

//:/’“\/u N(-1p (-2 (l-m+3p (I-m+2) (I=m+lp  (-mp
g u u ' x x

|y o " a ———————— @ @' @ @
=

AN

0 "~ u __-7 2u 3u (m—2)u (m—1)u mu o0

] —
( n)ug ] ] 11 )
Ap j=o\ j 7 n |
q, =" = e MU}
I_on’ipi [.J,J %ﬂ[ . jl.l
m 7 = l
Eo(l—z)u - (/J _
S l'j
=0\ j
A =(/ —n)u

O U ovom sistemu osobina PASTA ne vazi
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Engse’rova mspodjela

(l-m+3 (-m+2)p (I-m+v  (I-mp

——————

m 7 u m 1u mu

Q Intenzitet ponudenog saobradaja A

O Intenzitet ostvarenog saobraéaja

m m ] ] m _l .
A, =N, =Eli}= zzp,—ZIpO =—7 >

| =l 7 —1
z ( ‘j".] l
=0\ j
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Engse’rova mspodjela

(I—m+3p (I—m+2) (l-m+1)o (I-mp

——————

m 7 u m 1 mu

a Vjerova‘rnoca bloklr'an Jja

Q Vjerovatnoca gubitka
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