Osnovi telekomunikacija, studijska 23/24 Harmonijska analiza periodi¢nih signala

Uvodne napomene

U telekomunikacionim sistemima se moZe govoriti o dvije grupe signala:

- Deterministi¢ki — vrijednosti u vremenu su opisane preciznim analitickim izrazom. Primjeri su
signali sinusnog oblika i povorke pravougaonih impulsa. Sam deterministicki signal ne nosi poruku
ve¢ samo informaciju o na¢inu na koji se mijenja. Deterministi¢ki signali se mogu podijeliti na
periodi¢ne (ponavljaju se nakon odredenog vremena odnosno periode ponavljanja) i aperiodi¢ne.

- Slucajni — nije moguce definisati odgovarajuci izraz kojim bi se opisao njihov vremenski tok,
odnosno vrijednosti ne mogu biti poznate prije nego se signal generiSe. Svi telekomunikacioni
signali koji nose informaciju su slucajni signali. Na primjer, oblik i amplituda govornog signala su
slucajne veliine.

Kako se deterministicki signali mogu definisati matematickim izrazima, onda se koriste kao pomo¢ni
signali za prenos korisnih slucajnih signala.

Signali u telekomunikacionim sistemima se mogu posmatrati u dva oblika — vremenskom i frekvencijskom
(svaki signal koji se moze opisati funkcijom koja zavisi od vremena se moZe predstaviti i u funkciji
frekvencije). Kako za utvrdivanje vjerodostojnosti prenesenog signala treba da poznajemo njegove
karakteristike, vrlo ¢esto se deSava da vremenski oblik signala ne pomaze puno pri preciznom odredivanju
izobli¢enja pri prenosu, te se pokazalo da je tu analizu jednostavnije odraditi u domenu ucestanosti
(frekvencijskom domenu).

Osnovna uloga harmonijske analize jeste da se vremenska funkcija koja opisuje signal predstavi u domenu
ucestanosti pomo¢u pogodno odabranih parametara, kako bi se omogucilo matemati¢ko pracenje prenosa
signala u telekomunikacionom sistemu. Harmonijska analiza se zasniva na teoriji Furijeovih redova
(primjena kod periodi¢nih signala) i Furijeove transformacije (primjena kod aperiodi¢nih signala).

Sabiranjem dovoljnog broja sinusoida odredene amplitude i uCestanosti moze se formirati bilo koji
periodi¢ni signal. Broj komponenti (harmonika) kojima se opisuje slozeni signal mozZe biti konacan ili
beskonacan, pri ¢emu, za signale sa beskona¢nim brojem harmonika uzimanjem veceg broja ta¢nije
prikazuje sloZeni signal.

Periodi¢na funkcija f(t) sa periodom ponavljanja T se prema tome moZe predstaviti u kompleksnom i
trigonometrijskom obliku, 5to je predstavljeno respektivno:

+00 +oo
f@) = Z E,e/"@t = F, + Z 2|E,| cos(nwyt + 6,,) (D),
n=1

n=-—o
gdje je F, kompleksni spektar signala f(t) i moze se predstaviti kao
E, = IFnI elon (2),

gdje su |E,| i 6,, moduo i faza, respektivno, odnosno amplitudski i fazni spektar, respektivno, dok je w, =

2T v %
- osnovna kruzna ucestanost.
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Kompleksni spektar £, se odreduje kao:

E, = f(t) e7Im@ot gt 3)

e
NI’*]\: N~

Zadaci

1. Pronadi amplitudski i fazni spektar periodi¢nog signala f(t) prikazanog na slici 1.1, koji je u
intervalu jedne periode T definisan na slede¢i nacin:
0, 0<t<t
f(t) =4E, b <t<t;+r
0, ti+t<t<T
Grafi¢ki predstaviti amplitudski i fazni spektar ovog signala za slucaj da je T = g, a trenutak

pocetka impulsa t; = 0.
Rjesenje:
Signal f(t) je periodic¢an i graficki se moze predstaviti kao:

4 F(®)

| | s
| I
ty ti+T T T+t T+e+1t 2T t

Slika 1.1

Na osnovu (3), kompleksni spektar signala ¢emo odrediti na slede¢i nacin:

g t1+T
1 . 1 . E 1 ) -
E == t —jnwgot dt = = J t —jnwot dt = — —jnwot|*1 —
= [ r@e = | f@e e
_r —t
2

— % (e—jnwo(t1+r) _ e—jnwotl) —
- 0
E ot )
= jna) 7 e Jnwoly (1 — e—]nwor) (4)
0
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Kako vazi da je: Komentar: napisaéemo izraz u
/¥ —e7ix obliku Sl% jer ¢e nam to kasnije
= sinx, L . y
2j biti jednostavnije za graficko
o predstavljanje.
(4) moZemo dalje pisati kao:

, T
—Jnwoy , T, T , .
E = E e~ Jnwots € _ e_an°(7+7) — E e~ nwo(t1+7) (ejnwo% o e—JleO%) —
" jnw,T e—jnwo% jnw,T
jnw z jnw z
2E . e’ 02 — g 1702 2E . T
— e ~Jnwo(t1+7) — e ~Jnwo(t1+7) gin (na)o _) —
nwyT 2j nwoT 2
. T
2E T . Et sin (leo —) .
= Sin (nwo _) e_]nw()(tl"'r) — —TZ e_]nwo(tl"'r) (5)
nwoT 2 T nw, >

Na osnovu (2) i (5) mozemo zakljuéiti da se amplitudski i fazni spektar mogu predstaviti kao:

0, = —nwy(t; + 1) (7)),
respektivno, gdje jen = 0,+1, £2, £3...

Izrazu za fazni spektar 6,, potrebno je dodati A8,, tamo gdje funkcija mijenja znak, tj.

( sin (na)o %)
0, —>0
Nnwy ?
AG, = 1 _ T
sin (na)o 7)
iﬂ,', - T <0
nwy 7

Prema tome, izraz za fazni spektar je:
0, = —nwy(ty + 1)+ AG, (8).

Graficko predstavljanje amplitudskog i faznog spektra

Kompleksni spektri periodi¢nih signala su uvijek diskretni (linijski), a samo predstavljanje se moze
odraditi i za pozitivne 1 negativne ucestanosti ili samo za pozitivne ucestanosti, pri ¢emu u tom
slu¢aju vazi da je amplituda odgovarajueg harmonika 2 puta vecCa. Za dvostrani amplitudski
spektar (predstavljanje amplituda za pozitivne i negativne uéestanosti) vazi da je spektar simetriéno
paran u odnosu na ordinatu i da konfiguriSu samo nenegativne vrijednosti amplituda, dok je fazni
spektar simetri¢éno neparan u odnosu na ordinatu.
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Amplitudski (i fazni) spektar u ovom sluc¢aju je moguée nacrtati na dva nacina. Prvi nacin
podrazumijeva raCunanje amplituda (faza) pojedinacnih harmonika i njihovo graficko
predstavljanje, dok se za drugi nacin prvo crta anvelopa koja se dobija uvodenjem kontinualne
promjenljive, a zatim se crtaju i amplitude pojedina¢nih harmonika. Uzevsi u obzir da je za povorku
pravougaonih impulsa spektar beskonacan i da bi ¢ak i za skiciranje spektra trebalo izraCunati veci
broj harmonika, za sagledavanje oblika spektra bi¢e prikazano crtanje pomocu anvelope (u
nastavku ¢e svakako biti predstavljene brojne vrijednosti nekoliko prvih harmonika). Ovdje
dodatno treba napomenuti da amplituda za n=0 ne predstavlja harmonik ve¢ je u pitanju srednja
vrijednost (detaljnije u zadatku 2).

ET sin(O*wO%) E% E
|Fpzol = — | =—F*1= —=025F
T | 0+woy T 4
. T _ 2n T V2
pr [sin(1xwog)| Elsin(1+Frg)| E|T
|Fpail = — |————F5 =+ = — |5~ 0225E
T 1% wys 4 1*2_7T_T 41z
02 T 2+4 4

|F=2| = 0.159 E
|F,—3] = 0.075E
IFn=4| =0
|F—s| = 0.045 E

Ukoliko diskretnu promjenljivu nw, iz izraza (6) zamijenimo sa kontinualnom promjenljivom w,
dobijamo anvelopu amplitudskog spektra:

Maksimalna vrijednost anvelope je na ucestanosti w = 0 i iznosi Fy = lir‘% a(w) =0.25E.
w-

Kako je funkcija zapisana u obliku Si%, jasno je da ¢e anvelopa imati presjeke sa apcisom kada je

sinx = 0, 8to jezasvakox = km, k = +1,42 .. Prematome, a(w) = 0 zaw% = km,0dnosno zaw =
2km

T

Dodatno, potrebno je odrediti i gdje se nalazi w, u odnosu na 27” odnosno na prvi presjek anvelope
sa apcisom:

2T
e ==

_421'[_4
= T_ Wy

-l>|*ﬂ| y
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Ovo znaci da ¢e vrijednost svakog cetvrtog harmonika biti jednaka 0, ali i da u okviru jedne “latice”

anvelope imamo po 4 harmonika (pri ¢emu je amplituda Cetvrtog jednaka 0) na ekvidistantnim
rastojanjima od w,.

Amplitudski spektar je prikazan na slici 1.2.
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Slika 1.2

U skladu sa (8), graficki prikaz faznog spektra je na slici 1.3. Sli¢no kao kod amplitudskop spektra,
moguce je preci na kontinualnu promjenljivu kao pomoénu funkciju prilikom crtanja spektra.
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Slika 1.3

2. Prona¢i amplitudski i fazni spektar periodi¢nog signala f(t) prikazanog na slici 2.1, a zatim
odrediti amplitudski i fazni spektra signala f; (t) prikazanog na slici 2.2.
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Slika 2.1
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Slika 2.2

RjeSenje:
Kompleksni spektar F, signala f(t) ¢emo naci na sledeéi nacin:
E 1

t) e Jn@ol g = —
fe T —jnwg

T
Fo=o | f(©) eimoot dt = eminwot| 2, =

-
|
N e L
-
Nlﬁ%wm

E 1 - Et Sin (nwo Z)
= TjnweT (e ez - emwoz) T T (Tla)o%)z )

Ako uvrstimot = g (5to se moze zakljuciti sa slike 2.1) i wy = 27" amplitudski spektar signala f (t)
se moZe zapisati kao:

Bl = 5 =57 (10)

Kako je |sin (nz—n)| =1zan=41,43,.. a sin(?) =0 za n= 42,44, ..., jasno je da ce

amplitudski spektar imati presjeke sa apcisom (odnosno da ¢e vrijednost amplitude biti jednaka
nuli) zan = +2, +4 ..., tj. za svaki drugi harmonik.

Izraz za amplitudski spektar moZemo napisati i u obliku:
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Amplitudski spektar signala f(t) prikazan je na slici 2.3, pri ¢emu nije skicirana anvelopa jer je
signal pogodno bilo predstaviti u obliku koji je dat izrazom iznad, ali po potrebi bi anvelopa bila
skicirana na isti nac¢in kako je to odradeno u prvom zadatku.

4 |Fn|
E
LT
E E
T s
E ——
3 3n Spektar je
E  beskonacan!
5 5w
| | | | | | | >
6 c . ' 12 3 45 6 -
6 5 4 3 -2 -1 nwy
Slika 2.3

Kada je u pitanju fazni spektar, iz izraza (9) vidimo da “nema” argumenta kompleksnog spektra, tj.
tacnije, on ima zapis e/°. Sliéno kao u prvom zadatku, i ovdje je potrebno dodati A8, tamo gdje
funkcija mijenja znak, te ¢e fazni spektar u krajnjem biti jednak:

6, =0+ A0,

gdje je A6, definisano isto kao i u prvom zadatku, odnosno:

( sin (na)o %)
0, —>0
Nnwy ?
AG, = 1 _ T
sin (na)o 7)
iﬂ,', - T <0
nwy 7

U skladu sa tim, fazni spektar signala f(t) graficki je predstaljen na slici 2.4.



Osnovi telekomunikacija, studijska 23/24 Harmonijska analiza periodi¢nih signala
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Slika 2.4

U drugom dijelu zadatka je potrebno odrediti amplitudski i fazni spektar signala f; (t) prikazanog
na slici 2.2. Poredenjem signala signala f(t) i f;(t), moZzemo zakljuciti da je signal f;(t) samo

. E . - - ~ . . .
pomjeren za ——po ordinati u odnosu na signal f(t), odnosno da se on moze zapisati u obliku:

E
A®=f®-5 A

Bitno je da uo¢imo na S$ta utice ovo pomjeranje. Ukoliko ovaj periodi¢ni signal zapiSemo u
trigonometrijskom obliku u skladu sa teorijom Furijeovih redova, dobijamo:

fi(t) = (FO + z 2|E,| cos(nwyt + Hn)> — g,

n=1

y , . . .. . E
odnosno, uo¢avamo da ¢e ovo pomjeranje uticati samo na Fy, odnosno kako je F, = > kada se

dodatno oduzme g dobi¢emo vrijednost amplitude 0. U prvom zadatku je ve¢ navedeno da ova

komponenta nije harmonik, ve¢ da je u pitanju srednja vrijednost ili jednosmjerna komponenta
ovog signala. Sa slike 2.2 se jasno vidi da je srednja vrijednost signala f; (t) jednaka nuli, ali se ona
za periodiCan signal g(t) u opStem sluéaju ra¢una prema formuli:

T

1
Fe=Fo=7 [g@d  (2)
0

Izraz za amplitudski spektar signala f; (t) je dat ispod, a amplitudski spektar je graficki prikazan
na slici 2.4.
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Slika 2.5

Kada je u pitanju fazni spektar, na osnovu izraza (8) dobijenog u prvom zadatku, vidimo da on
zavisi od trenutka pocetka impulsa i trajanja impulsa. Kako se signal f;(t) u ovom zadatku nije
pomjerao po apcisi odnosno nije se mijenjao pocetak impulsa, a nije se mijenjalo ni trajanje
impulsa, mozemo zakljuciti da ¢e fazni spektri signala f(t) i f;(t) iz ovog zadatka biti isti.

Zakljucak: Pomjeranje signala po ordinati (y osi) uti¢e samo na amplitudski spektar u odnosu na
“nepomjereni” signal, dok pomjeranje signala po apcisi (x osi) uti¢e samo na fazni spektar.

3. Naulaz kola prikazanog na slici 3.1 dovodi se signal prikazan na slici 3.2.
a) Pronaci amplitudski i spektar snage ulaznog signala.

b) Ako je % = wy, gdje je w, osnovna kruzna ucestanost ulaznog signala, odrediti amplitudski i
spektar snage izlaznog signala.

c) Kako treba odrediti elemente kola R i C, pa da snaga tre¢eg harmonika izlaznog signala ne
prelazi 1% srednje snage ulaznog signala?

A Un](l)

R

' ‘—’ﬂ\/\f\T + / | F‘*/
U.0 C v —'1‘/2'/ o |12/T e
—‘7 E 1

Slika 3.1 Slika 3.2
Rjesenje:

a) Amplitudski spektar i spektar snage ulaznog signala
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Funkciju U,,; (t) mozemo zapisati u obliku U,,;(t) = f(t) = %t na intervalu od —g do g Tada

¢emo amplitudski spektar na¢i na sledeci nacin:

2E

Uun = E, = A t e Jnwot gt (13)

-
|
NSTTTY NN

Ako se primijeni smjena (f udv = uv — [vdu, gdje jeu =t » du = dt; dv = e /"@oldt —

1 -7 . .
vEoe J”“’Ot), izraz (13) postaje:
T
2
o =2_E t e—jnwotlgT + f e—jnwotdt (14)
T? \—jnwo -5 Tjnwo
2

RjeSavanjem izraza (14) dobija se:

F ] T
n T2 nwe 2

- 1 — g mwoL
( ]nwOZ + e]nw()z) + W) (e anOZ —_ e]nw()z)
ncwg

; 1 ; ;
EE e I 4 /T 4 202 (e=/nm — efn”)] (15)

Kako vazi da je et/"™ = (-=1)" idajej = e’z izraz (15) postaje:
E .y
E, =— (-1 2
=— (-D"e
Amplitudski spektar je na osnovu toga:
E
Vaanl = 1B = || 16)

Srednju vrijednost za amplitudski spektar ne moZemo procitati iz dobijene formule, ali kada se
primijeni izraz (12), dobija se da je srednja vrijednost jednaka 0, odnosno:

2E

1
Fsr_FO_ ff(t)dt—f ?tdt=0 (17)

N|"]\ N~

Na osnovu (16) i (17), amplitudski spektar signala U,; (t) je prikazan na slici 3.3.

10
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4 |Uuln(nw0)|
E E
s b/
E
2m 2w
= £ Spektar je
E ™ E  beskonadan!
47 4m
4 -3 -2 -1 1 2 3 4
nw,
Slika 3.3

Osim amplitudskog, potrebno je naci i spektar snage (osim ako u zadatku nije drugacije naglaseno,
misli se na dvostrani spektar). Na predavanjima je pokazano da je |E,|? snaga n-tog harmonika na
jedni¢nom otporniku i da se veli¢ina S;; (nwy) = |F,|? naziva spektrom snage signala f(t), te je
prema tome traZeni (dvostrani) spektar snage prikazan na slici 3.4.

4 S(nwy)

Spektar j
oy e

1O e

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

\ 4

nwy
Slika 3.4

b) Akoje R_l(] = wy, gdje je wy osnovna kruzna ucestanost ulaznog signala, odrediti amplitudski i
spektar snage izlaznog signala.

Kako vazi da je |U;,n| = |H(w)||Uyin |, gdje je H(jw) prenosna funkcija (naponski djelitelj) koju
moZemo napisati u obliku:

11
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1
, jwC 1
H = = ,
(o) 1 o 1+jwRC
JjwC
Odnosno za diskretnu promjenljivu nw, imamo da je:
[H (o)l -
nw =
0 J1+ (nwyRC)?
Prema tome:
| Vuanl |
|Uizn| - |Uuln||H(]nw0)| - \/1 ) - \/1 )
Odnosno:
0, n=20
Uinl =3 |z
o —|””| , = +1,42,..
V14 n?

Na osnovu ovoga potrebno je nacrtati amplitudski i spektar snage!

¢) Kako treba odrediti elemente kola R i C, pa da snaga tre¢eg harmonika izlaznog signala ne
prelazi 1% srednje snage ulaznog signala?

Treba odrediti R i C tako da vazi: P;,(3w,) < 0.01P,,,  (18).

Srednja snaga ulaznog signala se moze odrediti na slede¢i nacin:

~| =

T
EZ
Pyisr = _f ul(t) = ? (19)
0

Snaga tre¢eg harmonika izlaznog signala je:

2E? 1

Pi,(3wg) = 2|Uy,|* = 3272 1+ (3woRC)?

(20)
Kada se (19) i (20) uvrste u (18) i to se rijeSi dobija se:

1 2

RC = —_—
= 3w, | 0.372
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