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Nedostaci FT-a — primjer

@ Pretpostavimo dva signala x1(¢) i xo(t):

t t 16 (t-128)2
x1(¢) = sin (122n—) — oS (4271— - —7 ( ) )

128 128 11 64
Lo (94 t o, (t—128)2 (t—120)3) (=02
-1 - /4
S|P 198 | T 6a 61 ) )¢
t t—50)2 =502
-1. 1 -2 -(56°)
GCos( 57[128 n( 64 ) )e

x9(t) = x1(255 — ¢t).

@ lako nisu identi¢ni, ova dva signala imaju priblizno istu apsolutnu
vrijednost FT.
Faze FT su razliCite, ali je teSko koristiti informaciju iz njih.
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Nedostaci FT-a — ilustracija
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Figure: Dva razliCita signala x1(¢) # x2(t) sa istim Furijeovim
transformacijama, | X1(Q)| = | X2(Q)|.
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Analiza nestacionarnih signala

@ Furijeova transformacija daje jedinstveno mapiranje
signala iz vremenskog u frekvencijski domen.

@ Medutim, za nestacionarne signal (signale Ciji se
spektralni sadrzaj mijenja tokom vremena), Furijeova
transformacija je prakticno beskorisna.

@ U zavisnosti od oblasti, razne reprezentacije za
analizu nestacionarnih signala su predloZzene i mogu
se podijeliti u tri velike grupe:

@ linearne reprezentacije,
@ kvadratne reprezentacije, i
@ reprezentacije viSeg reda.
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Kratkotrajna Furijeova transfromacija

(STFT)

@ Najpoznatija linearna vremensko-frekvencijska
reprezentacija je kratkotrajna Furijeova tranformacija
(eng. Short-Time Fourier Transform — STFT).

@ DefiniSe se na sljedeci nacin:

STFT(£,Q) = f x(t+1)w(r)e 7 dr
gdje w(r) predstavlja tzv. prozor koji ‘klizi’ duz signala
x(t) i raCuna njegovu FT.
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STFT (2) — ilustracija

x(t+T)w(T)

Figure: llustracija lokalizacije signala u STFT.
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STFT (3)

@ Ako oznacimo da je x;(t) = x(t + ), mozemo zakljuciti
da STFT predstavlja FT signala x,(t)w(7), tj.

STFT(¢,Q) = FT {x:(0)w(7)}.

@ Takode, iz definicije STFT mozemo zakljuciti da STFT
zadovoljava svojstva koja zadovoljava i FT.
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Primjer — duzina prozora (1)

@ Nacdi STFT signala x(¢) zapisanog u obliku:
x(t) = 8(t — t1) +8(t — to) + e/ + /%21,
@ Odgovor: STFT signala x(t) biCe:

STFT(t,Q) =w(t:—t)e /0 + w(ty—t)e /270
+ W(Q - Qq)e/ ™M+ W(Q - Qy)e/,

gdje W(Q) je Furijeova transformacija prozora.
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FT pravouganog prozora

Kao primjer posmatrajmo pravougani prozor

1,za -T<t=<T
wgr(t) = .
0,drugdje
cijaje FT
r e/ _ o=J0T sin(QT)

Wr(Q)=| 1-e7%dt= =
r(2) f_T e Q a

Nule ove funkcije su QT =k, k= +1,+2,.... Sirina
glavne latice je 27/T.

Predavanije I Nestacionarni signali i sistemi 10.10.2022. 9/36



|
FT pravougaonog prozora (2)
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Sirina u vremenskom domenu 27, &irina glavne latice u FT domenu 27/T'.

Proizvod Sirina u vremenskom domenu i glavne latice u FT domenu 27 = const.
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Primjer — duzina prozora (2)
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Uticaj Sirine prozora na analizu LFM
signala

Posmatrajmo signal x(¢) = ejat?, Primijenimo STFT sa pravouganim prozorom
sirine 2T sa centrom u neko ¢.

Priblizna analiza STFT koriste¢i metod stacionarne faze. Trenutna frekvencija,
Q;(t) =2at.

Unutar prozora koji je centriran ¢ imamo frekvencije koje odgovaraju intervalu
od t—T do t+ T, odnosno, Sirina opsega frekvencija od 2a(¢ — T') do
2a(t +T) koja iznosi 4aT.

Sirina glavne latice pravougaonog prozora je 27/T, za malo T ona
dominantno doprinosi Sirini FT, pa je Sirina STFT 4aT + 2n/T i ne zavisi od ¢.

Izvod Sirine STFT po T izjednacavamo sa 0, da bi dobili 7" koji daje minimalnu
&irinu. To je 4a — 21/T2 = 0, Optimalna $irina prozora, koji daje najmanju
Sirinu STFT, je T = Vn1/2a.
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Spektrogram

@ Spektrogram predstavlja vizuelizaciju spektralnog sadrzaja kroz
vrijeme.

@ Spekirogram se definiSe kao energetska vrijednost STFT-a

SPEC(t,Q)=|STFT(t,Q)|?

2 | oo
—U x(t +T)w* (1)e 7/ Fdr

o0

2

= L f x(Dw* (T - t)e 7 ¥dr

(o.¢]
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Spektrogram — ilustracija

SPEC‘ Q)

Figure: Spektrogrami prethodnih signala x1(¢) i xo(%).
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Prozori

@ Prozori predstavljaju bitan faktor u lokalizaciji signala
u vremensko-frekvencijskoj analizi.
@ NajcescCe korisceni prozori su:
@ pravougaoni
@ trougaoni (Bartlett)
@ Hann(ing)
@ Hamming
@ Blackman i Kaiser.
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Pravougaoni prozor

@ Najjednostavniji prozor je pravougaoni prozor:
(1) = 1 for|t|<T
W= 0 elsewhere

ili u diskretnoj formi:
wn)=u(n+N/2)—u(n—-N/2).

@ FT diskretnog prozora je:

N/2-1 .
; _ sin(wN/2)
W(e’?) = Z e I = ———
ne—N/2 sin(w/2)
g
E e =
Y = Ex
=
T Q 0
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Trougaoni (Bartlett) prozor

@ Trougani prozor definisan je:

(] 11T zall<T
=10 drugdie.

@ U diskretnoj formi:

2|n|

w(n) = [1 "N [u(n + N/2)—u(n — N/2)].

@ Lako je pokazati da se trougani prozor sirine T' dobija kao
konvolucija dva pravougano prozora sirine T'/2 ili u diskretnom
domenu sirine N/2.
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Trougaoni (Bartlett) prozor

@ Prema tome FT trouganog prozora je jednaka kvadratu FT duplo
uzeg pravouganog prozora

@ U analognom domenu
.2
sin“(QT/2)
WR(Q) = 4T

@ U diskretnom domenu

N/2-1 2n|
%

W)=Y
N

sin®(wN/4)

e Jon = )
sin%(w/2)

n=—N/2

T Q Q

W(Q)

w(T)

10 logl W()!
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Hann(ing) prozor

@ Hanning prozor definisan je na sljedeci nacin:

0.5(1 + cos(n7/T)) = cos® (x7/(2T)), za |t|<T
w(t) = .
0, drugdie.
@ FT Hann-ovog prozora je
T .
Wr(Q) = f 0.5(1 + cos(nt/T))e 7 dt
-T

1 rT . 1 rT . . 1 rT . .
:—f 1e_JQdT+—f eJ”T/Te_JQdT+—f e /T =i ¢
2J)-r 4 J-1 4J)-1
sin(QT) sin(QT-n) sin(QT+n) (/T)%sin(QT)
= + + =
Q 2Q-7 2(Q+7) QUF)?-Q2)
Prva nula W (Q) nije QT = +m, zato sto i u imeniocu tada

imamo 0, vec Q) = +27/T, pa je Sirina glavne latice 47/T', dva

puta ve¢a nego kod pravougaonog prozora.
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Diskretni Hann(ing) prozor

@ Diskretna forma Hanning prozora:

w(n)=0.5

1+cos(2 )
N

[u(n+N/2)—u(n—N/2)],

sa jednostavnom DFT

N N N
W(k) = E6(k)+ Z(S(k +1)+ Z5(k -1).

N

w(T)

W)
10 log W(Q)!

b

T
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Hamming prozor

@ Hammingov prozor se definiSe sli¢no kao Hannov prozor

_ | a+bcos(nt/T)), zalt|<T
wiz) = { 0, drugdje.
gdje se konstante a i b odreduju iz uslova da je w(0) =0,
odnosno a + b =1 i uslova da maksumum prve bocne latice kod
Hann-ove forme prozora bude 0. Vidjeli smo da je glavna latica
Hann-ovog prozora Siroka do Q2 = +2x/T, naredna nula ovog
prozora je Q) = +3n/T. Maksimum je izmedu njih na
Q = +57/(2T). Uslov je da taj maksimum ode na 0, odnosno

sin(QT) sin(QT) sin(QT)
Wu(Q)=a Q bZ(Q—%) b2(9+%)—0

za Q = +57/(2T). Slijedi 0 = gt — b — =l
2a/5—-10b/21=0,stouza+b =1dajea=0.54ib=0.46.
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Hamming prozor

@ Prema tome, Hamming prozor ima formu:

(1) = 054+0 46cos(nt/T)) za |t|<T
B drugdije.

Analogno se definiSe i diskretni Hamming prozor:

w(n)= [u(n+N/2)—u(n —N/2)]

2nn
0.54 +0.46
cos( N )

&ija je DFT
W(k)=0.54N5(k) +0.23N8(k + 1)+ 0.23N6(k — 1).

ANE|

T Q Q
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Blackman i Kaiser prozori

@ Definicija Blackman prozora:

{ 0.42+0.5cos(nt/T)+0.08cos(2nt/T) za |t|<T

w(r) = .

0 drugdje
se dobija od a + b cos(n1/T) + ccos(2nt/T) i uslova da je
a+b+c=1,kaoidaje FT prozora jednaka 0 na maksimumima
dvije naredne latice, odnosno za Q = +5a/(2T) i Q = +7a/(2T).
Izvodenije je isto kao i za Hammingov prozor.

@ Koriste se za vecée potiskivanje boc¢nih latica. Za dodatno
potiskivanje, koristi se Kaiser prozor.

AN

T Q Q
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Primjer

@ Nadi STFT signala:
x1(t) = 2cos(4nt/T) + 2cos(12xt/T) i
x9(t) = 2cos(4nt/T)+ 0.001cos(64rt/T) au t = 0.
Koristiti Hamming i Blackman prozore sa T' = 128.
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Disrektna forma i realizacija STFT

Kljuéni faktori u numeric¢kim racunanjima i implementaciji STFT
su diskretizacija i realizacija.

Ako signal odabiramo intervalom A¢, dobicemo:

(e ¢]

STFT(t,Q)= f x(t+w@e 7 dr= Y x((n+m)Aw(mA
m=-00
Diskretna STFT dobija se kao:
STFT(n,w)= )Y w(m)x(n+ m)e /M
m=-—00

gdje x(n) = x(nAt)At, i w = At je normalizovana frekvencija.

STFT(n,w) je periodina sa periodom 2.
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Maksimalna frekvencija u STFT

@ Vezaizmedu analogne i diskretne STFT
[e.°]
STFT(n,w)= Z STFT(nAt,Q+2kQg) with w = AtQ.
k=-00

@ Da bismo izbjegli preklapanje u STFT-u (aliasing), korak
odabiranja treba uzeti

gdje je QQ,, maksimalna frekvencija u STFT.

@ U praksi, mozemo pretpostaviti da je sadrzaj spektra x(¢ + 7)w(7)
iznad frekvencije Q,,,, tj. da se |Q| > Q,,, mozZe izostaviti, tj. da
spektralni sadrzaj iznad (2, ne degradira period osnovne
frekvencije.
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Diskretizacija u frekvencijskom domenu

@ Diskretizacija u frekvencijskom domenu izvodi se sa brojem
odbiraka jednakim ili ve¢im od duzine prozora N. Ukoliko
uzmemo da je broj diskretnih frekvencijskih tacaka jednak N,
dobijamo

N/2-1 P
STFT(n,k)= STFT(n,w)Iwzzﬁnk = Z wm)x(n+m)e™ N
m=-N/2

@ Moze se izraCunati pomocéu DFT kao
STFT(n,k)=DFT,,{w(m)x(n+m)},

za odredeno n.
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Rekurzivha STFT realizacija

@ Rekurzivna implementacija je vazna za implementaciju STFT-a (i ostalih
vremensko-frekvencijskih reprezentacija) na hardveru.

@ Za pravougaoni prozor, STFT se moze dobiti rekurzivno na osnovu

N/2-1 o
STFTg(n, k)= Y. x(n+m)e /2N
m=—-N/2
N/2-2
= Z x(n+m)eij2”m%—x(n—]i—1)ej2”(%+1)%+x(n+g—l)e7j2”(%fl»%
m=-N/2—-1 2 2

= STFTR(H, — 1’k)ej27[k/N + [x(n + ]EV _ 1)_x(n _ g _ 1)](_1)kej2ﬂk/N

@ Za ostale prozore, STFT se moze dobiti preko STFT-a pravougaonog prozora.
@ STFT sa Hann(ing)-ovim prozorom:

1 1 1
STFTh(n,k) = ESTFTR(n,k)+ ZSTFTR(n,k -1+ ZSTFTR(n,k +1).
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Inverzna STFT

@ Signal, pomnozen sa prozorom, se moze dobiti od STFT u
odredenom trenutku ¢, kao njegova inverzna FT,

1 7 .
x(t+ D) = - f STFT(t, Qe dQ.
-0

@ Ako je STFT racunat na skupu diskretnih vrijednosti ¢t = iR, sa
pomjerijem R za svaku slijedec¢u STFT-a, onda

o0
x(iR +1)w(T) = f STFTGR,Q)e 7 d7.

@ Za jedan dati trenutak iR gdje STFT racunata, rekunstruisani
segment je x(iR + 1)w(t). Posto je prozor Sirine T'<t < T,
signal se teorijski moze rekonstruisati u intrevalu
iR-T<t<iT+T,dielienjem sa w(t).
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PreklapajucCi prozori

@ Nepreklapajuci prozori koriste se za jednostavnu i
laku analizu zato Sto drze broj STFT koeficijenata
istim kao broj odbiraka.

@ Medutim, STFT se uglavnhom racuna preklapaju¢im
prozorima. Zasto?

@ Problem u nepreklapaju¢im prozorima je (posebno u
prozorima koji nisu pravougaoni) to sto tezine nekih
djelova signala nisu velike, pa se vrijednost signala
doja dijeljenjem sa malim brojevima, sto je nestabilno
i povecava sum, ako postoji u signalu.
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Preklapajuci prozori (2)

x(n ~N-+m)w(m)p x(n grm)w(m,

wonf
T

x(mpw(n=n+N/2) X =N/2-4m)w(m

Rl ﬂhﬂw Xhm ”
o

PO ﬂ o

X(rw(n=n, + N)+x(n)wn—n +N/2)+x(n)w(n—n,)
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Rekonstrukcija signala

@ Rekonstrukcija signala koristeci pravougaoni nepreklapajuci
prozor

STFT(2,k) STFT(6,k) STFT(10,k) STFT(14,k)

s,104)

s,(10-1)

,(10-2)

E
Tz 5+ s & 7 s s w oW owm W ww®
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Rekonstrukcija signala (2)

@ Rekonstrukcija signala sa provouganim prozorom se
vr8i racunanjem inverzije STFT-a za svaki dio posebno
@ Ako je STFT racunat na skupu diskretnih vrijednosti
t =1R, sa pomjerjem R = 2T za svaku sljedecu
STFT-a, onda

xGR+1) = f STFTGR,Q)e /" dr.

odnosno
x(t) = Z x(GR+71)= Z fSTFT(LR Qe /¥ dr.
zat=i1R+r.
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Rekonstrukcija signala (3)

@ Slican postupak providimo i sa ne-pravouganim
prozorima, pri Cemu se racunanje STFT-a vrsi sa
preklapanjem, za ¢t = iR, sa pomjeriem R < 2T za
svaku sljede¢u STFT-a. Dobijamo onda

x(t) = Z YGR+7)w(t)= Z f STFTGR,Q)e " dr.
zat=1iR + 1. UvodeCi smjenﬁo;: iR + 7 na lijevoj

strani dobijamo Y72 _k(t)w(t —iR). Uslov
rekonstrukcije bez dijeljenja sa prozorima je

S W(t—iR)=1.

1=00
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Rekonstrukcija signala (4)

@ Hanning-ov prozor zadovoljava uslov konstantnog
preklapanja prozora za rekonstrukciju (eng. constant
overlap-add (COLA)) le(r — zR) =1,saR=T.

12+ w(r— zR
w(T+2R) w(r

+R) w( w(T w(T — 2R)
1
0.8 -
0.6 -
04
0.2
O . .
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Rekonstrukcija signala (5)

@ Ova osobina dolazi iz w(r)+w(t+T) =
cos? (nt/(2T)) + cos? (n(t + T/(2T)) =
cosZ(nt/(2T)) + sin® (n1/(2T)) = 1.

@ Isti uslov moze biti zadovolienisa R =T/2, R =T/4,
..., nakon odgovarajuceg skaliranja amplitude
prozora.

@ Uslov rekonstrukcije je zadovoljen sa trouglim
prozorom, dok ako relaksiramo uslov da je zbir 1 za
bilo koju konstantu, onda Hamming i drugi prozori
takode zadovoljavaju uslov rekonstrukcije.
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