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Predavanje 1

Fazi skupovi 1 osnovne operacije nad

fazi skupovima

Ishodi ucenja:
Nakon savladavanja gradiva sa ovog predavanja studenti ¢e moci da:
= Naprave razliku izmedu klasi¢nih i fazi skupova

= DefiniSu pojmove fazi skup, funkcija pripadnosti, fazi broj, o-cut
(a-rez), itd.

= IzvrSe osnovne aritmeticke operacije sa fazi brojevima



Klasi¢na teorija skupova

U Kklasi¢noj teoriji skupova, pripadnost elementa skupu je precizno
definisana. To znaci da na pitanje da li element pripada nekom skupu,
odgovor moze biti jedino ,da* ili ,ne“. Klasi¢na teorija skupova je
primjenjiva i u deterministickim i u stohastickim slucajevima. Medutim,
ona ne podrzava parcijalnu pripadnost elementa nekom skupu. To je ¢ini
neprikladnom za modelovanje odredenih problema iz stvarnog zivota.

Ovo je dovelo do razvoja fazi (eng. fuzzy) teorije skupova, koja
omogucava parcijalnu pripadnost elemenata skupu. U fazi teoriji,
element moze pripadati skupu sa odredenim stepenom istinitosti,
vrijednostima izmedu 0 i 1, $to omogucéava fleksibilnije i intuitivnije
modelovanje nepreciznih ili nejasnih informacija. Sustinski, fazi teorija
predstavlja generalizaciju klasi¢ne teorije skupova.

Prije izlaganja fazi teorije skupova, neophodno je podsjetiti se osnovnih
koncepata klasi¢ne teorije skupova.



Klasi¢na teorija skupova

Univerzalni skup ili univerzum diskursa X se definise kao skup koji
sadrzi sve objekte koji imaju neku zajednicku karakteristiku. Pojedinac¢ni
elementi skupa X se oznacavaju sa z. Svaki element naziva se clanom
skupa X, dok unije tih elemenata predstavljaju podskupove skupa X.

Pripadnost elementa skupu zapisuje se na sljedeé¢i nacin:
x e X.
Ukoliko element ne pripada skupu piSe se:
¢ X.
Da je A podskup univerzalnog skupa (u striktnom smislu) zapisujemo na
sljedeci nacin
Ac X.

Ukoliko za podskup A moze da vazi da je podskup skupa X ili da je
jednak skupu X, to se zapisuje na sljedec¢i nacin:

Ac X.



Operacije nad klasiénim skupovima

Neka su A i B dva podskupa. Ukoliko je svaki element skupa A ujedno i
element skupa B, to znaci da je A podskup B (AcB). Ukoliko vazi da
je AcBi BcA, tada su ova dva skupa jednaka (A=B).

Razlika podskupova A i B se definiSe na sljedeéi nacin:
A-B={c |ceAiceB}.

Komplement nekog podskupa A definise se kao:

A= X - A.

Unija i presjek podskupova A i B su po definiciji:
AuB={c|ceAilic e B}
AnB={c|lceAice B}

Za operacije nad skupovima u klasi¢noj teoriji vaze osobine involucije,

komutativnosti, asocijativnosti 1 distributivnosti, kao i De Morganova
pravila.



Operacije nad klasi¢nim skupovima

Involucija

Komutativnost

Asocijativnost

Distributivnost

De Morganova pravila

A=A
AuB=BuUA
ANnB =Bn A

(AuB)uC=Au(BuUC()
(AnB)uC=An(BnNC)

An(Bul)=(AnB)u(An()
AuBNnC)=(AuB) n(Au()
AUVuA=A
AnA=A
Au(AnB)=4A
An(AuB)=4A
Au(ZmB)zAuB
An(AUB) =ANB
AuX =X

ANB

AuUB
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Operacije nad klasi¢nim skupovima

Jedan moguéi nac¢in da definiSemo pripadnost nekog elementa podskupu
A je pomocu funkcije pripadnosti. Funkcija pripadnosti podskupa A se u
klasi¢noj teoriji skupova definiSe na sljedeéi nacin:

1, zazxeA,
#() = 0, zax¢ A.

Pomoc¢u funkcija pripadnosti se mogu definisati sve osnovne operacije
nad skupovima. Na primjer, operacije unije i presjeka dva skupa A i B
(podskupa univerzalnog skupa X) se definisu na sljede¢i nacin:

Haop () = max{u, (), y(z)},
Hanp(®) = min{u, (2), ()},

dok je funkcija pripadnosti komplementa skupa A jednaka:

() =1 1, (@),



Fuzzy teorija skupova

Osnovna ideja fazi teorije skupova se mnajbolje moze objasniti na
konkretnom primjeru. Pretpostavimo da univerzalni skup X sadrzi sva
ljudska bi¢a, a da razmatramo podskup ovoga skupa, koji sadrzi sve
stare osobe:

A ={z € X | z predstavlja staru osobu}

Atribut ,staro” po svojoj prirodi nije jasno definisan. Na primjer, osoba
od 40 godina moze se smatrati 1 starom 1 mladom u zavisnosti od
konteksta. U klasi¢noj teoriji skupova, granica se moze povuéi na 40
godina, Sto bi znacilo da sve osobe koje imaju 40 ili viSse godina
pripadaju podskupu A. Medutim, osoba koja ima 39 godina ne bi
pripadala tom skupu, Sto je matematicki ispravno, ali u praksi djeluje
nelogicno.

Ovaj problem rjesava fazi teorija, koja dozvoljava parcijalnu pripadnost
skupu, omogucavajuci da elementi, poput osobe od 39 godina, pripadaju
skupu A sa odredenim stepenom pripadnosti.



Fuzzy teorija skupova

U fazi teoriji za opisivanje atributa star moze se koristiti funkcija

pripadnosti prikazana na slici:

ta(godine)

1.0 F--------mm e

0.5 1

0.0

0 40 80 120

godine

Na ovaj nacin, samo apsolutno mlade osobe, kao $to su novorodencad (0
godina), imaju vrijednost pripadnosti 0, dok apsolutno stare osobe sa 120
godina imaju vrijednost pripadnosti 1. Sve ostale osobe, ¢ije su godine
izmedu 0 1 120, imaju odredeni stepen pripadnosti u rasponu od 0 do 1.



Fuzzy teorija skupova

Prethodna funkcija predstavlja primjer funkcije pripadnosti fazi skupu
A. Njen oblik zavisi od prirode problema i moze varirati u skladu sa
specifi¢nim zahtjevima primjene fazi skupova.

Neki od karakteristicnih oblika fazi funkcije pripadnosti su skicirani

ispod.
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Primjer — skup pozitivnih 1 velikih brojeva

Neka je X skup realnih brojeva, i neka se skup A sastoji od brojeva iz skupa X
koji su veliki i pozitivni:

A={z e X |z je pozitivan i veliki broj}.
Skup A, definisan na ovaj nacin, nije strogo odreden u smislu klasi¢ne teorije
skupova. Atribut ,pozitivan® je jasno definisan, dok je atribut ,veliki broj*
neprecizan. Zbog ove nepreciznosti, skup A zapravo predstavlja fazi skup, te ga

je potrebno opisati odgovaraju¢om funkcijom pripadnosti. Jedan primjer funkcije
pripadnosti koja odgovora skupu A je dat na slici ispod.

pra()
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Primjer — skup pozitivnih 1 velikih brojeva

Funkcija pripadnosti sa prethodnog slajda se matematicki moze definisati na
sljedec¢i nacin:
0, za T <0,
Hy(T) = 1

[ za T > 0.

Za konkretan primjer odabrana funkcija pripadnosti odlicno opisuje oba
atributa.

U nekom drugom slucaju, u zavisnosti od konkretne primjene, moze se odabrati
funkcija drugacijeg oblika od one predstavljene u ovom primjeru. Na primjer, i
sljedeé¢a funkcija moze dobro opisivati fazi skup A:

{O, za ¢ <0,

€T) =
s () 1—-e”, zaz>0.

Takode, u =zavisnosti od toga Sta se smatra velikim brojem, argument
eksponencijalne funkcije moze biti preskaliran odredenim faktorom.
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Primjer — skup malih brojeva

Neka se skup A sastoji od brojeva koji su male vrijednosti:

A={x e X | z je broj male vrijednosti}.

Jedan mogudi oblik funkcije pripadnosti skupa A je prikazan na slici ispod. Broj
E, koji predstavlja grani¢nu vrijednost broja se specificira od konkretne
primjene.

pa(z)
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Fuzzy teorija skupova

U nastavku su date neke osnovne karakteristike funkcije pripadnosti:

Funkcije pripadnosti su najSeS¢e normalizovane, Sto znac¢i da se
njihova vrijednost kreée u opsegu od 0 (0% pripadnosti) do 1 (100%
pripadnosti);

Funkcija pripadnosti ima samo pozitivne vrijednosti i za razliku od
funkcije gustine vjerovatnoce njen integral (povrsina ispod krive) ne
mora biti jednaka jedinici (moze uzeti vrijednosti od 0 do oo,
ukljucujucéii 0 i oo);

Funkcija pripadnosti ne mora biti kontinualna i integrabilna;

Elementi univerzalnog skupa mogu pripadati razlicitim fazi
skupovima sa razli¢itim stepenima pripadnosti. Na primjer, osoba
moze istovremeno biti djelimi¢cno mlada i djelimi¢no stara, u
zavisnosti od funkcija pripadnosti tih skupova. Ovo je dozvoljeno u
fazi teoriji skupova, jer on omogucava parcijalnu pripadnost elementa
vise skupova istovremeno.
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Primjer — visestruka pripadnost skupu

Pretpostavimo da imamo dva fazi skupa, brojevi koji su ,pozitivni i veliki® i
brojevi koji su ,mali i negativni“. Funkcije pripadnosti za oba skupa date su na
slici ispod.

Sa slike se moze vidjeti da je broju 0.1 dodijeljen stepen pripadnosti prvom
skupu u vrijednosti 0.095, a drugom skupu u vrijednosti 0.08. Ove dvije
vrijednosti ne ponistavaju jedna drugu niti se sabiraju, ve¢ ukazuju na to da broj
0.1 istovremeno moze biti i pozitivan i negativan, mali i veliki, sa razli¢itim
stepenima pripadnosti za svaki od ovih atributa.
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Operacije nad fazi skupovima

Operacije unije, presjeka i komplamenta nad fazi skupovima se definisu
na isti nac¢in kao kod klasi¢nih skupova, tj. za svaka dva podskupa A i
B, kao i za svaki element x€X, vaze sljedeéi izrazi:

Haop(T) = max{p, (), 1y() },
Hanp(2) = min{u, (), p5(2) },
() = 1- 1, (0)

MAuB(«T) MAmB(fE)
A B A B

X T

Polazeé¢i od gornjih definicija, moze se pokazati da sve osobine koje vaze
za  klasicne skupove, vaze 1 =za fazi skupove (asocijativnost,
komutativnost, distrubutivnosti, De Morganova pravila, itd. ).
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Primjer — operacije nad fazi skupovima

Data su dva diskretna fazi skupa:

{0 1 05 0.3 0.2} {0 0.5 0.7 0.2 0.4}
A=q—+— +—+ , B=i—+—+—+—+
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Rezultati elementarnih operacija nad skupovima su dati ispod:

— {1 0 0.5 0.7 0.8} — {1 0.5 0.3 0.8 0.6}
—+ + + , B + + +

1 2 3 4 5
Unija: Aup=]0,1,07 03 04]
1 2 3 4 5

Presick: Anp {0405, 05 02 02
IR

Komplement: A = —
1 2 3 4 5

Razlika: A|B=ANDB= {0 0.5 03 0.3 02}
1 2 3 4 5

De Morganovi zakon: A v B-ANB={-1+ -1+ + +
1 2 3 4 5

{1 0.5 0.5 0.8 0.8}
b ===
1 2 3 4 5

_ {1 0 03 0.7 0.6}

~B=A UB=

>
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Aritmetika intervala

Intervali se mogu definisati kao skupovi specijalnog tipa definisani na
realnoj osi.

U nastavku su date neke osnovne osobine intervala koje ¢e kasnije biti
potrebne za izvodenje osnovnih aritmetickih operacija nad fazi
brojevima.

= Jednakost: dva intervala [Q, E] 1 [ b, b_ su jednaka ako i samo ako
vazidajeea=b01 a=>.

=  Presjek: presjek dva intervala [Q, E] i|b, b] je interval definisan
na sljede¢i nac¢in: )

la, @]n [Q, 5] = [max(g, b), min(a, 5)]

Napomena: [a,a|N[b,b] = ako i samo ako je a >b ili b >a.
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Aritmetika intervala

= Unija: unija dva intervala se definiSe na sljede¢i nacin:

[Qv 6] N [Qa g] = I:mln(Q7 Q),max(a, g):| '
Napomena: prethodno vaZi samo ako je [Q,g]ﬁ[é,g] =, u suprotnom
rezultat unije nije interval.

« Nejednakost: interval [Q, 5] je manji od (odnosno veéi od) intervala
I: b, F] ako i samo ako vazi da jea < b (odnosno g > 5), u suprotnom
intervali se ne mogu porediti. Odnosi <i = ne mogu biti definisani
za intervale.

= Inkluzija: za interval [Q, EJ se kaze da je ukljucen unutar intervala
[ b, b] ako 1 samo ako su ispunjeni uslovi b <aia <b. Prethodno
se zapisuje sljede¢im izrazom:

la.@] < [b,0].
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Aritmetika intervala

= Reciproc¢na vrijednost:

Ako 0 ¢ [a,@| onda je |a,a]|" = {é7l}
a a

Ako 0 €[a,a] onda je [a,a]" nedefinisan
Dijeljenje:  [a,@]+[b,b] =[a,a]-[b,b]"
« MnozZenje: [a,a]-[b,b]=p,D]
gdje je p= min{ab,ab,ab,ab}
p = max{ab,ab,ab,ab}
+ Maksimum:  max{[q,a],[b,b]} = | max{a, b}, max{a,b} |
Minimum:  min{[a,al,[b,b]} = min{a, b}, max{a,b} ]
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Aritmetika intervala

Neke osobine intervala:

= Aritmeticke operacije nad intervalima teze da dobiju rezultat koji
obuhvata sva mogué¢a rjeSenja operacije. Na primjer neka je
a—b—[1,2]-[0.1]=[0,2], Sto zna¢i da za definisane intervale a i b
njihova razlika je zagarantovana da bude unutar intervala [0,2];

= Prethodna osobina moZe dovesti do nekih nelogi¢nosti. Na
primjer[1,2]-[1,2]=[-1,1]. Ono $to je ocekivano je da rezultat bude
[0,0], medutim shodno pravliu 1 rezultat je interval koji sadrzi sva
moguca rjeSenja, uklju¢ujudéi i [0,0];

= Neka je Z:[g,z] interval za koji vazi z=z, tada se ovaj interval

naziva tackom.
« Ukoliko je interval Z= [g : E] tacka, tada vazi:

Z-7=01 Z/Z=1=[11 (0¢2).
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Primjer — aritmetika intervala

Neka su X=[0.2, 0.4] i Y=[0.1,0.5] intervali tako da je XcY. Tada vazi:

ox o1 =[2.5,5]
0.2,0.4]
1 1 —[2,10)
0.1,0.5]
X'cy™

2. 1-X=]1,1]-10.2,0.4] =]0.6,0.8]
1-Y =[1,1]-[0.1,0.5] =10.5,0.9]
1-Xcl-Y

1 1 _[§_§}
1-X [1,1]-[0.2,0.4] [4°3

S
1-Y [L,1]-[0.5,09] |9
1 1
(-
1-X 1-Y
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Fuzzy brojevi

Fuzzy skup A se definisSe kao skup elemenata zajedno sa
odgovaraju¢om funkcijom pripadnosti p,(x).

« Podskup A, skupa A definisan kao A, = { v € A | uy (2) > o }, za
svako o € [0,1]| se naziva o-cut fuzzy skupa.

= Koncept a-reza je ilustrovan na slici ispod. Oba skupa, Ajs 1 Ay
predstavljaju o-rezove, medutim, A, 4 se ne sastoji iz jednog intervala.

________________________________________________________________

X

.6

« Fazi skup se naziva normalnim ukoliko njegov mnosa¢ (support)
predstavlja interval, i ukoliko je funkcija pripadnosti konveksna i
dostize vrijednost 1. Drugi naziv za normalne fazi skupove je fazi
brojevi.
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Fuzzy brojevi

= Princip ekstenzije:

Neka su X i Y dva fazi skupa i neka je f funkcija dvije varijable (npr. -+,
—, * max, itd.): f Xx Y—>Z. Dalje, neka su uy (), uy(y) i 1, (2) funkcije
pripadnosti datih skupova. Tada je:

#(2) = v (@) A ()
pri ¢emu su operacije A i V definisane na sljedeéi nacin:
T, vV r, = max(zr,,),
T, A T, = min(x,,x,).
Ukoliko su fazi skupovi normalni, tada za a-rezove skupova Z, X i Y vazi
sljedece:

(Z)a = f((X)a7(Y)a)
={z€Z|z=f(zy),r€(X),.ye¥),].

24



Primjer 1 — fazi aritmetika

U tabeli ispod su date funkcije pripadnosti dva diskretna fazi skupa A i B.

0 1 2 3 4 5 6 7
e 00 01 06 08 09 07 01 00
15(y) 00 1.0 07 05 02 01 00 00

Ako su z i y cijeli brojevi definisani na skupovima A i B, koriste¢i princip

ekstenzije odrediti fazi skup Z koji se reprezentuje brojevema 2z definisanim na
sljedec¢i nacin:

a) z=3x—2
b) z=1z+y

¢) z=a+y°
d) z=x—x

e) z = min(x,y)
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Primjer 2 — fazi aritmetika

Dati su fazi skupovi X i Y i njihove funkcije pripadnosti py(x) i py(y). Odrediti
fazi skup Z={z=z+y, r €X, y € Y}.

px () py (y)
I /\ /\
l T -’.E T I y
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 ) 6
T —2, za 2< 1 <3,
€T) =
x (@) ——+—, zad <z <.
Y_3 3<y<s
py(y) =42 2

—y+6, 5<y<0.
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