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Predgovor

Ova knjiga predstavlja udzbenik iz Linearne algebre za studente prve godine matematickih
fakulteta. Udzbenik je napisan na osnovu kursa lekcija iz predmeta "Linearna algebra 1" i
"Linearna algebra 2" koji su tokom nekoliko godina drzani studentima prve godine Prirodno-
matematickog fakulteta Univerziteta Crne Gore. Materijal koji je izloZzen u udzbeniku je, po
nasem misljenju, dovoljna osnova iz Linearne algebre za studente matematickih fakulteta.

[zrazavam zahvalnost za pomo¢ u pisanju udzbenika i dragocjene savjete svom kolegi prof.
dr Izedinu Krni¢u. Takodje, veliku pomo¢ u pisanju udzbenika i tehnickoj pripremi su pruzili
studenti Milica Kankaras, Jelena Dakié¢, Nikola Konatar, Andrea Vujisi¢, Milena Bozovi¢, Veli-
bor Dogljak i Velimir Corovié.

Konacno, veliku zahvalnost dugujemo anonimnim recenzentima, ¢iji su brojni komentari,
sugestije i korekcije doprinijeli da se ovaj udzbenik znacajno poboljsa.
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Uvod: pojmovi grupe 1 polja

Ovo je uvodno poglavlje. U njemu ¢emo uvesti neke matematicke pojmove koji ¢e nam biti
potrebni tokom kursa Linearne algebre.

Skup je jedan od svega nekoliko pojmova u matematici koji se ne definiSe. Smatramo da svi
podrazumijevamo isto kada koristimo rije¢ "skup". Skup koji sadrzi konac¢an broj elemenata
nazivamo konac¢nim. Kako bismo stvorili sadrzajne matematicke teorije, na skupovima uvodimo
razli¢ite operacije i strukture.

Algebra je Siroka oblast matematike koja se bavi skupovima i strukturama na skupovima.
Slijede dva primjera algebarskih struktura.

Definicija 0.0.1. Reéi ¢emo da je na skupu G uvedena struktura grupe, ako je na G zadata
binarna operacija "+", tako da su zadovoljeni sljedeéi uslovi:

1) Ya,b € G vazi a + b € G

2) Va,b,c € G vazia+ (b+c¢) = (a+b) + ¢

3) 0 e G takodazaVae Gvazia+0=0+a=q;

4) Va € G 3(—a) € G tako da a + (—a) = (—a) + a = 0.

Takode ¢emo govoriti da skup G sa operacijom "+" ¢ini grupu (ili da je grupa).

Svojstvo 1) naziva se zatvorenost skupa G u odnosu na definisanu operaciju "+", svojstvo
2) se naziva asocijativnost, element 0 iz svojstva 3) naziva se neutralnim elementom grupe, a
element (—a) iz svojstva 4) inverznim (obratnim) elementom k elementu a.

Definicija 0.0.2. Neka je (G, +) grupa. Ako Va,b € G vazi a+b = b+ a tada se grupa (G, +)
naziva komutativnom (ili Abelovom) grupom.

Primjer 0.0.3. (i) Skup realnih brojeva R sa standardnom operacijom sabiranja "+" je grupa,
(R, +).

(i) Skup cijelih brojeva Z sa standardnom operacijom sabiranja "+" je grupa, (Z,+).

(iii) Skup prirodnih brojeva sa operacijom sabiranja, (N,+) nije grupa (npr. neutralni
element za sabiranje, 0, nije iz skupa prirodnih brojeva, takode elementi N nemaju inverzne
elemente).

(iv) Skup cijelih brojeva Z sa standardnom operacijom mnozenja
su sve aksiome, osim Cetvrte).

"." nije grupa (zadovoljene

Primjer 0.0.4. Oznacimo sa H skup svih rotacija geometrijske ravni za uglove ¢ € [0, 27). Na
skupu H uvedimo operaciju "-" superpozicije (kompozicije) dvije rotacije. Neka sury,,ry, € H,
tada 14, - 74, = T4+, € H. Na ovaj nacin, superpozicija dvije rotacije je takode rotacija.
Primijetimo da bi u prethodnoj relaciji bilo pravilnije uzimati sumu uglova po modulu 27, tj.
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razmatrati ¢; + ¢ po modulu 27. Na ovaj nacin identifikujemo rotacije za uglove ¢ i ¢ + 2k,
gdje je k cijeli broj.

Potrebno je provjeriti sve Cetiri aksiome kako bismo se ubijedili da je (H,-) grupa. Na
primjer, neutralni element ove grupe je rotacija za ugao nula, tj. preslikavanje geometrijske
ravni koje svaki vektor ostavlja na istom mjestu.

Da li je ovo Abelova grupa?

Primjer 0.0.5. Neka je K = {z € C: |z| = 1}, tj. neka skup K sadrzi kompleksne brojeve
¢ija je apsolutna vrijednost jednaka 1. Ako se u ovom skupu ima u vidu standardna operacija
mnozena "-" kompleksnih brojeva, tada (K, -) jeste Abelova grupa.

Sta je neutralni element u ovoj grupi?

Da li mozemo reé¢i da je ovaj primjer u odredenom smislu isti kao prethodni?

Zadatak 0.0.6. Razmotrimo neki konacan skup M sa n elemenata. Oznac¢imo sa P skup svih
bijektivnih preslikavanja skupa M u samog sebe. Skup P se naziva skupom permutacija skupa
M. Primjetimo da je P konac¢an skup, koji sadrzi n! elemenata.

Kako bismo bili konkretniji, razmotrimo skup M = {L, I, S, T} koji sadrzi 4 elementa. Na
skupu P uvedimo operaciju "-" superpozicije dvije permutacije, tj. ako su pi,ps € P, to je p1-ps2
takode bijektivno preslikavanje skupa M u samog sebe. Drugim rijecima, p; - po je permutacija
koja se dobija tako $to se na skupu najprije izvede permutacija po, a zatim p;.

Svaku permutaciju mozemo predstaviti uredenim nizom elemenata skupa M. Recimo, ako
je p1 takva permutacija da

pliL—>[, p1:I—>T, p1:S—>S, pliT—>L,

tada ¢emo permutaciju p; predstavljati nizom {I,T, S, L}.

Sada pretpostavimo da je permutacija p, zadata nizom {S,T,I,L}. Tada ¢e p; - py biti
zadata nizom {T',L,1,S}.

Kada provjerimo sve aksiome zaklju¢ujemo da skup P sa operacijom
jeriti da li je ovo Abelova grupa.

"." &ini grupu. Prov-

Primjer 0.0.7. Neka je A = {a,b,c,d} i neka su fi, fa, f3, fi preslikavanja skupa A u sebe
zadata na sljedec¢i nacin:

a b d a b ¢ d
fl_(a b ¢ d)’ fz_(c d a b>’

a b c d a b c d
f3_<b c d a)’ f4_(d a b c)'
Ako se na skupu G = {fi, fo, f3, f1} ima u vidu kompozicija preslikavanja, tada (G, o) jeste
grupa. Ova operacija se moze predstaviti sljede¢om tablicom:

o | filfol| fs] fa
fHilh| | fs] fa
Ll || falfs
Sl fs|falfo|h
JolJa|fs | i] fo
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Recimo,
a b c d a b c d a b c d
f4of2:<d a b c)o<c d a b):(b c d a>=f3.
Neutralni element je f;. Buduéi da svaka vrsta i svaka kolona sadrzi f; i buduéi da su ras-

poredeni simetri¢no, mozemo zakljuciti da svaki element u G ima inverzni. Recimo, f; ' = fs.
Grupa (G, o) nije komutativna.

Primjer 0.0.8. Neka je T = {A, B,C}. Naredna preslikavanja preslikavaju skup 7" u sebe:

(A B C (A B C (A B C
""laBc) """ \Bca) " \c A B)

(A B C (A BC (A B C
SA=\acB) B=\c B A) =\ B A c)

Ovih Sest funkcija formiraju grupu u odnosu na kompoziju o. Tablica za navedenu operaciju
je:

e} To T1 (] SA SB Sc

o | To | 71 | T2 | SA | SB | ScC
L | Tt | T2 | To | Sc | SA | SB
T2 | T2 | To | T1 | SB| Sc | SA

SA | SA|SB|Sc | To | T | T2
SB|SB|Sc |Sa | T2 | To | T
Sc |Sc | SA | SB | T1 | T2 | To

Recimo, imamo
o — A B C 5 A B C\ (ABZC _
A7\ A o B C AB) \B AC) ¢
Neutralni element je rq. Kako je, recimo, r9 o1y = 19 i 11 0 1y = 1¢, Vazi 1“2_1 =r.
Navedena grupa se naziva grupa simetrija jednakostrani¢nog trougla ABC, jer se njeni
elementi mogu interpretirati na sljede¢i nacin: 7o, 71 1 72 su rotacije trougla oko njegovog

centra za 0, 60 i 120 stepeni (u smjeru obrnutom od kretanja kazaljke na satu), dok su s, sp
i s¢ simetrije u odnosu na visine trougla povucene iz tjemena A, B i C, redom.

Zadatak 0.0.9. Sastaviti tablicu svih simetrija kvadrata ABCD.

Primjer 0.0.10. Na skupu G = {1, 3,5, 7} ima se u vidu operacija x koja je operacija mnozenje
po modulu 8 (brojevi se pomnoze, a zatim se uzima ostatka pri djeljenju sa 8). Algebarska
struktura (G, %) je grupa. Ovo se moze ustanoviti formiranjem tabilce za (G, *):

*x |13 [5|7
1111357
313|175
D15 |711]3
71715131
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Primjetimo da je operacija komutativna (zbog simetri¢nosti tablice u odnosu na dijagonalu)
i da je svaki element inverzan sam sebi.

Definicija 0.0.11. Govorimo da je na skupu P uvedena struktura polja, ako su na P zadate
dvije operacije "+" 1 "-" tako da su zadovoljeni sljedeci uslovi:

1. Va,bePvazia+bePia-belP

2. Va,b,cePvazi (a+b)+c=a+(b+c)i(a-b)-c=a-(b-c);

3. 40 € P tako da Va € P vazi a + 0 = a;

4. Va € P J(—a) € P tako da a+ (—a) = 0;

5. Va,bePvazia+b=b+aia-b=0>-a;

6. 31 € P tako da Va € P\{0} a-1=gq;

7. Va € P\{0} Ja~! € P\{0} tako da vazi a-a"! = 1;

8. Va,b,cePvazia-(b+c)=a-b+a-ci(a+b)-c=a-c+b-c.

Operacije "+" 1 "-" u polju se nazivaju "sabiranjem" i "mnozenjem". Neutralni element

sabiranja, koji smo oznacili znakom 0, naziva se "nulom". Neutralni element mnozenja 1 se
naziva "jedinicom".

Svojstvo 2.) se naziva asocijativno$éu sabiranja i mnozenja, svojstvo 5.) komutativnoséu,
a svojstvo 8.) distributivnoscu.

Primjer 0.0.12. (i) Skup realnih brojeva, R sa standardnim operacijama sabiranja i mnozenja,
tj. (R, 4+, ) ¢ini polje.
(i) Skup racionalnih brojeva Q sa standardnim operacijama sabiranja i mnoZenja ¢ini polje.
(iii) Skup kompleksnih brojeva, C sa standardnim operacijama sabiranja i mnoZenja, tj.
(C, +, ) jeste polje.

Dio algebre, koji nam je dobro poznat iz skole, koji se bavi konkretnim skupom racionalnih
brojeva sa operacijama sabiranja i mnozenja (a, dakle, i oduzimanja i dijeljenja), naziva se
Aritmetika.

Zadatak 0.0.13. Razmotrimo skup S koji sadrzi Cetiri elementa, oznaci¢emo ih simbolima O,
I, Ai B. Na skupu S uvedimo operacije + i - uz pomo¢ sljedec¢ih tabela:

+ O] T |A/B| - -|O|I|A|B
O/O|T[A|B||O]O]O]O|O
INTIO/BJ/A|T|O|T|A|B
ATAIB|O|T|A|O|A|B|I
BIBIAT|O|B|O|B|T]|A

Provjerite da skup S sa ovim operacijama zaista ¢ini polje.

Ovim zavrSavamo uvodno poglavlje u kojem smo uveli neke osnovne pojmove iz Opste
algebre koje ¢emo dalje koristiti. Naglasimo da ¢emo u svim daljim izlaganjima koristiti samo
dva polja: polje realnih brojeva R i polje kompleksnih brojeva C. Pri tome pretpostavljamo da
su studenti upoznati sa standardnim operacijama sabiranja i mnozenja (a zna¢i i oduzimanja i
dijeljenja) kako realnih, tako i kompleksnih brojeva.
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Glava 1

Vektorski prostori

1.1 Definicija vektorskog prostora

U ovoj sekciji ¢éemo uvesti osnovni pojam Linearne algebre - vektorski prostor, navesti osnovne
primjere i pokazati nekoliko jednostavnih osobina vektorskih prostora.

Definicija 1.1.1. Neprazan skup V naziva se vektorskim prostorom nad poljem P ako su
definisane operacije:

i) +:VxV=>Vi

(ii) - : P x V — V, tako da su ispunjene sljedece aksiome:

1.

2.

7.

8.

Ve,y,ze Vvazio+ (y+2) = (e +y) + 2;

d0 eV takodaVe e Vvazix+0=0+x=ux;

VrxeV I(—z)eVitakodajer+ (—z) = (—x) +x =0,
Ne,yeVvaziz+y=y+x;
Vr,yeViVaePvazia- (z+y)=a-z+a-y;

No,fePiVeeVvazi (a+f) - z=a-z+ (- x;

Va,pePiVereVvazia-(f-x)=(a-B)-x;

Ve € V vazi 1-x = x, gdje je 1 neutralni element za mnozZenje u polju P.

Elemente skupa V nazivamo vektorima, a elemente polja P nazivamo skalarima.

Operacija "+" se naziva sabiranjem vektora, a

"." se naziva mnoZenjem vektora skalarom.

Vektor 6 cije se postojanje zahtijeva drugom aksiomom nazivamo nula-vektorom. Za njega
koristimo drugadiju oznaku od skalara 0 € P kako bismo bili precizniji, a formule jasnije. Vektor
—x se naziva obratnim vektoru x. Umjesto « - z Cesto ¢emo pisati ax.

Nula-vektor je jedinstven (drugim rije¢ima, ne postoje dva razli¢ita nula-vektora u istom
vektorskom prostoru). Naime, pretpostavimo da je i 6 nula-vektor, tj. da i on ispunjava drugu
aksiomu. Tada je &/ =0+ 60 = 4.

11
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Takode, svaki vektor z € V ima jedinstven obratni vektor. Kako bismo to pokazali, pret-
postavimo da je i vektor y € V obratan za x, tj. neka je y +x = x + y = . Medutim, tada
imamo

—r=-zc+0=—-x+(r+y)=(—zx+z)+y=0+y=y.

Napomena 1.1.2. Mogucée je razmatrati vektorske prostore nad bilo kojim poljem P. Ipak, u
Linearnoj algebri se obi¢no razmatraju vektorski prostori nad poljem realnih brojeva R i nad
poljem kompleksnih brojeva C. Mi ¢emo se tokom ¢itavog kursa ograniciti na ta dva polja. U
pocetku ¢emo u primjerima razmatrati iskljuc¢ivo vektorske prostore nad poljem realnih brojeva
i tak kasnije ¢e se pojaviti i primjeri vektorskih prostora nad poljem C.

Napomena 1.1.3. Naglasimo da prethodna definicija podrazumijeva samo postojanje dvije
operacije i to sabiranje dva vektora i mnozenje vektora skalarom, tj. brojem. Za sada nikakve
druge operacije na vektorskom prostoru ne uvodimo. Recimo, ne mozemo pomnoziti dva ele-
menta vektorskog prostora.

Primjer 1.1.4. Razmotrimo skup V2 ¢ji elementi su geometrijski vektori (orjentisane duzi).
Ovaj skup ¢emo nazivati geometrijska ravan. Uvedimo operaciju sabiranja dva geometrijska
vektora na nac¢in koji nam je veoma dobro poznat (Slika 1.1), tkz. pravilom paralelograma
(nadodavanjem jedne orjentisane duzi na drugu). Dalje, uvedimo operaciju mnozenja geometri-
jskih vektora realnim brojevima na takode dobro poznat nacin: mnoZenje brojem ne mijenja
pravac vektora, ali mijenja duzinu i, u slucaju negativnog broja, smjer. Provjeravajuéi ak-
siome, utvrdujemo da nakon uvodenja ove dvije operacije skup V?2 postaje vektorski prostor
nad poljem realnih brojeva.

Slika 1.1: Sabiranje dva vektora i mnoZenje vektora brojem u geometrijskoj ravni /2

T
- . Z2 . .
Primjer 1.1.5. Razmotrimo skup R" = . DXy, %,...,x, € R koji sadrzi sve kolone

Tn
od n realnih brojeva. Na njemu ¢emo uvesti sabiranje dva elementa i mnozenje svakog elementa
realnim brojem, tako da dobijemo vektorski prostor nad poljem R. Ove operacije definiSemo

12
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na sljedeé¢i nacin

1 Y1 r1+ 1 Ty

T Yo To + Yo ) T2 QT
—l— g . ]_ O[ g

L, Yn Tpn + Yn L, Ty,

Lako je provjeriti da je sada R™ vektorski prostor nad poljem realnih brojeva R.

Primjer 1.1.6. Sa C[0,1] ozna¢imo skup svih neprekidnih funkcija na [0, 1]. Uvedimo stan-
dardnu operaciju sabiranja dvije funkcije. Poznato je da je zbir dvije neprekidne funkcije
neprekidna funkcija, dakle takode element C[0,1]. Takode, mnozenjem neprekidne funkcije
realnim brojem a dobijamo novu neprekidnu funkciju. Provjerom aksioma je lako utvrditi da
([0, 1] sa uvedenim operacijama ¢ini vektorski prostor nad poljem realnih brojeva.

Teorema 1.1.7. Neka je V wvektorski prostor nad poljemn P. Tada je
(1)0-z=0,VxeV;
(2) a-0=0,Va € P;
(3)a-x=0,xeV, acP, ako i samo ako je a =0 ili v = 6;
(4) —x=(=1)-z, Ve e V.

Dokaz. (1) Kakoje §+0-2 =0-2 = (0+0)-2 = 0-2+40-, to iz jednakosti +0-2 = 0-2+0-x
slijedi da 0 =0 - x;
(2) Kakoje0+a-0=a-0=a-0+0)=a-0+a-0,iz0+a-0 =a- -0+ a0 imamo
0=a-0,
(3) Pretpostavimo da a #0. Tadaz=1-z=(a'-a)-z=a - (a-x)=a"'-0 =0,
(4) Kako je (1) -z 4+2x=(-1)-2+1-2=((—-1)+ 1) -z =02 = 0, zakljuCujemo da je
(—1) - = obratni vektor za x. Kako smo veé vidjeli, obratni vektor je jedinstven, pa mora biti
=(-1) -z O

1

—X

1.2 Vektorski potprostori

Neka je V' vektorski prostor nad poljem P.

Definicija 1.2.1. Neprazan skup W C V se naziva potprostorom prostora V' ako je W vektorski
prostor sa operacijama u V.

Primijetimo da svaki vektorski prostor V' ima dva trivijalna potprostora: to je prostor koji
se sastoji samo od nula-vektora {0}, kao i sam prostor V.

Lema 1.2.2. Neprazan skup W C V' je polprostor vektorskog prostora, ako v samo ako:
(1)Ve,y e W vazi x +y € W;
(2)Vx e W iVa € P vazi ax € W.

Dokaz ove leme slijedi neposredno iz same definicije vektorskog potprostora. Dakle, neprazan
skup W je potprostor vektorskog prostora ako je W "zatvoren" u odnosu na sabiranje vektora
i mnozenje vektora skalarom.
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Slika 1.2: Prvi kvadrant K nije vektorski potprostor V2, jer postoji vektor koji je element K,
ali ¢iji obratni vektor nije element K. Sa druge strane, prava W jeste potprostor, kao i sve
prave koje prolaze kroz koordinatni pocetak.

Primjer 1.2.3. Razmotrimo neke podskupove vektorskog prostora V? geometrijskih vektora.
(a) Prvi kvadrant K nije vektorski potprostor, jer (na primjer) mnozenje vektora negativnim
brojem daje vektor koji ne pripada skupu K (Slika 1.2).
(b) z-osa (apscisa) i y-osa (ordinata) su vektorski potprostori u V2. Dalje, vidimo da su
sve prave koje prolaze kroz koordinatni pocetak takode potprostori. To su, uz dva trivijalna
potprostora {6} i V2, jedini vektorski potprostori u V2.

T1
T2
Primjer 1.2.4. U prostoru R" razmotrimo slede¢a tri skupa A = {x e R": },
Tp—1
0
I I
T2 T2
B:{J:: : :x1:x2:4xn}iC:{x€R": : }.SkupoviAiBjesu
Tn- Tn-1
Ty, 1

vektorski potprostori u R”, a C' nije.

Primjer 1.2.5. Uo¢imo neke potprostore prostora C|0, 1] neprekidnih funkcija na segmentu
[0, 1].
1. Lako je provjeriti da sve funkcije konstante na [0, 1] ¢ine potprostor.

2. Podskup M,, svih polinoma stepena manjeg ili jednakog n je takode potprostor prostora
1o, 1].

Lema 1.2.6. Skup W CV je potprostor vektorskog prostora V', ako i samo ako
Ve,y e W iVa, € P vazi ax + fy € W. (1.1)

Dokaz. Najprije pretpostavimo da je W potprostor u V. Neka su = i y vektori u W i neka su
a i 8 skalari. Prema Lemi 1.2.2 imamo ax € W i By € W. Prema istoj lemi zbir vektora ax i
By pripada W, tj. ax+ Sy € W. Obrnuto, neka u skupu W vazi (1.1). Uzimajuéia = =1u
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relaciji (1.1), zaklju¢ujemo da zbir dva vektora iz W takode pripada W. Ako zatim izaberemo
£ = 0, dobijamo da je mnozenje vektora iz W skalarom takode element skupa W. Dakle, prema
Lemi 1.2.2, W je potprostor u V. [

Teorema 1.2.7. Ako su Wi @ Wy potprostori u V' tada je i njihov presjek Wi N Wy takode
potprostor.

Dokaz. Dokaz ¢emo ispisati koriste¢i Lemu 1.2.2. Kako bismo se uvijerili da je Wy N Wy
potprostor, treba provjeriti dva svojstva.

(i) Neka su yy,yo € Wiy N Wy, Tada yy € Wy i yo € Wi, Posto je Wy potprostor, to iz Leme
1.2.2 slijedi da je y; + y2 € W7

Na isti nacin, y; € W5 i yo € Wy, pa, posto je Wy potprostor, imamo da y; + yo € Wh.

Dakle, vektor y; + yo pripada istovremeno potprostorima Wi i Ws, pa y; + y. € Wi N W,

(i) Neka je y € WiNW,. Ovo znadi da je y; € Wi iy, € Wa. Posto su Wi i Ws potprostori,
to iz Leme 1.2.2 imamo da za svako a € P vazi ay; € Wi i ay; € Ws. Odavde vidimo da je
Yy € W1 N WQ.

Sada na osnovu Leme 1.2.6 mozemo zakljuciti da je i W; N Wy potprostor. O]

Zadatak 1.2.8. Pokazati da je unija dva potprostora Wi i Wy takode potprostor, ako i samo
ako je jedan sadrzan u drugom, tj. Wy C Wy ili Wy, C Wi

1.3 Linearni omotac

Pod sistemom vektora podrazumjevamo konacan skup vektora.
Definicija 1.3.1. Neka je {x1, 2z, ...,x,} sistem vektora i oy, o, .., a, skalari. Vektor
n
Z QT = Q1T + Qoo + - - + Qp Ty
j=1

se naziva linearnom kombinacijom vektora {x1,zs,...,z,}. Skalari ay,as, ..., q, se nazivaju
koeficijentima te linearne kombinacije.

Definicija 1.3.2. Linearnim omotacem sistema S = {x, zs,...,z,} nazivamo skup svih lin-
earnih kombinacija tog sistema. Oznaka: Lin{zy,xs,...,z,} ili Lin(9).

Primjer 1.3.3. Razmotrimo sistem {@, b, ¢} u vektorskom prostoru V2 (vidi Sliku 1.3). Vidimo
da vektor b pripada linearnom omotacu sistema {d}, a samim tim i linearnom omotacu sistema
{d,c}. Takode, vektor @ pripada linearnom omotacu sistema {5}, a samim tim i linearnom
omotacu sistema vektora {5, c}. Ali, vektor ¢ ne pripada linearnom omotacu sistema {@, g}

1 0

0 0
Primjer 1.3.4. Razmotrimo vektorski prostor R” i vektore 2y = | 0 [ iz, = | —3 | koji

0 0

15
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c —
b
@
T
Slika 1.3
pripadaju tom prostoru. Linearna kombinacija ovih vektora je
(03] 0 a1
0 0 0
a1T1 + Qg = 0 + —3042 = —?)Oég
0 0 0
Prema tome, linearni omota¢ sistema {zy,x2} je
a
0
_ b
Lin{zy, o} = { 0 | abe R}.
0
-1
0
. . O . . . .
Na primjer, vektor 0 pripada linearnom omotacu sistema {zy, x5}, za konkretne vri-
0
1
0
: : : 0 : .
jednosti @y = =11 ap = 0. Sa druge strane, vektor | _4 ne pripada linearnom omotacu
0

sistema {x, x2}, tj. ne moze se predstaviti kao linearna kombinacija vektora iz ovog sistema.

Lema 1.3.5. Linearni omotac skupa je potprostor.
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Dokaz. Dokaz ¢emo sprovesti za konacan skup S = {x1,...,z,}. Provjericemo dva svojstva,
kako bismo se pozvali na Lemu 1.3.5.
(i) Neka je v/, ¢ € Lin(S). Tada se ¢’ i y” mogu predstaviti kao linearne kombinacije vektora

iz S, tj.
m m
/ / : /" 1
y = g o iy = E a; ;.
i—1 i=1

Sabirajuc¢i ove dvije jednakosti, imamo

vy = (o) + o).
i=1

Dakle, vektor y'+y” smo predstavili kao linearnu kombinaciju vektora {1, ..., x,,} i tim samim
pokazali da je v’ +y” € Lin{xy,...,z,}.

(ii) Neka je sada y' € Lin{zy, ..., 2, }. Tada vazi y' = > " ofx;. Sada uzmimo proizvoljno
v € P. Imamo da vy’ = >\, yoja;. Dakle, vektor 3’ smo predstavili kao linearnu kombinaciju
vektora x; sa koeficijentima ya). Odavde imamo da je vy’ € Lin{xy, ..., z,}.

Iz (i) i (ii) zakljucujemo da je Lin(S) potprostor. O

Lema 1.3.6. Neka je W potprostor u V i neka su xq,...,x,, € W. Tada svaka linearna
kombinacija vektora xq, ..., x, lezi u W.

Dokaz. Dokaz mozemo sprovesti indukcijom po m. Za m = 1 ova Lema slijedi iz Leme 1.2.2,
ako je x1 € W, a W potprostor, tada je ax; € W.

Sada pretpostavimo da Lema vazi za m. Neka su zy, ..., 2, Tyne1 vektori iz W. Tada, po
induktivnoj pretpostavci imamo da u = oyzy + - - apx,, € W, a takode v = o101 € W
za proizvoljne koeficijente aq, ..., Qun, Q.

Sada imamo da je W potprostor i u,v € W. Odavde slijedi da v +v = ayx1 + - - - apxy, +
O 1Tmt1 € W O

Lema 1.3.7. Ako je S C W, gdje je W potprostor, tada je Lin(S) C W.

Dokaz. Nekajey € Lin(S), tadajey =Y ", auz;, gdjesuzy, ...,z € S = {x1,..., 25} C
W. Posto je W potprostor, to i linearna kombinacija vektora z, ..., x,, takode lezi u W, dakle
y € W. Pokazali smo da za proizvoljan vektor y € Lin(S) vazi y € W. Odavde slijedi
Lin(S) C W. O

Posljedica 1.3.8. Neka je S = {x1,x9,...,2,} sistem vektora u vektorskom prostoru V. Tada
je Lin(S) najmangji vektorski potprostor u V' koji sadrzi sve vektore sistema S.

Dokaz. Ve¢ smo dokazali da je Lin(S) potprostor (vidi Lemu 1.3.5).

Neka je sada W proizvoljan vektorski potprostor u V' koji sadrzi sve vektore sistema S =
{z1,29,...,2,}. Prema Lemi 1.3.6, on mora sadrzati sve linearne kombinacije sistema S, tj.
imamo Lin(S) C W. O

Lema 1.3.9. Neka su S = {x1,29...,2,} i T ={y1,y2, ..., Ym} sistemi u vektorskom prostoru.
Ako xj € Lin(T) za svako j =1,2,...,n, tada je Lin(S) C Lin(T).
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Dokaz. Neka je x € Lin(S), v = Y77 aja; ia; = 330, BFyr, j = 1,n. Tada imamo

T = Z&jxj = Zaj (Z@%k) = Z (Z%ﬂf) Y = Z’kak,
j=1 j=1 k=1 k=1 \j=1 k=1
gdje je v = -0, ;85, k =1, m. Dakle, zaista « € Lin(T). O
Iz prethodne leme slijedi naredno tvrdenje.
Posljedica 1.3.10. Ako je svaki vektor sistema S = {x1, 25 ..., 2,} linearna kombinacija pod-

sistema T = {x;,, Tip, ..., T, }, gdje je 1 < iy < iy < -+ < iy, < n, tada je Lin(S) = Lin(T).

1.4 Linearna nezavisnost 1 zavisnost

U ovoj sekciji ¢éemo uvesti kljuéne pojmove linearne nezavisnosti i zavisnosti sistema vektora.

Kazemo da je linearna kombinacija ayxy + asxs + - - - + apx, vektora {x1, z9, ..., x,} trivi-
jalna, ako je oy = g = -+ = o, = 0 (tj. ako su svi koeficjenti te linearne kombinacije jednaki
nuli). S druge strane, linearna kombinacija je netrivijalna, ako postoji a; # 0, 1 < j < n (tj.
ako postoji koeficijent «; razli¢it od nule).

Definicija 1.4.1. Sistem vektora {zi,zs,...,2,} se naziva linearno nezavisnim ako iz jed-
nakosti a1y + asxs + - - - + apx, = 0 slijedi g =ap = -+ = a,, = 0.

Definicija 1.4.2. Sistem vektora {z;,xs,...,x,} se naziva linearno zavisnim, ako postoje
skalari a, as . . ., oy, koji nisu svi jednaki nuli, tako da je ayx1 + asxs + -+ + apx, = 0.

Drugim rije¢ima, sistem vektora je linearno zavisan, ako postoji netrivijalna linearna kom-
binacija tog sistema koja je jednaka nula-vektoru, a linearno nezavisan ako je samo trivijalna
linearna kominacija jednaka nula-vektoru.

Pojam linearne nezavisnosti i zavisnosti u geometrijskoj ravni ili prostoru ima jasnu ge-
ometrijsku interpretaciju, $to ilustruje naredni primjer.

Primjer 1.4.3. (i) Sistem od dva vektora u geometrijskoj ravni V2 je linearno zavisan ako i
samo ako su vektori kolinearni. Sistem od tri vektora u V? je linearno zavisan.

(ii) U trodimenzionalnom geometrijskom prostoru V3 sistem od tri vektora je linearno zavisan,
ako i samo ako je rije¢ o komplanarnim vektorima (tj. vektorima koji leze u istoj ravni). Sistem
od ¢etiri vektora u V3 je uvijek linearno zavisan.

(iii) Na Slici 1.4 vidimo da je sistem vektora { @, ?} linearno zavisan, dok je sistem {@, ¢}
linearno nezavisan.

Primjer 1.4.4. U prostoru R? posmatramo sistem od dva vektora x; = [ 1 | izy =
0
Da bismo provjerili linearnu nezavisnost sistema {1, x2}, izjedna¢i¢emo njihovu linearnu kom-
1 0 0
binaciju sa nula-vektorom a; | 1 | +ax| O = 0 |. Izjednacavajuéi odgovarajuce

0 3 0

w o O
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Y
7 %
@
<
T
Slika 1.4
koordinate dobijamo sistem linearnih jednacina
) = 0
o) = 0
30&2 =0.

Lako je vidjeti da ovaj sistem ima jedinstveno rjeSenje a; = as = 0. Saglasno definiciji, sistem
{1, 22} je linearno nezavisan.
-3
Neka je z3 = | —3 | irazmotrimo sada sistem vektora {xi,zy, x3}. Kako bismo ispitali
3
linearnu (ne)zavisnost ovih vektora, sastavimo linearnu kombinaciju ovih vektora i izjedna¢imo
je sa nula-vektorom:

1 0 -3 0
(6%} 1 + (6%) 0 + a3 -3 = 0
0 3 3 0
Dobijamo sistem jednacina
a1 — 30&3 =0
a1 — 30&3 =0
3as 4+ 3az = 0.
Ovaj sistem ima beskona¢no mnogo rjesSenja, a jedno od mogudéih je ay = 3, ay = —1, az = 1.

Zakljuéujemo da postoji netrivijalna linearna kombinacija sistema vektora {xi,zs,x3} koja
rezultira nula-vektorom, pa je on linearno zavisan.

Napomena 1.4.5. Vidjeli smo da se provjera linearne zavisnosti i nezavisnosti u prostoru R™
svodi na zadatak rjesavanja sistema linearnih jednacina. U treé¢em poglavlju é¢emo detaljno
prouciti teoriju i metode rjesavanja sistema linearnih jednacina.

Sada ¢emo dokazati nekoliko osnovnih tvrdenja o linearnoj nezavisnosti i zavisnosti sistema
vektora.

Lema 1.4.6. Ako je {x1,xa,..., 2} linearno zavisan sistem i Ty, . .., T, proizvoljni vektori,
tada je sistem {T1,...,%Tm, Tmat, .., Tn} takode linearno zavisan.
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Dokaz. Neka je sistem {z1,x9,...,2,} linearno zavisan. Tada postoji netrivijalna linearna
kombinacija koja je jednaka nula-vektoru:

1Ty + ey + - -+ + Ty, = 0, pri cemu postoji o; # 0,1 < 5 < m.
Odavde slijedi da
1Ty + @eZo 4+ Ty + 0 Ty F0 - Tppyo + -+ 02, =0, pri emu Jo; # 0.

Dakle, napravili smo netrivijalnu linearnu kombinaciju prosirenog sistema koja je jednaka
nula-vektoru. Iz definicije slijedi da je sistem {z1,..., %, Tmi1, .., Ty} linearno zavisan. [

Iz prethodne leme neposredno slijedi naredno tvrdenje.

Posljedica 1.4.7. Ako je sistem {x1,xs,...,2,} linearno nezavisan, tada je i svaki njegov
podsistem {x;,, T, ..., T;, } linearno nezavisan (ovdje je 1 < iy < iy < -+ < i, < n).
Teorema 1.4.8. Sistem vektora {x1,xa,...,2,} je linearno zavisan, ako i samo ako postoji

vektor u prostoru V' koji moZe biti predstavijen kao linearna kombinacija tih vektora na dva
razli¢ita nacina.

Dokaz. Pretpostavimo da je sistem {z1,9,...,2,} linearno zavisan. Tada postoje skalari
a1, Qa, . . ., oy, koji nisu svi jednaki nuli tako da je ayxy +asxo+- - -+, = 6. Sa druge strane,
i trivijalna linearna kombinacija je, naravno, jednaka nula-vektoru: 0-21+0-z9+---+0-2,, = 6.
Dakle, nula-vektor § € V' je predstavljen kao linearna kombinacija sistema {z1,zs,...,2,} na
dva razli¢ita nacina.

Dokazimo sada tvrdenje suprotnom smjeru. Pretpostavimo da postoji vektor y, takav da

y=oax1 + ol +- - tapt, 1y =pir+ fara+ -+ Butn,
pri ¢emu postoji j, 1 < j <n tako da je o; # 3;. Oduzimanjem gornjih jednakosti dobijamo
(Oél — ﬁl)xl —+ (C(Q — ﬂg)ﬂfg + ... (C(j — Bj)x]’ + 4 (Oén — ﬁn)xn = 0.

Kako je o; — 3; # 0, ovo je netrivijalna linearna kombinacija, pa iz definicije slijedi da je sistem
{1, x9,...,2,} linearno zavisan. ]

Teorema 1.4.9. Sistem vektora {1, o, ...,2,} je linearno zavisan, ako i samo ako postoji
vektor tog sistema koji je linearna kombinacija preostalih vektora.

Dokaz. Najprije pretpostavimo da je z; € Lin{z1,...,2j_1, 241, ..., 2,}. Tada postoje skalari

A1y oo, OG_1, 041, ..., Oy takvi da je T; = 0 + -+ Qj_1T5-1 + j41T541 + o+ Ty,
Prebacivanjem vektora x; na desnu stranu jednakosti dobijamo

oy + -+ Aj1Tj-1 — X5 + Qj1T541 + -t oy, = 0.

Kako je koeficijent uz vektor x; u ovoj linearnoj kombinaciji —1 # 0, to je ovo netrivijalna
linearna kombinacija, pa je sistem vektora S linearno zavisan.
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Obrnuto, pretpostavimo da je sistem {1, xo, ..., 2, } linearno zavisan. Tada postoje skalari
a1, Qa, ..., 0, koji nisu svi jednaki nuli tako da je ayxy + asze + -+ - + oz, = 6. Neka je, na
primjer, o; # 0. Tada prethodnu jednakost moZemo podijeliti sa «;:

g Q1 Q541 Qp,
x].___'xl_..._ '-ijl_ x]+1___$n7
@; a; j Q;
tj. x; se moZe predstaviti kao linearna kombinacija ostalih vektora. O]

Sli¢no se pokazuje i naredno tvrdenje.

Teorema 1.4.10. Neka je {x1,xs, ..., x,} linearno nezavisan sistem i neka je x,.1 € V. Tada
je sistem vektora {x1, ..., xn, T} linearno zavisan, ako i samo ako x,1 € Lin{xy, z9, ..., x,}.

Dokaz. Ako x,.1 € Lin{zy,xs,...,2,}, na osnovu prethodne teoreme {xi,... , 2., zo11} je
linearno zavisan sistem.

Kako bismo pokazali da vazi i obrnuto tvrdenje, pretpostavimo da je {x1, 2, ..., Zn, Tpi1}
linearno zavisan sistem. Tada postoje skalari aq, s, ..., a,, 8 koji nisu svi jednaki nuli, tako
da

o1y + -+ apxy + B = 0. (1.2)

Ako bi bilo g = 0, tada bi iz prethodne jednakosti slijedilo da je sistem {1, xs, ..., 2, } linearno
zavisan, a to je u kontradikciji sa pretpostavkom nase teoreme. Dakle, zakljuc¢ujemo da g # 0,
pa iz jednakosti (1.2) imamo

tj. Tpe1 € Lin{ay, 2o, .., 2, }. O

Teorema 1.4.11. Neka je {x1,z2,...,2,} # {0} proizvoljan sistem vektora. Tada postoji
njegov linearno nezavisan podsistem {x;,, iy, ..., x; }, 1 <y < iy < -+ < i, <n, tako da je

Lin{z;,, T, ... 2, } = Lin{zy, 2o, ..., 2, }.

Dokaz. Ukoliko je sam sistem {xi,zs,...,z,} linearno nezavisan, dokaz je zavrSen. Ako
nije, tada postoji vektor z;, 1 < j < n, koji je linearna kombinacija preostalih. Prema
Posljedici 1.3.10, imamo da je linearni omotac sistema {x1, s, ...,z,} isti kao i linearni omo-
ta¢ sistema koji se dobija ukljanjanjem vekotra x;, tj. sistema {x1,...,%j_1,%j41,...Tp}
Sa novim sistemom nastavimo proces, sve dok ne dobijemo linearno nezavisan podsistem
{Iil,xi2,...7$im}. 0

Teorema 1.4.12. Neka svi vektori sistema {y1, Yo, ..., Ym} pripadaju linearnom omotacu sis-
tema {1, x9,...,x,}. Ako je m > n, tada je sistem {y1,ya, ..., Ym} linearno zavisan.

Dokaz. Dokaz ovog tvrdenja ¢emo sprovesti indukcijom po n.

Baza indukcije.

Neka je n = 1. Pokazacemo da je podsistem {yi, 9} linearno zavisan. Kako oba vektora
ovog sistema pripadaju Lin{z;}, postoje skalari « i § tako da je y; = ax1 i yo = fx1. Ako su

21



1.4. LINEARNA NEZAVISNOST GLAVA 1. VEKTORSKI PROSTORI

oba skalara jednaka 0, imamo y; = yo = 6, pa je {y1, 92} linearno zavisan. Pretpostavimo da
je neki od tih skalara razli¢it od nule, recimo neka je o # 0. Tada imamo z; = oy, pa je
Yo = fr1 = (Ba™t)y;, a to ponovo znaci da je sistem {yi,y2} linearno zavisan.

Korak indukcije.

Pretpostavimo da teorema vazi za prirodan broj n. Uzmimo sistem od n + 1 vektora

{z1,...,2n, xps1}, 1 pretpostavimo da svi vektori sistema {y1,y2,...,ym}, gdje je m > n + 1,
pripadaju linearnom omotacu prvog sistema vektora. Dakle, svaki vektor y;, 7 = 1,m je
linearna kombinacija sistema {xq,Za, ..., Tpi1}:

Y1 =011+ -+ QpTy + Q1 Tnga

Ym = Qm1T1 + -+ - + QuppTp + A n4+1Tn41-

Ako su u svim ovim linearnim kombinacijama koeficijenti o ,, 1 ispred vektora z,, 41 jednaki nuli,
tada se moZemo pozvati na induktivnu pretpostavku i zakljuciti da je sistem {y1,v2,...,Ym}
linearno zavisan.

Pretpostavimo sada da je bar jedan koeficijent oy, ispred vektora z,4; u razlaganjima

vektora vy, ys, . .., Y razlicit od nule. Ne umanjujuci opstost, pretpostavimo da je ay 41 # 0.
Tada se vektor z,+1 moze predstaviti kao linearna kombinacija sistema {y;, z1, ..., z,}. Odavde
slijedi da se svi vektori sistema {ys, . ..,y } mogu predstaviti kao linearne kombinacije vektora
Y1, L1y ... ,Tp:

Yo = Botr + ao1T1 + -+ - + QT

Yn = Bl + @1 T1 + -+ + Qpp T

U gornjem sistemu prebacimo sabirke Sy, ..., B,y1 na drugu stranu jednacine. Dobili smo da
je svaki od m — 1 vektora sistema {ys — Bav1,ys — B3Y1, - - -, Ym — Bmy1} linearna kombinacija
sistema {1, xs, ..., z,} od n vektora. Posto je m — 1 > n, to iz induktivne pretpostavke slijedi
da je prvi sistem vektora linearno zavisan, odnosno postoje skalari vo, 73, ..., Vm koji nisu svi
jednaki nuli tako da je:

> iy = Biv) = 0.

Jj=2

Ova se jednakost moze napisati u formi:

Ny + Y vy =0, gdje je i ==Y B
=2

j=2
Pri tome znamo da je neki od koeficijenata s, ..., 7, razli¢it od nule. Dakle, u gornjoj jed-
nakosti je rije¢ o netrivijalnoj linearnoj kombinaciji koja je jednaka nula vektoru. Odavde slijedi
da je sistem {y1, 92, ..., Yn} linearno zavisan. O
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Primjer 1.4.13 (preuzeto iz Insel i ostali: Linear algebra. Fourth edition). U ¢lanku B.K.
Watt i A.L. Merrill, objavljenom u Agriculture Hand-book, N. 8, Washington, D.C., 1963. data
je sljedeca tabela sadrzaja pet osnovnih vitamina (vitamina A, Bj, Be,C' i niacina) u nekim
prehrambenim namirnicama:

namirnica A B By | niacin | C
Jabukov maslac 0 [0.01]0.02] 0.2 2
svjeze jabuke 90 | 0.03]0.02| 0.1 4
¢oko slatkis sa kokosom 0 [0.02]0.07| 0.2 0
meso iz Skoljki 100 | 0.1 1 0.18| 1.3 |10
kola¢ od vafli 0 [0.05]0.06| 0.3 0

kasa sa zitaricama 0 ]0.010.01 0.1 0
marmelada 10 { 0.01 [ 0.03 | 0.2 2

pita od kokosa sa prelivom | 0 | 0.02 | 0.02 | 04 0
sirovi crni pirinac 0 1034 0.05| 4.7 0
soja sos 0 0.2 |0.25 0.4 0

kuvane $pagete 0 [0.010.01] 0.3 0
sirovi divlji pirinac¢ 0 [0.810.63| 6.2 0

U tabeli su ukazane koli¢ine vitamina koje se nalaze u 100 grama svake od namirnica.

Sadrzaj vitamina u 100 grama namirnice moZemo posmatrati kao vektor u R®. Tada, na
primjer, mozemo uociti da se vektor sirovog divljeg pirin¢a moze predstaviti kao linearna kom-
binacija vektora kolaca od vafli, pite od kokosa, sirovog crnog pirinc¢a i soja sosa, tj. imamo

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.05 0.02 0.34 0.20 0.81
006 [+ 002 |+ 005 [+2] 025 | =] 0.63
0.30 0.40 4.70 0.40 6.20
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Ovo nas dovodi do zakljucka da 100 grama kolac¢a od vafli, 100 grama kokosove pite sa prelivom,
100 grama sirovog crnog pirinca i 200 grama soja sosa zajedno sadrze istu koli¢inu pet osnovnih
vitamina kao 100 grama sirovog divljeg pirinca.

Zadatak 1.4.14. Pokazite da je vektor mesa iz Skoljki linearna kombinacija jabukovog maslaca,
svjezih jabuka, ¢okoladnog slatkisa sa kokosom, kaSe, marmelade i kuvanih Spageta.

1.5 Baza i dimenzija vektorskog prostora

Definicija 1.5.1. Kazemo da sistem vektora S generiSe vektorski prostor V', ako je Lin(S) = V.
Definicija 1.5.2. Sistem vektora B = {vy, va,...,v,} se naziva bazom u vektorskom prostoru
V', ako je

(i) sistem B linearno nezavisan i
(ii) sistem B generise vektorski prostor V, tj. Lin(B) = V.
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Teorema 1.5.3. Sistem vektora B = {vy,vs,...,v,} je baza u vektorskom prostoru V', ako i
samo ako se svaki vektor prostora V moZe na jedinstven nacin predstaviti kao njihova linearna
kombinacija.

Dokaz. Neka je sistem vektora B = {vy,v,...,v,} baza u prostoru V. Tada je Lin(B) =V,
Sto znaci da se svaki vektor v € V moze zapisati kao linearna kombinacija vektora vy, ve, ..., vy,.
Posto je B linearno nezavisan sistem, to se prema Teoremi 1.4.8 svaki vektor v € V moze
predstaviti kao njihova linearna kombinacija na jedinstven nacin.

Obrnuto, neka se svaki vektor v € V moze predstaviti kao linearna kombinacija vektora

U1, Vg, ..., U, na jedinstven na¢in. Tada sistem B = {vy,...,v,} generiSe prostor. S druge
strane, poSto se svaki vektor moze zapisati kao njihova linearna kombinacija na jedinstven
nacin, to iz Teoreme 1.4.8 slijedi da je sistem B linearno nezavisan. Dakle, B = {vy,...,v,} je
baza u V. O]

Definicija 1.5.4. Neka je B = {vq,va,...,v,} baza vektorskog prostora V i v € V' proizvoljan
vektor. Prema prethodnoj teoremi postoji jedinstvena linearna kombinacija

V= QU1 + QoUy + -+ - 4+ QpU,.

Ta linearna kombinacija se naziva razlaganjem vektora v po bazi B, a skalari ay, as, ..., a,
se nazivaju koordinatama vektora v u bazi B.

Teoremu 1.5.3 mozemo preformulisati na sljedeéi nacin: Razlaganje svakog vektora po
bazi je jedinstveno.

Teorema 1.5.5. Ako je netrivijalni vektorski prostor V- generisan nekim konacnim sistemom
vektora, tada u V' postoji baza od konacnog broja vektora.

Dokaz. Neka je V generisan sistemom S = {z1,%s,...,2Z,}. Prema Teoremi 1.4.11 pos-
toji njegov linearno nezavisan podsistem {z; ,z;,,...,z; } tako da je Lin{wz; ,z;,,..., 2, } =
Lin{xy,2s,..., 2} = V. Neka je v; = x;;, j = I,n. Tada je sistem B = {vy,v,...,0,}
linearno nezavisan i generise prostor V. Dakle, B je baza u prostoru V. O

Teorema 1.5.6. Ako su B = {vy,vq,...,0,,} @ B = {v],v},... v} dvije baze u vektorskom
prostoru V', tada je m = n.

Dokaz. Kako svi vektori baze B pripadaju linearnom omota¢u Lin(B’), to na osnovu Teoreme
1.4.12 mora biti m < n. Sli¢no, kako svi vektori baze B’ pripadaju linearnom omotacu Lin(B),
to prema istoj teoremi mora biti n < m. Dakle, imamo m = n. O

Prethodna teorema opravdava narednu definiciju.

Definicija 1.5.7. Vektorski prostor se naziva kona¢nodimenzionalnim ako ima bazu od kon-
acnog broja vektora. Broj vektora u bazi vektorskog prostora se naziva dimenzijom tog prostora.
Oznaka: Dimenzija vektorskog prostora V' se oznacava sa dim V.

Napomena 1.5.8. Smatra¢emo da je baza trivijalnog vektorskog prostora V' = {0} prazan
skup i da je njegova dimenzija jednaka 0.
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Primjer 1.5.9. Razmotrimo geometrijsku ravan V2. Vektori €] i €3 su linearno nezavisni. Uz
to, svaki vektor u V2 se moZe predstaviti kao linearna kombinacija ova dva vektora. Dakle,
Lin{ei, e5} = V2. Zaklju¢ujemo da je sistem {€1, €5} baza prostora V2. Dakle, VV? je dvodimen-
zionalan prostor, tj. dim V? = 2. Svaki vektor u V? se moze na jedinstven nacin predstaviti
kao linearna kombinacija ova dva vektora. Koeficijenti razlaganja po ovoj bazi se nazivaju
Dekartovim koordinatama vektora.

Naravno, ovo nije jedina baza u V2. Bilo koji sistem od dva linearno nezavisna vektora je

%
takode baza u V2. Na Slici 1.5 vidimo da sistem vektora {@, b } takode ¢ini bazu prostora V2.

Yy V2
@
b &
e_f x
Slika 1.5

x1
. . . Z2
Primjer 1.5.10. Razmotrimo vektorski prostor R" = ) D X1,To,...,T, € R3. Lako
In
1 0 0
: L : 1 0 . S
je provjeriti da sistem vektora { A S N I B } generiSe R™ i da je linearno
0 0 1

nezavisan. Dakle, rije¢ je o bazi. Za ovu bazu u R" ponekad kazemo da je standardna baza.
Bilo koji drugi sistem od n linearno nezavisnih vektora je takode baza u R™. Dakle, prostor R"
je n-dimenzionalan, tj. dimR" = n.

Primjer 1.5.11 (preuzeto iz Sikin: Lineinie prostranstva i otobrazheniya). Jedna mala oblast
nauke, pod nazivom Kolorimetrija, bavi se "mjerenjem" boja, primjenjujuéi Linearnu algebru.
"Tzmjeriti" boju X znaci naé¢i nacin na koji se ta boja moze dobiti mijeSanjem tri osnovne boje.
Pri tome se tri osnovne boje mogu izabrati na razlic¢ite nacine. Tipic¢an izbor je: crvena, zelena,
plava (red, green, blue - RGB). Recimo da se boja X dobija mijeSajuéi koli¢ine «, 3,y crvene,
zelene i plave boje respektivno:

X=aR+pG+~B, «a,B,7v>0.

U praksi, neke boje se mjere tako $to se najprije njima doda izvjesna koli¢ina jedne ili dvije
od osnovnih boja, a zatim se ta nova boja dobije od preostalih (jedne ili dvije) osnovne boje.
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Recimo, boji X se najprije dodaje crvena boja, a zatim se ta boja dobija mijeSanjem zelene i
plave. U tom slu¢aju se boja X mjeri na sljedeé¢i nacin:

X+aR=pG+vB,= X =—-aR+G+~vB, «,8,7>0.

Vidimo da Kolorimetrija fakticki uvodi strukturu vektorskog prostora na skupu boja, gdje op-
eracija sabiranja vektora predstavlja mijesanje dvije boje, a mnozenje boje brojem je promjena
intenziteta boje. Tri osnovne boje su baza ovog prosora. Pri tome RGB nije jedini mogudéi
izbor za bazu. Recimo, moguce je umjesto zelene boje uzeti zutu i razlagati boje po bazi RYB.
Bilo koje tri boje koje su "linearno nezavisne" mogu biti izabrane kao osnovne, tj. kao baza
prostora boja. Zaklju¢ujemo da je prostor boja trodimenzionalan. S druge strane, sistem YGB
ne moze biti baza ovog prostora, jer su te tri boje linearno zavisne.

Primjer 1.5.12. Oznacimo sa M, skup polinoma stepena < n sa standardnim operacijama
sabiranja i mnozenja polinoma brojem. Lako je provjeriti da M, sa ovim operacijama ima
strukturu vektorskog prostora nad poljem realnih brojeva. Elementi ovog prostora su oblika

f(t):a0+a1t+a2t2+...+antn’ CLJER’]:O,_TL
Standardna baza u prostoru M, je {1,t,¢2,...,t"}, dakle dim M,, = n + 1.

Primjer 1.5.13. Na vektorskom prostoru C[0, 1] razmotrimo beskonac¢an skup vektora {1,¢,#2 ... }.
Ovo su o¢igledno neprekidne funkcije na [0, 1], dakle pripadaju prostoru C[0,1]. Primijetimo

da je svaki kona¢an podskup ovog skupa funkcija (vektora u C[0, 1]) linearno nezavisan. Dakle,

u prostoru C10, 1] ne moZe postojati baza od kona¢nog broja vektora, tj. ovaj prostor nije
kona¢nodimenzionalan.

Napomena 1.5.14. Linearna algebra se bavi prouc¢avanjem konac¢nodimenzionalnih prostora
i linearnih preslikavanja medu njima. Posto smo vidjeli da prostor C|0, 1] nema kona¢nu bazu,
izuCavanje ovog prostora ne spada u predmet Linearne algebre. Zato u daljem izlaganju vise
ne¢emo pominjati ovaj prostor.

Zadatak 1.5.15. Vratimo se na kratko na Primjenu iz Sekcije 1.4. Sada mozemo re¢i da,
proucavajuci sadrzaj osnovnih vitamina, mozemo uvesti 5-dimenzionalni vektorski prostor namir-
nica. Za vjezbu naéi dvije razli¢ite baze u tom prostoru.

Sada ¢emo nastaviti jo$ jednim tvrdenjem koje nam daje klju¢ne odgovore o strukturi vek-
torskog prostora.

Posljedica 1.5.16. Neka je V' wvektorski prostor i neka je dim'V = n.

(i) Svaki sistem koji generiSe prostor V. mora sadrZati najmanje n vektora. Ako sistem
generise V' i sadrzi n vektora, tada je taj sistem baza u V.

(i1) Svaki linearno nezavisan sistem u prostoru V mozZe sadrZati najviSe n vektora. Ako
linearno nezavisan sistem vektora prostora V' sadrzi n vektora, tada je taj sistem baza u V.

Dokaz. (i) Neka sistem S sadrzi m elemenata i neka generiSe prostor V. Tada po Teoremi
1.4.11, u S postoji podsistem koji je linearno nezavisan i koji takode generise V. Taj podsistem
je baza prostora V' i prema Teoremi 1.5.6 mora sadrzati n elemenata. Dakle, m > n.
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S druge strane, ako sistem S sadrzi n elemenata i generiSe vektorski prostor V' tada je rijec
o bazi, jer bismo u protivnom iz njega mogli izdvojiti linearno nezavisan podsistem koji sadrzi
manje od n elemenata i koji je baza, a to bi bilo u kontradikciji sa pretpostkom da je dimV = n.

(ii) Prva recenica slijedi iz Teoreme 1.4.12. Ako sistem od n linearno nezavisnih vektora ne
bi bio baza prostora V', njegov linearni omotaé¢ bi bio pravi potprostor u V' (tj. strogo bi se
sadrzao u V). Tada bi postojao vektor v € V' koji ne pripada tom potprostoru. Dakle, sistem
bi se mogao prosiriti sa bar jednim vektorom do novog linearno nezavisnog sistema, a to je
kontradikcija sa prvom recenicom. O

Primjer 1.5.17. Posmatrajmo prostor R* i ¢etiri vektora iz tog prostora:

1
0 | -1
1
3

N O Ot O
_— W W N

Ispitajmo da li su ovi vektori linearno nezavisni. Sastavimo njihovu linearnu kombinaciju i
izjednac¢imo je sa nula vektorom:

+Oé4

N o woto
— W o N
|
cooco

Ovu vektorsku jednakost mozemo zapisati kao sistem linearnih jednacina:

a1 + oo + 20&4 =0
—Qg + 5(1/3 + 30[4 =0
oy + 30&4 =0
3&1 — 3@2 + 70(3 + oy = 0.
RjeSavajué¢i ovaj sistem, dobijamo samo trivijalno rjeSenje o = ay = a3 = a4 = 0. Dakle,

sistem vektora {vy, vo,v3,v4} je linearno nezavisan. Posto su to 4 linearno nezavisna vektora u
¢etvorodimenzionalnom prostoru, to znaci da ¢ine bazu u R*.

Posljedica 1.5.18. Svaki linearno nezavisan sistem vektora moZe biti dopunjen do baze vek-
torskog prostora.

Dokaz. Neka je dimenzija vektorskog prostora n i neka je S = {z1,xs,...,2,,} linearno nezav-
isan sistem vektora. Ako je Lin(S) = V, tada je sistem S baza i m = n. Ako nije, tada mozemo
odabrati vektor z,,11 & Lin(S). Prema Teoremi 1.4.10, sistem {x1,...,Zpm, Tmi1} je linearno

nezavisan. Proces produzimo sa dobijenim sistemom itd.

Saglasno Posljedici 1.5.16, ovaj proces se mora okoncati prilikom izbora n-tog vektora z,,
jer ¢emo tada imati n linearno nezavisnih vektora {xi,...,Zm, Tmi1,- .., 2, } koji ¢e biti baza
vektorskog prostora V. [

Prethodna teorema se moze preformulisati na sledeé¢i nacin.
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Posljedica 1.5.19. Neka je W potprostor prostora V. Tada je dimW < dimV'. 4 baza pot-
prostora W se moZe prosiriti do baze prostora V. Pri tome, ako je dimW = dimV, tada je

W =V.

T
Primjer 1.5.20. Posmatrajmo vektorski prostor R® = { Ty | ,T1,%2,T3 € R}. Raz-
T3
I
motrimo vektorski potprostor W = { To | ,x1,xy € ]R} u R3. Lako je provjeriti da je
0
1 1
dimW = 2, dok je dimR? = 3. Jasno je da vektor —4 | pripada W, dok 0 ne
0 -1
3 -3
pripada W. Takode, primijetimo da je sistem { 5 |, ) } C W linearno nezavisan,
0 0

pa ¢ini bazu u W. Takav sistem vektora moze se dopuniti do baze u V, s tim $to je potrebno

izabrati tre¢i vektor koji zajedno sa navedena dva vektora ¢ini linearno nezavisan sistem. Taj
1

treéi vektor moze biti, na primjer: 0 ¢ W.
—1

1.6 Izomorfizam vektorskih prostora

Neka su V' i V' vektorski prostori nad poljem P.

Definicija 1.6.1. Vektorski prostor V'’ naziva se izomorfnim vektorskom prostoru V', ako pos-
toji uzajamno jednoznac¢no preslikavanje ¢ : V' — V' tako da Yu,v € V i Va € P vazi:
Lop(u+v) = p(u) + ¢(v)
2. p(au) = ap(u).

Preslikavanje ¢ se naziva izomorfizmom.

Oznaka: V =V’ ¢ita se: "Prostori V i V' su izomorfni".

Lako je vidjeti da vazi ¢(0) = 0', gdje su 0 i ¢’ nula-vektori u prostorima V' i V', respektivno.

Zaista, neka je ¢ : V — V' izomorfizam vektorskih prostora V' i V'. Uzmimo proizvoljan
vektor v € V| tada vazi:

p(0) =(0-v) =0-p(v)="0"
Lema 1.6.2. Izomorfizam je relacija ekvivalencije na skupu vektorskih prostora.

Dokaz. Pokaza¢emo da je izomorfizam simatri¢na relacija. Drugim rije¢ima, ako je V = V.
tada vazii V' =2 V.

Pretpostavimo da postoji preslikavanje ¢ : V' — V' koje je izomorfizam. Pokazac¢emo da je
tada preslikavanje o1 : V' — V takode izomorfizam.

Trebamo provjeriti sljedece dvije osobine:

(1) @™ +y2) = 0 () + 07 (12);
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(2) ¢ Hay) = ap™(y).

Neka je z1 = ¢7'(y1) 1 72 = ¢ '(y2). Tada je p(z1) = y1 i p(¥2) = y2, pa imamo
p(r1 +x2) = (1) + p(2) = Y1 + y2. Dakle, = (y1 +y2) = 21 + 22 = 0 (1) + ¢ (1)

Neka je ¢~ !(y) = x. Tada je p(x) = y, pa imamo p(az) = ap(r) = ay. Slijedi p(az) =
ap(r) = ay. Dakle, o~ (ay) = az = ap(y).

Na slican nacin se moze pokazati da je relacija izomorfizma tranzitivna. Naime, ako su
preslikavanja @1 : V. — V' i o : V! — V" izomorfizmi, tada je preslikavanje @s - o1 : V. — V"
takode izomorfizam. Ovo ostavljamo za vjezbu. O

Teorema 1.6.3. Vektorski prostori V i V' su izomorfni, ako i samo ako dimV = dimV".

Dokaz. Neka je dimV = dimV' =ninekasu B ={ej,eq,...,e,} 1 B ={e},€,,..., e} baze
u Vi V' respektivno. Izaberimo proizvoljni vektor v € V, tada se v razlaze po bazi u svom

prostoru:
n
V= E Q€.
i=1

Defini§imo preslikavanje ¢ na sljedeéi nacin: p(v) = v/, gdje je v/ = > | a;e}. Dakle, preslika-
vanje ¢ je definisano tako da se svaki vektor iz V slika u vektor sa istim koordinatama u V.
Preslikavanje ¢ je uzajamno jednoznacno, jer je razlaganje po bazi jedinstveno.

Neka su dalje u,v € V, tj. u=>3""  ase; iv=> " fie;. Tada je:

plutv)=¢ (Z Q;e; + Z 5z’€z’> = (Z(Oéi + ﬁi)ez’) =

1=

= Z(ai + Bi)e; = Z@ieg + Zﬂie; =u + v = p(u) + p(v).
=1 =1 =1

Sli¢no ¢emo pokazati da je p(av) = ap(v):

plav) = ¢ (04 Z 6@‘61‘) = (Z aﬁm) = Zaﬂieg = aZ@e; =av' = ap(v).
i=1 i=1 i=1 i=1

Dakle, dokazali smo da su prostori iste dimenzije izomorfni, tako $to smo konstruisali jedan
takav izomorfizam.

Neka je sada dimV = n > n’ = dimV’. Tada izomorfizam ¢ slika bazu B u vektore
{p(e1),...,p(en)} u V', koji su linearno zavisni jer baza u V' po pretpostavei ima n' < n
vektora. To znaci da 30 € {1,2,...,n}, tako da je a; # 0 i da:

Z aip(e;) = 0
i=1

Posto je ¢ izomorfizam, imamo da:

© (i aiei> =40
i—1
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Kako je ¢ uzajamno jednoznac¢no preslikavanje, to se samo jedan vektor iz V' slika u nula vektor
u V', a to je nula vektor iz V. Slijedi:

n
E o;e; = 9,
=1

a posto 3i € {1,2,...,n}, tako da je a; # 0, to znadi da sistem vektora B nije baza, jer su
linearno zavisni. Ovo je kontradikcija koja pokazuje da n < n'.

Na isti nacin se izvodi kontradikcija i za pretpostavku n < n’. Ovim smo dokazali da
prostori razli¢itih dimenzija nisu izomorfni. O

Napomena 1.6.4. U ovom Poglavlju smo se upoznali sa kona¢nodimenzionalnim vektorskim
prostorima, njihovom strukturom i svojstvima. Rezultat o izomorfizmu vektorskih prostora nam
omogucava da poistovjetimo dva vektorska prostora iste dimenzije. Uz pomo¢ izomorfizma, sve
rezultate o jednom prostoru mozemo lako prenijeti na drugi. To nam otvara moguénost da dalje
skoro iskljucivo radimo sa prostorima R" i skoro zaboravimo na geometrijske prostore, prostore
boja, prostore prehrambenih namirnica i slicno. Tacke u geometrijskom prostoru, boje, namir-
nice, itd. mozemo poistovjetiti sa koordinatnim kolonama u R", gdje je lakSe vrSiti operacije
sabiranja vektora i mnozenja brojem. Takode, operacije nad vektorima u R" je lako isprogrami-
rati na racunaru, i tako (koriste¢i izomorfizam) kreirati programe za operacije nad geometri-
jskim vektorima, za mjerenje boja ili sastavljanje optimalnog rezima ishrane. Dakle, ubuduce
¢emo se baviti iskljucivo Linearnom algebrom, znajuc¢i da se njeni rezultati mogu primijeniti
na mnoge oblasti, uklju¢ujué¢i Analiticku geometriju, Kompjutersku grafiku, Kolorimetriju ili
Dijetologiju.

1.7 Direktna suma vektorskih potprostora

Definicija 1.7.1. Neka su Wy, Wy, ..., W, potprostori vektorskog prostora V. Njihovom
sumom nazivamo skup

Wi+ Wot -+ Wy ={x1+ x4+ a1 €Wy, € Wo, .o 2 € Wi}
Ubuduée ¢emo uz oznaku Wy + Wy + - - - + W, koristiti i oznaku Z;nzl W;.
Lema 1.7.2. Suma vektorskih potprostora je potprostor.

Dokaz. Nekasu Wy, Wy, ..., W, potprostorii W = W;+Ws+- - -+W,,. Odaberimo proizvoljne
vektore u € Wiwv € W, inekasu aif skalari. Tada je u =" z;iv=73",y;, pri cemu
zj,y; € Wj, 7 =1, m. Sada imamo

au+ v = aij+BZyj = Z(axj—i-ﬁyj) c W,
j=1 j=1 j=1

budu¢i da az; + By; € W, j =1, m. n
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Svaki vektor x € W = W +Ws+- - -+ W, moze se predstaviti u formi x = x1+xo+- - -+,
gdje je z; € W, 7 = 1,m. Ako je ovo predstavljanje jedinstveno za svaki vektor u W, tada
govorimo o direktnoj sumi potprostora. Ovaj pojam preciziramo u narednoj definiciji.

Definicija 1.7.3. Neka su Wy, W5, ... W, potprostori u vektorskom prostoru Vi W = Wj +
Wy + -+ 4+ W,,. Neka se svaki vektor x € W mozZe na jedinstven nacin predstaviti u formi
T=x1+Ty+ 4 Xy, x; € W, j =1, m. Tada kazemo da je W direktna (ili unutragnja)
suma potprostora Wy, Wy, ..., W,, i koristimo oznaku W =W, @ Wy ® --- P W,,.

Primjer 1.7.4. Prostor geometrijskih vektora V2 je direktna suma svojih potprostora R; =

{ (g> =€ R} (apscisa) 1y = { (2) ly € R} (ordinata).

Primjer 1.7.5. Prostor R" je direktna suma n potprostora W; = { x| ;€ R}, j=1,n.

0

0
Zadatak 1.7.6. Pretpostavimo da je {x1,2s,...,z,} linearno nezavisan sistem. Tada je
Lin{zy, ...,z } N Lin{x1, ..., 2.} = {0}. Dokazati.

Teorema 1.7.7. Ako su Wy i Wy potprostori vektorskog prostora V', tada je

Dokaz. Neka je {v1,va,...,v,} baza u Wp N W, Kako je Wi N Wy potprostor u Wi, tu

bazu moZzemo dopuniti do baze {vi,...,vm, Umi1, ..., 0, u Wi, Sliéno, kako je Wy N Wy
potprostor u Wy, bazu prvog prostora mozemo dopuniti do baze {vi, ..., U, Ups1,..., 0} U
W,. Pokazacemo da je B = {vi,..., Um, Umits- -, Uny Untt, - - -, Uk} baza u Wy + Wy, Ovo ée

znaditi da je dim(W; + Wy) = k. Sa druge strane je dimW; = n, dimW, = m+k —n i
dim(W; N Wy) = m. Kako je k = n+ (m + k — n) — m, zaista imamo jednakost koja se
pojavljuje u formulaciji teoreme.

Pokazac¢emo prvo da sistem B generise W; +W,. Neka je x € W proizvoljan vektor. Postoje
vektori zy € Wi 1 x9 € W, tako da je x = x1 + 9. Tada 1 € Lin{vy, ..., U, Va1, - -, Un} C
Lin(B) i x9 € Lin{vy, ..., U, Uns1, ..., vk} € Lin(B). Kako je linearni omotac sistema vektora
potprostor, slijedi © = z1 + xo € Lin(B).

Preostaje da se pokaze da je sistem vektora B linearno nezavisan. Neka je

m n k
Do+ Y B+ Y =0 (1.3)
j=1

m n k
u = E v, U= E Bivj, w = E V55
Jj=1

Prema (1.3) je u+v 4+ w = 6. Slijedi u 4+ v = —w. Kako u+ v € Wy, iz prethodne jednakosti
imamo —w € Wy, tj. w € Wi. Kako w € Ws, mozemo zakljuciti da w € Wi N W,. Dakle,
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vektor w moZemo razloziti po bazi potprostora Wi N Wa, tj. po sistemu {vy,...,v,,}. Dakle,
w € Lin{vy,...,v,} 1w € Lin{v,.1,...,v}. Kako je presjek ova dva linearna omotaca samo
nula-vektor, mora biti w = 6, pa imamo ~,, = --- = 7, = 0. Sada se jednakost (1.3) svodi na
m n
ZO&jUj + Z 5j’Uj =4.
j=1 j=m—+1
Kako je {v1,...,Um, Umt1,-..,0n} baza za Wy, slijedi oy = -+ =y = Bipg1 = -+ - = B = 0.
Ovim je pokazana linearna nezavisnost sistema B. O

Teorema 1.7.8. Potprostor W = Wy + Wy je direktna suma potprostora Wy i Wy, ako i samo
ako je Wy N Wy ={0}. Pri tome je dim W = dim W, + dim W.

Dokaz. Pretpostavimo da je W = W; & W,. Tada je 8 = 0 + 0 jedinstveno predstavljanje
vektora @ € W u obilku sume dva vektora koji pripadaju W7 i W5, Neka je x € Wi N W,. Za
1 =2 1xy = —ximamo x, € Wy, xo € W5 iz + 129 = 0, pa zbog jedinstvenosti predstavljanja
vektora 6 € W, zaklju¢ujemo da mora biti z; = x5 = 6, pa je x = 0. Dakle, W; N W, = {0}.

Obrnuto, ako je presjek Wi i Wy trivijalan potprostor, pokaza¢emo da je tada njihova suma
direktna. Naime neka je z € W proizvoljan vektor i neka je 2 = 1 + 22 1 2 = y1 + yo, gdje
je x1,y1 € Wi i xg,yo € Wy, Tada je x11 — y1 = yo — x2. Prvi vektor pripada Wi, a drugi
Ws. Dakle, oba vektora pripadaju potprostoru W, N W,. Kako je presjek ova dva potprostora
trivijalan, mora biti 1 —y; = 01 yo — v = 0, tj. 1 = y; i ©9 = yo. Dakle, predstavljanje
svakog vektora u W; + W, je zaista jedinstveno.

Upravo smo vidjeli da ako je W = Wy & W, tada mora biti Wy N W, = {6}. Kako je tada
dim(WyNWy,) = 0, to iz Teoreme 1.7.7 slijedi da dim W = dim W; + dim Wy — dim(W; NW,) =
dim W; + dim Ws. ]

Prethodna teorema se moze uops$titi na slucaj direktne sume vise potprostora. Dokaz
naredne teoreme je analogan dokazu Teoreme 1.7.8, pa ga ostavljamo ¢itaocu.

Teorema 1.7.9. Neka je potprostor W suma potprostora Wy, Wa, ..., W,,. Suma W = W; +
Wy + -+« + Wy, je direktna, ako i samo ako vazi
win Yo W;={0}, Vi=TLm.
j=1,m, j#i
Ako je suma direktna, tada je dim W = dim Wy + dim Wy 4 - - - 4+ dim W,,,.
Definicija 1.7.10. Ako je vektorski prostor V direktna suma svojih potprostora Wi i W5, tada

kazemo da su Wy i W5 komplementarni potprostori u V', odnosno da je potprostor W; direktna
dopuna potprostora Wy (i obrnuto: da je Wy direktna dopuna Wh).

Teorema 1.7.11. Svaki potprostor ima direktnu dopunu.

Dokaz. Neka je W netrivijalni potprostor u V, dimW = m i dimV = n. Neka je dalje
{v1,v9, ..., v} baza u W. Ovaj sistem mozemo dopuniti do baze {vi, ..., Vm, Uni1, .., Un}
prostora V. Neka je W' potprostor u V' ¢ija je baza sistem vektora {vm,i1,Umi2,.-.,Un}-
Pokaza¢emo da je W' direktna dopuna za W. Naime, neka je z = Z;‘:l a;v; proizvoljan
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vektor u V. Tada zy = > 77" | ayv; pripada Wi, a zo = Y77 ) ajv; pripada Wy, pri ¢emu je
x = x1+xo. Dakle, V = W;+W,. Suma je direktna jer je presjek W i W’ trivijalan potprostor,
buduéi da je rije¢ o presjeku linearnih omotaca Lin{vy, ve,..., vy} 1 Lin{vyg1, Umio, .-, 00},
gdje moze biti samo nula-vektor. Dakle, imamo V =W @& W', O]

Zadatak 1.7.12. Pokazati da komplementaran potprostor nije jedinstven, osim u slucaju triv-
ijalnog potprostora.
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Glava 2

Matrice

2.1 Definicija. Operacije nad matricama.

Definicija 2.1.1. Matricom nad poljem P naziva se tablica formata m x n elemenata iz polja

P.
Oznaka: A € P™*" oznacava da matrica A nad poljem P sadrzi m vrsta i n kolona.

Matricu A € P"*" koja sadrzi isti broj vrsta i kolona ¢emo nazivati kvadratnom. U suprot-
nom, matricu ¢emo nazivati pravougaonom.

Uvedimo sada tri osnovne operacije nad matricama.

1. MnoZenje matrice brojem

Neka je o € P, A € P™*". Matricu A mozemo pomnoziti brojem « na sljedeéi nacin:

[6705%] a1 ... QA1

a1 a9y ... QAgp
aA = )

Am1 AQmo ... OQmynp

2. Sabiranje matrica istog formata
Neka su A i B matrice istog formata, A, B € P™*". Tada moZemo uvesti operaciju sabiranja

ovih matrica na sljede¢i nacin:

a1 +bin aig+bia ... ap, +biy
A4 B— Qo1 + b1 ag + by ... ag, + ban,
am1 + bml Am2 + bm2 - Qmp + bmn

Matrica A + B takode pripada P"*",

Ocigledno, operacija sabiranja matrica je komutativna i asocijativna (ovo slijedi iz komuta-
tivnosti i asocijativnosti operacije sabiranja u polju P).

Naglasimo da, ukoliko matrice nisu istog formata, operacija sabiranja nije definisana.

3. MnoZenje dvije matrice
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Proizvod A - B je definisan samo ako je broj kolona matrice A jednak broju vrsta matrice
B. Dakle, neka je

a1;n Q2 ... Qipn b1 b b1k
921 929 .. Qop . b21 622 Ce bgk

A= , , , eP™" i B= o , e Pk,
Am1  Am2 Amn bnl bn2 cee bnk

Tada je proizvod A- B € P™** matrica definisana na sljede¢i nacin:

n n n

Do aibin Dy anbi oo D00 aibi
n n n

1B DoimrG2ibin Dl azibin oo D0l azibi
n n n

Doim1 mabin Dy bz oo D0l Qmibik

Primjedba 2.1.2. Znak ) | oznacava sumu n elemenata. Na primjer,

n

Z a1;bi1 = a11b11 + ajebay + aizbsy + - - + aipnbn
i=1

Izmedu ostalog, razmotrimo mnozenje vektora matricom. Neka je A € P™*" b € P™:

n
app Qa2 ... Qip by Zi:l a;b;
n
Q21 Q22 ... Q2 by 22':1 a2ib;
A= . . . , b=1 . |, Ab= .
n
Am1 Am2 ... Qmp bn Zizl amibi

Vidimo da Ab € P™.

Jo§ jednom naglasimo da je proizvod C'- D matrica C € PP*?i D € P™** definisan samo u
slu¢aju kada g = r.

Primjer 2.1.3. Neka su date matrice

6 2 0 -3 _81 g
A= -2 -5 1 -1 | eR¥™ i B= € R¥2.
-5 7 4 2 o0
3 =3
Tada je njihov proizvod:

37 49
A-B= -9 -19
—21 —22

Primijetimo da u ovom slu¢aju proizvod B - A nije definisan.
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Zadatak 2.1.4. Da li je skup R™" svih realnih kvadratnih matrica formata n sa operacijom
mnozenja grupa?

Zadatak 2.1.5. Pokazati da operacija mnozenja na skupu kvadratnih matrica nije komuta-
tivna. Za ovo je potrebno navesti primjer dvije kvadratne matrice Ai B, takve da A-B # B- A.

Primjedba 2.1.6. Operacija mnoZenja matrica je asocijativna. Za A € P**™, B ¢ Pm™*" i
C € P! vazi
(AB)C = A(BC).
Zaista, neka je AB =U € PP BC =V € P! [ = UC = (AB)C € P**'i D = AV =
A(BC) € Pkx!| Tada je

n n m
lij = g U;isCsj = E g @itbes Csj
s=1

s=1 \j=1
n m m n
- § E aztbtscsj - § gt E thCS]
s=1 j=1 7j=1 s=1
m
- E a’itvtj_dzjv Z:]-)k)j: 7l
Jj=1

2.2 Sistem linearnih jednacina. Metod Gausa

U ovoj sekciji ¢emo kratko razmotriti jedan metod rjeSavanja sistema m linearnih jednacina sa
n nepoznatih. Detaljnije ¢emo se ovim zadatkom baviti u sljede¢em Poglavlju.

111 + a19T9 + ... + a1pT, = b1

211 + 229 R aonLy = b2

(2.1)
A1 T1 + Qa2 + .o+ ATy = bm
Matricom ovog sistema nazovimo sljedeé¢u matricu:
a1; a2 ... Qip
921 A99 ... QAgp
A=
Am1 Am2 ... Qmnp
b1 T1
bg i T2
Vektor b = ) nazovimo vektorom desne strane, a vektor X = . vektorom nepoz-
b, Tn

natih promjenljivih.
Znajuci operaciju mnoZenja matrica i, izmedu ostalog, mnozenja vektora matricom, sada
zadatak (2.1) mozemo zapisati krace, u vektorskom obliku na sljedeéi nacin:

AX = b, (2.2)
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2.2.1 Metod Gausa

Posmatrajmo proSirenu matricu sistema (2.1) (Alb):

a1y a2 ... Qip bl
a91 929 ... QAop bg
A=
m1 Am2 ... Gmp bm
Pretpostavimo da je ay; # 0. Prvu vrstu pomnozenu sa —22 ... —%=l dodajemo respektivno
. . . . .. all ’ ’ a/ll
drugoj, trecoj, ..., m—toj vrsti, dobijamo:
a1 Q2 ... Qi | b
0 a22 ... QA9pn b2
A=
0 ama ... Gun|bm

Pod pretpostavkom da je as; # 0, ponavljamo postupak sve dok ne dobijemo tzv. stepenasti
oblik matrice (u svakoj novoj vrsti ispred prvog nenultog elementa postoji jedna bar jedna nula
viSe nego u prethodnoj vrsti), tj.:

a1 a2 ... Q1np l?}
0 ax ... as, | by
A=l o o ... @ b
0 0 ... a b,

U slucaju da se u nekom momentu dogodi da a;; = 0, to ¢emo vrstu ¢ zamijeniti sa nekom od
donjih vrsta j > i, takvom da aj; # 0. Ukoliko se dogodi situacija da svi aj;; = 0, j > 4, to
prelazimo na sljede¢u kolonu. Na ovaj nacin uvijek svodimo matricu na stepenasti oblik, $to se
jasno vidi iz narednih primjera.

Primjer 2.2.1. Neka je dat sistem jednacina:

201 — w9+ 33 = —3
CC1+4£E3:0
2I1+2$2—J,’3:—2

Svedimo matricu sistema na trougaoni oblik:

2 -1 3 |-3 ) 2 -1 3 |-3
L0 4|0 | = Tv (=) +Ivilo- (1) + 1o = [ 0§ 5|3
2 2 —1|-2 0 3 4|1

2 -1 3 |-3

S IIv-(—6)+IIlv— |0 L 3 |3

0 0 —19|-8
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Odavde nalazimo da je —19x3 = —8, tj. x5 = 1%. Uvrstimo ovo u drugu jednacinu i dobijamo
%xg + gl% = % odakle imamo x5 = %. Iz prve jednacine 2xy; — z9 + 3x3 = —3 zamjenom
konkretnih vrijednosti za x5 i 3 dobijamo da je xy = —%. Na ova] nacin smo nasli rjeSenje

sistema linearnih jednacina koriste¢i metod (Gausa.
Primjer 2.2.2. Neka je dat sistem jednacina:
201 + 229 — 323 — T4 =5
3x1+ 319 —x3— by =1
Ty — 29— x4 =0
4r1 —3x3 —3x4 =0
Svedimo matricu sistema na trougaoni oblik:

2 2 -3 —-1]5

3 3 -1 —=5|1 3 1

1 -1 0 —-1lo —>[U'(—5)4—[IU,[?%(—Q)—F[IIU,[U‘(—2)+[VU%

4 0 -3 =30
2 2 =3 —-1| 5 2 2 -3 —-1| 5
o o0 I _7|_1 0 —2 3 _1] _3
0 —9 3 1] ¢ | = HIv(=2)+1Vuv; v [1v — 00 22 4

2 2 2 2 2|2

0 4 3 —-1|-10 0o 0 0 0] -5

Na osnovu posljednje matrice zakljuc¢ujemo da sistem nema rjesenje.

Primjer 2.2.3. Neka je dat sistem jednacina:

3I1—3$2—I3:1
ZL’1+2ZL’3:—1
41‘1—3$2+£L'3:O

Svedimo matricu sistema na trougaoni oblik:

3 -3 —1|1
1 0 2|1
4 =3 1|0

Zamijeni¢emo mjesta prve i druge vrste, a onda prvu vrstu pomnozenu sa —3 dodajemo drugoj,
pa zatim pomnoZenu sa —4 trecoj, dobijamo:

1 0 2 |-1 10 2 |-1
0 -3 —-7| 4 —Iv-(-1)+IIlv— | 0 =3 =7| 4
0 -3 -7| 4 0 0 071]0
Odavde zaklju¢ujemo da je —3xo — Tx3 = 4, tj. z9 = —gl’g = %, a iz prve jednacine imamo
1+ 2z3 = —1, tj 1 = —1 — 2z3. Opste rjeSenje sistema je
-1 - 21’3
—%xg —3 , T3 € R.
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Metod Gausa je algoritam rjeSavanja sistema linearnih jednacina, putem svodenja matrice
na stepenasti oblik. Pri tome se koriste tri operacije nad vrstama matrice:

1. mnozenje jedne vrste brojem A\ # 0;

2. zamjena dvije vrste mjestima;

3. dodavanje jedne vrste, pomnoZzene brojem «, drugoj vrsti.

Ove tri operacije nad vrstama nazivamo elementarnim transformacijama vrsta.

Osim elementarnih transformacija vrsta, mogu se razmotriti i elementarne transformacije
kolona matrice. Koristeé¢i elementarne transformacije i vrsta i kolona, matrica se moze svesti
na veoma prost oblik.

Teorema 2.2.4. Neka je A € P"*". Elementarnim transformacijama vrsta i kolona matrica
A se moZe svesti na sljedeci oblik:

10 00 0 0
0 1 0 0 0 0
G=|00 ..10 00 |,
00 0 ...00
00 ...00..00

gdje je G matrica formata m X n, na ¢ijoj glavnoj dijagonali stogi v < m jedinica i m — r nula,
a svi ostali elementi matrice su jednaki nuli.

Dokaz se moze sprovesti indukcijom. Umjesto strogog dokaza, ovdje ¢emo navesti primjer
koji ilustruje postupak svodenja.

Primjer 2.2.5.

2 2 =31 5 2 2 -3 1
33 —1 0 )= lv(=g)+Ivlv-2+11Tv— | 00 I3 ]-
—4 -4 -1 1 00 -7 3
5 ] 20 0 0
—>Ik-(—1)+[[k;[k-§+I[Ik;lk-(—§)+ﬂ/k—> 00 & -2 ]-
00 -7 3
2 00 0
— Iv- 2+ 1Iv; 1Tk < IITk— [ 0 2 0 =2 | > IIk-—+IVk—
000 0
2.0 00 ) 5 1000
-0 %00 —>Ik-§;llk-?—> 0100
0000 0000
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2.3 Determinanta kvadratne matrice

Na pocetku se podsjetimo pojma permutacije konac¢nog skupa.

Skup K’ se naziva permutacijom kona¢nog skupa K = {1,2,...,n} ako je K’ dobijen iz
K zamjenom elemenata mjestima. Prostom permutacijom se naziva skup u kome su samo
dva elementa zamijenila mjesta. Skup od n elemenata ukupno ima n! =n-(n—1)---2-1
permutacija.

Skup K’ se naziva parnom permutacijom skupa K, ako se on moze dobiti putem parnog
broja prostih permutacija elemenata iz skupa K. U suprotnom, skup se naziva neparnom
permutacijom, ako nam treba neparan broj takvih permutacija.

Sada uvedimo pojam determinante kvadratne matrice A € P"*". Izaberimo n elemenata
matrice A, tako da bude tacno po jedan iz svake vrste i kolone i formirajmo prozivod ob-
lika: ay;, - a9, - - G,y gdje je {i1,ia,...,0,} permutacija skupa {1,2,...,n}. Na ovaj nacin
mozemo formirati n! razli¢itih proizvoda. Dalje, saberimo svih n! proizvoda, pri ¢emu é¢emo
svaki proizvod uzeti sa odgovaraju¢im znakom. Pravilo odredivanja znaka svakog od proizvoda
je sljedece: ukoliko je permutacija iy,is,...,%, parna, taj proizvod ¢e uéi sa znakom plus,
ukoliko je neparna, proizvod ¢e uéi sa znakom minus.

Dobijeni zbir od n! sabiraka, uzetih sa odgovaraju¢im znakovima, se naziva determinantom
kvadratne matrice A € P"*".

ay;r a2 ... Qip ay;pr a1 ... QAip
. 21 A22 ... Q9p . a21 Q29 ... Q9

Oznaka: det A ili det ] L ] ili i
Ap1 Ap2 ... Gpp ap1 An2 ... Qpp

Primjetimo da je determinanta matrice element polja IP. Determinantu imaju samo kvadratne
matrice i nema smisla govoriti o determinanti pravougaone matrice, tj. matrice koja ima razli¢it
broj vrsta i kolona.

Primjer 2.3.1. (i) Neka je A = (a11) € P! matrica formata 1 x 1. Tada det A = ay;.
(ii) Neka je A € P?*2. Tada, saglasno definiciji:

det A = det ( @i ) = A11G22 — G1202].

a21 A2
@11 a2 13
(iii) Neka je A= | ao1 ax ass | € P23, Tada je

a31 dazz (33

11 a2 i3

detA = 921 Q922 Q923 = E Sgn(ﬂ)aljlagha%.
as1 Qs Aassg w€ Skup permutacija{l,2,3}
U ovom slucaju determinanta matrice ¢e biti jednaka zbiru 3! = 6 proizvoda. Oznacimo sa
m,...,Te sve permutacije skupa {1,2,3}, sa P(m;) broj inverzija u permutaciji m;. Znak

(parnost) permutacije 7; je (—1)P),
m:1 2 3 P(m)=0=sgnm = (-1 =1;
m:1l 3 2 P(m)=1=sgnm = (1) = —1;
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m3:2 1 3 P(ms)=1=sgnm = (1) = —1;
m:2 3 1 P(my)=2=sgnmy=(—1)?2=1;
m5:3 1 2 P(ms) =2=sgnms = (—1)? = 1;
m6:3 2 1 P(mg) =3 = sgnmg=(—1)>=—1

Konac¢no, imamo:

det A = aj1a920a33 — a11023a32 — Q12021033 + Q12023031 + Q13021032 — Q13022031 -

1 0 7

Primjer 2.3.2. Odredimo determinantu matrice A = 0 2 —1 |. Determinanta ove
-1 -1 3

matrice se dobija sabiranjem 3! = 6 proizvoda. Racunajuc¢i parnost svake od permutacija,

dobijamo:
detA=1-2-340-(-1)-(-1)+7-0-(-1)—(-1)-2-7—0-0-3—(=1)-(=1)-1=109.

Neka je A = (a;;) € P™*™. Sa Z;J c P=Dx(=1) oznacimo matricu dobijenu iz A izbacivan-
jem i—te vrste i j—te kolone.

Teorema 2.3.3. Determinanta kvadratne matrice A se moZe izracunati razlaganjem po bilo
kojoj vrsti, t5. vazi:

det A = Z(—l)j+kajk det Ay, j=T,n

Dokaz. Neka je II; skup svih permutacija m kod kojih je m(j) = k, tj. kod kojih na poziciji
j stoji element k. Ako se izostavi k na poziciji j tada se dolazi do permutacije 7’ skupa
{1,2,...,k =1,k +1,...,n} pri éemu vazi sgn(7’) = (—=1)*lsgn(r) = (—1)**sigh(n) jer da
bi element k doveli do pozicije j potrebrno je da izvedemo |k — j| zamjena mjesta. Parnost
broja |k — j| je ista kao parnost broja j + k. Dakle, imamo

51n7r j+k+sgn(n’
det A = 5 B 0y, iy -+ Uiy, = E d (=17 0 ag, - ag - a,

k=1 melly
= Z<_ J+kajk Z a111a222 cc o Qpg, = Z(—l)”kajk det Ajk
k=1 mell; k=1
O
Definicija 2.3.4. Broj (—1)" - det ;17] naziva se algebarskom dopunom elementa a;;.
1 0 7
Primjer 2.3.5. Odredimo determinantu matrice A = 0o 2 -1 razvijajuéi je po
-1 -1 3

drugoj vrsti:
detA——O-det(_l 3)+2-det<_1 3>—(—1)'det(_1 —1)
=—0-7T+2-10+1-(-1)=19.
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2.3.1 Geometrijski smisao determinante

(A) Razmotrimo dva vektora @ i b u geometrijskom prostoru V2. Izaberimo standardnu bazu
{e1, e} u V2. Tada se d@ i b razlazu po bazi: @ = a1€; + as€s, b = b1€] + byés.
Oznacimo sa P povrsinu paralelograma koji je navuc¢en na vektore @ i b. Tada:

. a1 G2
P—|det< b b2>|.

Dakle, kako bi se izracunala povrsina paraleleograma koji je navucen na dva vektora, dovoljno je
koordinate tih vektora uvrstiti u vrste matrice i izra¢unati determinantu dobijene matrice for-
mata 2 x 2. Istina, determinanta matrice moze biti negativnom, zato ¢e povrsina biti apsolutna
vrijednost determinante.

Primijetimo da povrsina zavisi od izbora baze. Kada se govori o povrSini obi¢no se podrazu-
mijeva da je izabrana standardna baza {é7, €5}, ako nije naglaseno drugacije.

Primjer 2.3.6. Izra¢unacemo povrSinu paralelograma navuéenog na vektore @ = (—1, 2) i
b= (5, 2). Imamo:

V2

Slika 2.1

~1 2
P-|det( - 2)|_\—2—10|_12.

Primjer 2.3.7. Izracunati povrdinu paralelograma navucenog na vektore @ = (3, 1)ib = (6, 2).
Lako je provjeriti da je trazena povrSina nula. Ovo je bilo o¢ekivano, s obzirom da su vektori
a i b kolinearni.

(B) U geometrijskom trodimenzionalnom prostoru V? paralelopiped je geometrijsko tijelo
navu¢eno na tri vektora: @ = (ay,aq,a3), b = (by,ba,b3) 1 ¢ = (c1, o, ¢3). Uvrstivsi koordinate
ovih vektora u vrste matrice, mozemo izra¢unati zapreminu V' ovog paralelopipeda:

a; ag as
V = |det b1 b2 bg |
€1 C2 C3

%
Na Slici 2.3 je prikazan paralelogram navucen na vektore E), b i,
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b,
~ a
€2
€1 x
Slika 2.2

Slika 2.3

Primjer 2.3.8. Izra¢unacemo zapreminu paralelopipeda navucenog na vektore @ = (3,0, —6),
vech = (1,-3,-2),i ¢= (1,6, —2).
Uvrstimo koordinate vektora @, b, ¢ u vrste matrice i nadimo determinantu:

3.0 —6
V=|det| 1 -3 =2 ||=0.
1 6 -2

Dobijeni rezultat je ocekivan, ako uoc¢imo da su vektori a, bi ¢ komplanarni (linearno zav-
isni). Posto leZe u istoj ravni, paralelopiped koji je navuéen na njih je, u stvari, paralelogram i
zapremina mu je nula.

(C) Tako se nasa geometrijska intuicija zavriava na trodimenzionalnom geometrijskom pros-
toru, moguée je razmotriti zapreminu apstraktnog paralelopipeda u geometrijskom prostoru
R™. Ovaj paralelopiped je navucen na n vektora: a; = (a1, a12, ... a1,), do = (a21, age, . .. asy,),

ey = (Ap1,Apa, - - . any). Oekivano, zapremina ovog apstraktnog n-dimenzionalnog par-
alelopipeda se moze izra¢unati pomoc¢u determinante:

11 Adi2 ... Qin
V _ | det o1 Q99 ... QAgpn
an1 QAp2 ... Qpp
Sada ve¢ mozemo pogoditi da ¢e ova zapremina biti jednaka nuli, ako su vektori-vrste ay, ..., d,

linearno zavisni.
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2.3.2 Svojstva determinante

Nakon ovih geometrijskih ilustracija pojma determinante, vratimo se algebarskim razmatran-
jima. Najprije ¢emo navest dva jednostavna tvrdenja o determinanti matrice koja direktno
slijede iz same definicije determinante.

Lema 2.3.9. Ako matrica A sadrzi vrstu koja se sastoji iskljucivo od nula, tada je det A = 0.

Lema 2.3.10. Neka je matrica B dobijena iz A mnoZenjem jedne wvrste brojem \. Tada je
det B = X - det A.

Lema 2.3.11. Ako matrica A € P"*", n > 2, sadrZi dvije identicne vrste, tada je det A = 0.

Dokaz. Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po formatu matrice.
b

Neka je A € P2*2 matrica sa dvije iste vrste. Tada je det ( Z b

) = (, prema samoj
definiciji.

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za matricu formata (n — 1) x (n — 1). Pretpostavimo da je
n > 3 ida je A matrica formata n x n, koja ima dvije iste vrste. Posto A sadrzi n > 3 vrste,
to mozemo izabrati neku vrstu ¢ koja nije jedna od dvije iste vrste. Razlozimo determinantu
matrice A po toj vrsti i

det A= "(—1)™a;; det Ay;. (2.3)
j=1

Posto A sadrzi dvije iste vrste, to sve matrice ;1; (formata (n — 1) x (n — 1)) sadrze dvije iste

vrste. Po pretpostavci indukcije slijedi da je det A;; = 0. Sada mozemo zakljuciti da u (2.3)
imamo sumu od n sabiraka od kojih je svaki jednak nuli, pa je det A = 0. [

U daljem tekstu ¢emo zbog jednostavnosti sa a; = (a1, ...,a,), 1 = 1,n oznacavati i—tu
vrstu matrice A.

Teorema 2.3.12. Determinanta matrice A € P™*" je linearna funkcija svake vrste, tj. vazi

ai aq a1
ao as a2
;1 A;—1 a;—1 . —
det ! =« - det ’ + [ - det ‘ , Va,pePi=1n.
au + [v u v
Qit1 Ait+1 Ait1
Qp, Qp, an
Dokaz. Neka je A matrica formata n X n sa vrstama ai,as,...,a, i pretpostavimo da je
a; = au + P, gdje su u i v vrste u = (uy, ug, ..., u,) i v = (v1,v9,...,0,). Ozna¢imo sa B i C

matrice dobijene iz A tako §to je vrsta a; zamjenjena vrstom wu i v, respektivno. Treba dokazati
da je:
det A=a-det B+ 3 -detC.
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Kako su matrice va BZ] i (]Z] iste, razlazuéi determinantu A po i—toj vrsti dobijamo trazeno
tvrdenje:

det A = Z 1) (qu; + Bu;) det Am =a Z 1)y, det BVZ] + 0 Z(—l)”jvi det CTJ
Jj=1 j=1

:a-detB+5-detC’.

Posljedica 2.3.13. Neka je matrica B dobijena zamjenom mgjestima dvije vrste u matrici A.
Tada je det A = — det B.

Dokaz. Neka su aq,as,...,a, vrste u matrici A i neka se B dobija zamjenom mjesta vrsta
ay ay
a2 a2
. . . a; . a; . . . .
a; i aj, tj. neka je A = ) i B= . . Posmatrajmo matricu C' dobijenu iz A
a; a;
Qn Qn
ai
asg
: . : : a; +a; : .
zamjenom vrsta a; i a; sa vrstom a; + a;, tj. neka je C' = . . Determinanta matrice
a; + a;
Qn
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C' je 0, jer ima dvije iste vrste, dakle:

a ai 451
(05} (05} (05}
a; + aj; a; a;
0 =det C = det = det ) 4 det )
ai+aj ai—i-aj (IZ'—FCL]'
. . an,
ay aq a1 a1
a9 a2 a2 a2
a; a; a; a;
= det ) + det ) + det ) + det )
a; Q5 Q; aj
Qn, Ap, (e7% an,
=0+ det A+ det B+ 0.
Odavde imamo da je det A 4+ det B = 0, tj. det A = —det B, §to je i trebalo dokazati. m

Posljedica 2.3.14. Neka je matrica B dobijena dodavanjem jedne vrste matrice A, pomnoZene
brojem «, drugoj vrsti matrice A. Tada je det A = det B.

Dokaz. Nekasu aq,as,.

a;, pomnozene sa «, vrsti a; u A, tj. neka je A =

det B = det

a1
a2

Q;
a; + aay;

Qn

= det

ai
a2

a;

Qn
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- det

a
a2

Qa;

G

iB=

ai
a2

a;

Qa;

Qn

.., a, vrste u matrici A i neka je matrica B dobijena dodavanjem vrste

a1
a2

Q;

. Tada je

a; + aay;

G

=detA+ a-0=det A.
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]
Posljedica 2.3.15. Ukoliko su vrste matrice A linearno zavisne tada je det A = 0.

Dokaz. Neka su aq,as,...,a, vrste u matrici A. Tada se u matrici A jedna vrsta moze izraziti
kao linearna kombinacija ostalih. Neka je vrsta a, linearna kombinacija ostalih, tj. neka je
a, = 101+ +Qp_10r_ 1+ 010,11+ - -+ Qpa,. Formirajmo matricu B na sljede¢i nacin: vrsti
a, dodajmo vrstu a; pomnozenu sa —a;q, vrstu as pomnozenu sa —qs,...,vrstu a,_; pomnozenu
sa —au,._1, Vrstu a,,; pomnozenu sa —Qyy1,..., VIstu a, pomnoZenu sa —«,. Determinante
matrica A i B su jednake po Posljedici 2.3.14 Imamo:

ay
5)
Qr—1
det A = det B = det =0
Qr — Q101 — = Op1Qp—1 — Qpyp1Qpy1 — * 0 — QpQy
Ar41
Qn
jer u B imamo vrstu u kojoj su sve nule. O
1 3 3
Primjer 2.3.16. Posmatrajmo matricu: A= | 0 7 2 |. Vrste ove matrice su a; =
1 —-18 -3

(1,3,3), as = (0,7,2) i a3 = (1,—18, —3). Kako je ag = a; — 3az, imamo det A = 0.

2.4 Matrice elementarnih transformacija

ayj; a2 ... Qin

X ) 21 Q22 ... Q2p . . v "

Neka je zadata matrica A = ] ] ) ] cP . U ovoj sekciji ¢emo se baviti
AQm1 Am2 ... Omn

transformacijama vrsta matrice A. Razlikova¢emo elementarne transformacije vrsta tri tipa:

1. tip: mnozZenje jedne vrste matrice A brojem \ # 0;

2. tip: zamjena dvije vrste matrice A mjestima;

3. tip: dodavanje jedne vrste matrice A, pomnozene brojem «, drugoj vrsti.

Napomenimo da metod Gausa, svodenje matrice na stepenasti oblik, se sastoji od konac¢nog
broja elementarnih transformacija vrsta matrice A.

Sada ¢emo pokazati da se elementarne transformacije vrsta mogu dobiti mnozenjem matrice
A nekim kvadratnim matricama. Te matrice ¢emo nazivati matricama elementarnih transfor-
macija.

1. tip: Matrica elementarne transformacije mnoZenja vrste brojem \ # 0.
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Oznacimo sa F, kvadratnu dijagonalnu matricu formata m x m, na ¢ijoj dijagonali su sve
jedinice, osim r-te vrste, gdje se nalazi broj A, tj.

10 0 ... 0
0 1 0 ... 0
Ea=1 090 .. A .. 0
00 ...0 1

10 0 ... 0 a a a

0 1 0 ... 0 ot i
EA=100 . A .. 0 @i 2o Grn

ai 12 A1n

Ayl Ao Ay,

Am1 Am2 Amn

Vidimo da je proizvod ove dvije matrice matrica dobijena iz A mnoZenjem r-te vrste brojem

A
Primijetimo da je det £, = A # 0.
2. tip: Matrica elementarne transformacije zamjene dvije vrste mjestima.

Oznacimo sa FEj kvadratnu matricu formata m x m u kojoj u svakoj vrsti stoji tacno po
jedna jedinica. Pri tome u svim vrstama, osim r-te i s-te, jedinice stoje na dijagonali, dok u
vrsti r jedinica stoji u s-toj koloni, a u vrsti s u r-toj koloni:

10 0o - 0 0

01 0 0 0

0 0 0 1 0
Ey = :

0 0 1 - 0 0

0 0 0 0 1
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Pomnozimo matricu A matricom Fj, sa lijeve strane:

10 - 0 -~ 0 --- 0
o1 --- 0 --- 0 --- 0 aj; aiz ... Qi
0 0 O 1 0 ar1 ar2 Qrn
ByA = . |
00 1 0 0 s1  As2 Qsn
0 0 0 0 1 am1  Gm2 Amn
a1y Ay ... Qp
As1 [07%) e Qgn
a’/‘l a7‘2 e a/TTL
aml amz N a,mn

Vidimo da je proizvod E,A matrica dobijena iz A zamjenom vrsta r i s mjestima.
Primijetimo da det Ej, = —1.
3. tip: Dodavanje jedne vrste, pomnoZene brojem «, drugoj vrsti.

Oznacimo sa E. kvadratnu matricu formata m u kojoj na dijagonali stoje sve jedinice, ostalo
su nule, osim elementa na poziciji r, s, koji je jednak a:

10 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
Ec: .

0 0 a - 1 0

0 0 0 1
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Pomnozimo matricu A matricom E,. sa lijeve strane:

10 --- 0 -~ 0 --- 0 . ) )

11 12 1

L 0 0 e 0 .

| a a L..oa

O O 1 0 O rl r2 rn

E.A= .

. a1 g2 ..o Qa

O 0 o . 1 0 s s sn

oo --- 0 -+ o o1 Am1 Gma - Qmp
a11 Q12 a1n
r1 Ar2 Ay,

as1 + alr; Qg2 + alry ... Qgp —+ Oy,

am1 Am2 Amn

Vidimo da je proizvod E.A matrica dobijena iz A dodavanjem vrste r, pomnozene brojem «,
vrsti s.
Primijetimo da det £, = 1.

3 10

Primjer 2.4.1. Neka je data matrica A = -5 2 2 | € R¥*. Pretpostavimo da je u
-1 0 7

matrici A potrebno prvoj vrsti dodati drugu, pomnoZenu brojem 2. Formirajmo matricu E,

1
6
1
p
elementarnih transormacija trec¢eg tipa: F, = (

1

0

0
13 =7 5 4
matricu koju smo trazili. E.A = 6 —5 2 2
1 -1 07

Napomena 2.4.2. Prilikom rjeSavanja sistema linearnih jednac¢ina smo koristili metod Gausa.
Sada vidimo da se metod Gausa svodenja matrice A € P"™*" na stepenasti oblik moze zapisati

kao mnoZenje matrice A matricama elementarnih transformacija sa lijeve strane.

Primjedba 2.4.3. MnoZenje matrice A matricama elementarnih transformacija sa desne strane
odgovara elementarnim transformacijama kolona.

3 =7 8 4

Zadatak 2.4.4. Zadata je matrica A = [ 4 -5 0 2 |. Zapisati matrice elementarnih
1 —-11 0 7

transformacija F1, E», ..., E,, kojima je potrebno pomnoziti A s lijeve strane kako bi se matrica

A svela na stepenasti oblik.
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2.5 Obratna matrica

U ovoj Sekciji ¢emo nastaviti da se bavimo iskljucivo kvadratnim matricama iz P"*".

100 ... 0
010 ...0

Definicija 2.5.1. Matrica I = 001 0 € P™*" na ¢ijoj dijagonali se nalaze
000 ...1

jedinice, a izvan dijagonale nule, se naziva jedini¢nom matricom.
Definicija 2.5.2. Neka je A € P™*". Ako postoji matrica ) € P™*" takva da je
Q-A=A-Q=1,

tada ¢emo () nazivati obratnom (ili inverznom) matricom matrice A.
Matricu koja ima obratnu ¢emo nazivati invertibilnom.
Oznaka: Obratna matrica za matricu A se oznacava A~

Teorema 2.5.3. Matrice elementarnih transformacija su invertibilne ¢ njthove obratne matrice
su matrice elementarnih transformacija istog tipa.

Dokaz. Dokaz ¢emo izvesti tako $to ¢emo za svaki od tri tipa matrica elementarnih transfor-
macija neposredno naci njihove obratne matrice.
(i) Razmotrimo najprije matricu E, elementarnih transformacija prvog tipa. Imamo

1 0 0 ... ...0 1 0 0 ... ...0
001 0 ... ...0 01 0 ... ...0
B o o
Ea=1" Ao | P E 0 1 0
00 0 ... ..1 00 0 ... ..1

(ii) Neka je Ej, matrica elementarnih transformacija drugog tipa, tj. zamjene dvije vrste
mjestima. Tada je lako provjeriti da Ej, = Eb_l.
(iii) Kona¢no, razmotrimo matricu elementarnih transformacija treceg tipa. Imamo

10 - 0 - 0 --- 0 10 - 0 -+ 0 --- 0

0o 1 - 0O --- 0 --- 0 01 -«- 0 -+ 0 -0

00 1 0 0 ) 00 1 0 0
E. = ) i B )

00 ! 1 0 00 -« 1 0

00 -+ 0 «ov wvv v 1 0 0 -«- 0 cev ove e 1

Na ovaj nacin je pokazano da su matrice elementarnih transformacija invertibilne. Vidimo
da su obratne matrice E, !, E}° 1 E-! takode matrice elementarnih transformacija. O

C
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2.6 Rang matrice

a1 ai2 ... Qip
) . Q21 G2z ... Q2p X . . ‘s
Neka je zadata matrica A = ] ] i . eP . Naglasimo da, kao i ranije,
aAm1 Am2 ... Omn
ai
. . az . . .
vrste matrice A oznacavamo sa ai,ds,...,q, 1 A = } . Iz A izaberimo k vrsta i k
Qm
kolona, tj. podmatricu My formata k x k. Oznac¢imo sa iy, 4o, . . ., i indekse izabranih vrsta, a
Qivgy -+ Qiggy
sa J1,J2, - - -, jr indekse kolona. Tada je M = : :
Qiggr -+ Qiggy

Definicija 2.6.1. Determinanta matrice M}, naziva se minorom reda k matrice A.

Definicija 2.6.2. Re¢i ¢emo da matrica A ima rang jednak r, ako vazi:
1. postoji minor reda r razli¢it od nule;
2. svaki minor reda > r matrice A je jednak nuli.

Drugim rije¢ima, rang matrice je format najveée kvadratne podmatrice ¢ija je detemninata
razli¢ita od nule.

Oznaka: r = rank A.

Matrica A ranga r ima bar jednu kvadratnu podmatricu M, formata r, takvu da je det M,. #
0. Vrste i kolone matrice A na ¢ijim se presjecima nalaze elementi matrice M, nazivaju se
bazisnim vrstama i bazisnim kolonama.

1 3 -7 1
Primjer 2.6.3. Posmatrajmo matricu A = 1 0 5 2 € R34, Najveca kvadratna
-1 3 —-17 -3

podmatrica matrice A je formata 3. Medutim, direktnim ra¢unanjem determinanti moZemo
vidjeti da su sva Cetiri minora reda 3 jednaka nuli. Izdvajajuéi iz A podmatrice formata 2 x 2,
dobijamo minore drugog reda koji nisu jednaki nuli. Kao bazisne vrste i kolone mozemo uzeti,
1 3.

10 idet My =—3#0.
Sada iz definicije slijedi da je rang matrice A jednak 2. Primijetimo da izbor bazisnih vrsta i
kolona nije jednoznacan. Na primjer, mozemo izabrati drugu i tre¢u vrstu i prvu i ¢etvrtu kolonu

recimo, prvu i drugu vrstu i prvu i drugu kolonu. Tada je M, =

. . . . . . . . . 1 2
i one ¢e takode biti bazisne. Zaista, na ovaj na¢in smo izabrali podmatricu M) = ( 1 _3 ),

¢ija je determinanta jednaka —1.
Teorema 2.6.4. VaZe sljedeca tvrdenja:
(i) Bazisne vrste (bazisne kolone) matrice A su linearno nezavisne.

(11) Svaka vrsta (kolona) matrice A se moZe predstaviti kao linearna kombinacija bazisnih
vrsta (kolona).
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Dokaz. 1. Neka je rank A = r, i a;,...,a; bazisne vrste matrice A. Tada je podmatrica
M, koja sadrzi ove vrste takva da det M, # 0. Saglasno Posljedici 2.3.15 vrste matrice M, su
linearno nezavisne. No, tada su i vrste a;,,...,a; matrice A linearno nezavisne.

2. Pretpostavimo da je rank A = r. Tada su svi minori reda r+1 jednaki nuli, tj. det M, =
0, gdje je:

air ... Q1 Gi1s
M, = : : . , p>Tr,s>T.
Ar1  «.. Gpp Gpg
Apl - Qpr  Qps
Oznacimo sa Aqg, Ags, ..., Ays, Aps algebarske dopune elemenata ayg, ags, . . ., Gps, Gps 1 izracu-

najmo determinantu M, 1, razlazuéi je po zadnjoj koloni:
det Mr+1 = alSAls + CLQSAQS + -+ arsArs + CLpsAps =0. (24)

Podijelimo jednacinu (2.4) sa det M, # 0:

Ups = — = a1s — Bas 2s — T Brs rs
det M, det M, det M,
Uvodeéi oznake oy, = —dﬁt’}@r, k = 1,7 dobijamo:
Aps = Q1015 + Qolos + -+ + Qplys.
Uvrstavajuéi u prethodnu jednakost redom s = 1,2,...,n dobijamo:

ap1 = Q1011 + =+ + Qrlyy

Qpp = A101p + ot Q.
Posljednjih n jednakosti mozemo zapisati kao vektorsku jednakost:

ap = a1ay + - + opay.

Znadi, vrsta a, je linearna kombinacija bazisnih vrsta a4, ..., a,. O]
Teorema 2.6.5. Ako se svaka vrsta aq,ao,...,a,, moZe predstaviti kao linearna kombinacija
vrsta by, ba, ... by @ m >k, tada su vrste ay,as, ..., ay linearno zavisne.

Dokaz. Buduéi da se vrste mogu vijdeti kao vektori u prostoru P", moguée je primjetniti
Teoremu 1.4.12. ]

Teorema 2.6.6. Rang A € P"™*" je maksimalan broj linearno nezavisnih vrsta (kolona) matrice
A.

Dokaz. Neka je rank A = r i neka su aq, as, . .., a, bazisne vrste matrice A. Neka je a;,, ..., a;,
proizvoljan skup s vrsta matrice A, gdje je s > r. Po Teoremi 2.6.4, svaka vrsta a;,,...,a;, se
moze predstaviti kao linearna kombinacija vrsta aq,...,a,. Posto je s > r, to su po Teoremi
2.6.5 a;,,...,a;, linearno zavisne. ]
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Teorema 2.6.7. Ako se svaka vrsta (kolona) matrice A moZe izraziti kao linearna kombinacija
vrsta (kolona) matrice B, tada rankA < rankB.

Dokaz. Neka su aq,as,...,a, bazisne vrste u matrici A, a by, bs,...,bs bazisne vrste u B.
Treba pokazati da je r < s.

Pretpostavimo suprotno, da je r > s. Po uslovu svaka vrsta aq,...,a, moze se predstaviti
kao linearna kombinacija by, ...,bs, pa su po Teoremi 2.6.5 vrste aq,...,a, linearno zavisne.
Ali, to su po pretpostavci bazisne vrste, pa imamo kontradikciju, koja dokazuje da je r < s, tj.
rank A < rank B. O

Teorema 2.6.8. Neka je A € P™", B € Pk, Tada rank (A - B) < rank A i rank(A - B) <
rank B.

Dokaz. Vrste matrice A - B su linearna kombinacija vrsta matrice B (8to direktno slijedi iz
definicije mnozenja matrica). Takode vrste matrice A- B su linearna kombinacija vrsta matrice
A. Na osnovu Teoreme 2.6.7, imamo da je rank(A- B) < rank B i rank(A- B) < rank A. Sli¢no
vazi i za kolone. O

Teorema 2.6.9. Neka je A € P,
(1) Ako je B € P™*™ invertibilna matrica, tada je rank(B - A) = rank A.
(11) Ako je C € P™™ - invertibilna matrica, tada rank(A - C) = rank A.

Dokaz. Na osnovu prethodne Teoreme je rank (B - A) < rank A. Kako je B invertibilna
matrica, imamo A =1-A= (B™'-B)-A= B™'-(B-A). Slijedi rank A = rank (B~!-(B- A)) <
rank (B - A). Posljednja nejednakost slijedi takode iz prethodne Teoreme. Dvije dobijene
nejednakosti dokazuju nasu Teoremu. O

Posljedica 2.6.10. Elementarne transformacije vrsta i kolona ne mijenjaju rang matrice.

Dokaz slijedi iz ¢injenice da su matrice elementarnih transformacija invertibilne (Teorema
2.5.3).

1 3 =7 1
Primjer 2.6.11. Odredimo rang matrice A = 1 0 5 2 |. Primijetimo da trec¢u
-1 3 —-17 -3
vrstu mozemo izraziti kao linearnu kombinaciju prve i druge. Naime, ako prvu vrstu oduzmemo
13 -7 1
od druge i dodamo tre¢oj, imamo | 0 —3 12 1 . Dodavanjem druge vrste, pomnozene
0 6 —-24 -2
1 3 —-71
brojem 2, tre¢oj, dobijamo | 0 —3 12 1 |. Vidimo da je rang posljednje matrice jednak
0O 0 0 O

2, a posto elementarne transformacije ne mijenjaju rang matrice, to znaci da je i rang matrice

A jednak 2.
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2.7 Singularne i regularne matrice
U ovoj Sekciji ¢emo se vratiti kvadratnim matricama.

Definicija 2.7.1. Kvadratna matrica A naziva se regularnom, ako je det A # 0. Ako je
det A = 0, matrica A se naziva singularnom.

Teorema 2.7.2. Matrica A € P™*" je reqularna ako i samo ako je rank A = n.

Dokaz. Ukoliko je rank A < n, to su vrste matrice A linearno zavisne. Dakle, postoji jedna
vrsta koja je linearna kombinacija preostalih. Iz Posljedice 2.3.15 slijedi da je tada det A = 0,
tj. A je singularna matrica.

S druge strane, ako je rank A = n, to, po definiciji ranga matrice, postoji minor reda n koji
je razli¢it od nule. Po$to je format matrice n X n, ovo znaci da je det A # 0, tj. matrica A je
regularna. O]

Teorema 2.7.3. Svaka regularna matrica se moZe predstaviti kao proizvod matrica elemen-
tarnih transformacija.

Dokaz. Neka je Aregularna. Iz prethodnog Tvrdenja imamo da je rank A = n. Prema Tvrdenju
2.2.4, matrica A se elementarnim transformacijama vrsta i kolona moze svesti na jedini¢nu ma-
tricu (ovdje smo osim pomenutog Tvrdenja iskoristili ¢injenicu da elementarne transformacije
vrsta i kolona ne mijenjaju rang matrice). Podsjetimo da elementarne transformacije vrsta

odgovaraju mnozenju matricama elementarnih transformacija Fy, Es, ..., E, sa lijeve strane.
Takode, elementarne transformacije kolona se mogu zapisati kao mnozenje matricama elemen-
tarnih transformacija G1,Gs, ..., G, sa desne strane. Zapisimo sve receno u obliku jednakosti:
I=E; - Ey-Ey-A-Gy-Go--- G, (2.5)
Matrice Ey, ..., Es, Gy, ...,G, su, kao matrice elementarnih transformacija, invertibilne. Sada
jednakost (2.5) mnozimo redom sa E;!,..., Ey', B! sa lijeve strane. Tako dobijamo:
E'EyY- E7N = AGLGy - Gy (2.6)
Dalje mnozimo (2.6) sa G;*,..., G5 ', Gy sa desne strane:

ET'ES- - E;lG;1 L GyGT = A

Po Teoremi 2.5.3, matrice E7Y, ... Byt Gyl ,G(;l su matrice elemetarnih transformacija,

$to ¢ini dokaz kompletnim. O

Sada smo u moguénosti da pokazemo da je determinanta proizvoda matrica jednaka proizvodu
determinanti.

Teorema 2.7.4. Za A, B € P vaZi det(A - B) = det A - det B.
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Dokaz. Dokaz ¢emo podijeliti u tri dijela. Prvo ¢emo dokazati Teoremu za sluc¢aj kada je A
matrica elementarnih transformacija. Zatim razmatramo slucaj kada je matrica A singularna i
konac¢no, koristeéi prethodnu Teoremu, razmotri¢emo slucaj kada je A regularna matrica.

(i) Neka je A matrica elementarnih transformacija.

(i1) Neka je A matrica elementarnih transformacija prvog tipa. Tada je A - B matrica
dobijena iz B mmnoZenjem jedne vrste brojem A # 0. Imajuéi to u vidu, lako je vidjeti da
det(A-B) = A-det B (Tvrdenje 2.3.10). Prisjetimo se da je determinanta matrice elementarnih
transformacija prvog tipa jednaka A, pa imamo det(A - B) = A - det B = det A - det B.

(i2) Neka je A matrica elementarnih transformacija drugog tipa. Tada je det A = —1, a
matrica A - B se dobija kada u matrici B zamjenimo mjesta za dvije vrste. Po Posljedici 2.3.13
imamo det(A - B) = —det B=—1-det B =det A - det B.

(i3) Neka je A matrica elementarnih transformacija treceg tipa. Tada je det A = 1, a matrica
A - B dobijena iz B dodavanjem i—te vrste, pomnoZene brojem «, j— toj vrsti. Poznato je
da se determinanta matrice ne mijenja od takve operacije (Posljedica 2.3.14), prema tome:
det(A-B) =det B=1-det B=det A-detB.

(ii) Razmotrimo slucaj kada je A singularna, tada je (Tvrdenje 2.7.2) rank A < n: rank(A -
B) < rank A < n, odakle zaklju¢ujemo da je matrica A - B singularna, tj. det(A-B) =0 =
0-det B =det A - det B. Dakle, Teorema vazi i za slu¢aj kada je A singularna matrica.

(iii) Kona¢no, ako je matrica A regularna, ona se moze predstaviti kao prozivod matrica
elementarnih transformacija, tj. A = E1Fs---FE,. Tada na matrice Eq, Es,..., E, mozemo
primijeniti punkt (i) ovog dokaza:

det(AB) = det(ElEg s ESB) = det E1 det(Eg s ESB) = det E1 det E2 det(Eg st E5B>
=...=det Eydet Ey---det Esdet B = det(E1Es - - - Eg) det B = det Adet B.

O

Teorema 2.7.5. Matrica A je invertibilna ako i samo ako je reqularna i tada imamo det A~! =
1
det A°

Dokaz. Neka je A singularna, tj. detA = 0. Pretpostavimo da postoji matrica A~!. Tada

A7l A = I, pa po Teoremi 2.7.4, imamo det(A™1 - A) = det A~ - det A = 1. No, kako je

det A = 0, to je posljednja jednakost nemoguéa, §to dokazuje da matrica A~! ne postoji.
Neka je A regularna. Ponovo se pozovimo na Teoremu 2.7.3: A = E1Fy--- F,, gdje su

Ey, E,, ..., E, matrice elementarnih transformacija. Ozna¢imo A~' = E;!... E;'E; ! Lako
je provjeriti da A™' - A = I, dakle A je invertibilna. Dalje, imamo da je det(A™! . A) =
det A™! - det A = det I = 1. Kako je det A # 0, odavde je det A = . O

Kona¢no, kombinujué¢i Tvrdenje 2.7.2 i Teoremu 2.7.5 izvodimo sljede¢i zakljucak o vezi
izmedu ranga matrice, njene determinante i invertibilnosti:

Posljedica 2.7.6. Neka je A € P"*". Tada:
(i) A je regularna <= A je invertibilna <= A je punog ranga, tj. rank A = n;
(11) A je singularna <= A nema obratnu matricu <= rank A < n.

Sada se mozemo vratiti metodima provjere da li je sistem vektora u R" linearno nezavisan,
da li je baza i slicno. Kako smo se uvjerili u Glavi 1, zadaci ove vrste se svode na rjeSavanje
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sistema linearnih jednacina. Koriste¢i pojam ranga matrice i metod Gausa, ove zadatke sada
mozemo efikasnije rjeSavati.

Zadatak 2.7.7. U R" je zadat sistem od m < n vektora aq,as,...,a,. Potrebno je provjeriti
da li su vektori aq, ao, ..., a, linearno nezavisni.
ax
%
Od vektora aq, ..., a,, formirajmo matricu A = ) , A e R,
am

Ako je rank A = m tada su vektori linearno nezavisni.
Ako je rank A < m tada su vektori linearno zavisni.

1 8 0

e . . . 1 —1 7

Na primjer, ispitajmo linearnu zavisnost sistema a; = 0 |- Ay = 1 ,as 1
7 -7 49

Formirajmo matricu cije su vrste koordinate zadatih vektora i na nju primijenimo algoritam
Gausa:

11 0 7 1 1 0 7 11 0 7
8§ -1 1 -7 —-10 -9 1 —-63|—>|0 -9 1 -63
0 7 -1 49 0 7 -1 49 0 0 -2 0
Rang ove matrice je 3, Sto znaci da je ovaj sistem vektora linearno nezavisan.
Zadatak 2.7.8. U R" zadato n vektora aq, as, ..., a,. Provjeriti da li ovi vektori ¢ine bazu.
ay
az
Formirajmo matricu A = . |. A je kvadratna matrica formata n.
an

Provjeru mozemo izvrsiti na dva nacina: rac¢unanjem determinante ili ranga matrice A.

Ako je detA = 0, tada je rankA < n, dakle navedeni vektori su linearno zavisni, pa ne mogu
¢initi bazu. Ako je detA # 0 tada vektori a1, as, - ,a, Cine bazu prostora R™.

Primijetimo da je u vecini sluc¢ajeva brzi nacin za provjeru koristenje metoda Gausa, buduéi
da rac¢unanje determinante u opStem slucaju zahtijeva vise operacija.

Zadatak 2.7.9. U R" je zadato m vektora ay, as, ..., a,, pri Cemu je m > n. Provjera linearne
zavisnosti ovih vektora se vrsi nalazenjem ranga matrice:

3]
Q2
A=| 7 |, AeRrR™™

Am

Najve¢i mogudéi rang ove matrice je n, a kako je m > n, to su ovi vektori sigurno linearno
zavisni. Ovo je u skladu sa ¢injenicom koja nam je ve¢ poznata da je sistem od m > n vektora
u n-dimenzionalnom prostoru uvijek linearno zavisan, pa ne mogu biti baza.
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2.7.1 Determinanta transponovane matrice

a1 a19 e Q1n
- . 21 G22 ... Q2p e i
Definicija 2.7.10. Neka je A = . . . cP . Tada se matrica
m1 Am2 ... Gmp
a11 Q921 o Qm
AT _ 12 A922 ... Am2 c anm
Aip A2 ... Gmp

naziva transponovanom matricom k matrici A.

Primjedba 2.7.11. Ako se matrice A i B mogu pomnoziti, tada se moze lako pokazati da je
(A-B)T =BT . AT,
Teorema 2.7.12. Neka je A matrica formata n x n. Tada je det A = det AT.

Dokaz. Ako je A singularna, tada je rank A < n, pa je rank AT < n, pa zaklju¢ujemo det A =
det AT = 0.
Ako je A regularna matrica tada je mozemo predstaviti na sljedeéi nac¢in A = E 1 FEs - - - E..
Tada je AT = (E\Fy--- E,)T = ET ... ETET. Po Teoremi 2.7.4 je:
det A = det By det By - --det B, det AT =det ET ---det EJ det ET.

Za matrice elementarnih transformacija je lako provjeriti da vazi det E; = det E]T j=1,s, pa
zakljuCujemo da je zaista det A = det A7

U

2.7.2 Metod nalaZenja obratne matrice

Sada ¢emo na konkretnom primjeru objasniti jedan od algoritama nalazenja obratne matrice.
Napomenimo da navedeni algoritam nije jedini, postoji vise nacina da se nade obratna matrica.
Neka je zadata sljede¢a matrica:

17 0
A= 0 -9 -1
-1 2 2

Pored matrice A dopiS$imo jedini¢nu matricu i nad vrstama nove matrice vr§imo elementarne
transformacije, sve dok na mjestu gdje se nalazila matrica A ne dobijemo jedini¢nu matricu:

1 7 01]1 00 1 7 01100

0 -9 —1(0 10 | =Mlv+lv—=| 0 =9 —1010 — IITv+ ITv —
-1 2 2001 0 9 10 1

1 7 0100 1 7 0|1 00 -
0 =9 —10 10 | = ITo+ITo— {0 =9 0|1 2 1 | =lvtIlo-g—
00 1]111 0 0 1|1 11

1o o u AN N TE

009 0|1 2 1) =Ilu-(~5)=| 010/ —§ —

0 0 11 1 1 0011 1 1
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Matrica koja je dobijena na desnoj strani je obratna k matrici A, dakle:

6 14 7
-1 91 92 91
A7 =1 =5 =5 %

111

Primijetimo da je ovaj algoritam mogudée dovesti do kraja, osim u slu¢aju kada je rank A < n.
tj. kada je matrica A singularna. U tom sluc¢aju neéemo dobiti jedini¢nu matricu na lijevoj
strani (umjesto toga, pojavice se vrsta u kojoj su svi elementi nule), pa nam algoritam nece
dati rezultat. Naravno, to nam ukazuje da matrica A nema obratnu.

2.7.3 Drugi metod nalaZzenja obratne matrice

Teorema 2.7.13. Neka je A € P"*" reqularna matrica. Tada je

~ ~ T
A11 Ce Aln
B ) )
CdetA | - L ’
An ... A
gdje je flij algebarska dopuna elementa a;;.
~ ~ T
All e Aln
Dokaz. Neka je B = deiA : : i C' = AB. Tada imamo
A ... A,
a1 . QA1np
n n ai—-11 .. Qj_1n
1 ~ 1 J J 1
Cii = Aixbp; = —— a;r det A = det | a; ce. o Qg = det X.
J Z Kk detAZ b 7 det A ! det A
k=1 k=1 Qj+11 -+ Aj4in
anl ce Anpn

Za i # j, X je matrica koja ima dvije iste vrste (i-tu i j-tu), pa je det X =0, 1 ¢;; = 0. Za
1=jje X =A pajecy; = @det/l = 1. Dakle, matrica C' je jedini¢na matrica, i prema
tome je AB = 1.

Analogno se moze pokazati da je BA = I, pa zakljucujemo da je A~! = B. n

2.8 Zamjena baza. Formule prelaska

Neka je V vektorski prostor, S = {vi,ve,...,0,} 1 S = {v},v},... v} dvije baze u V i
razlozimo vektore iz baze S’ po bazi S:

n
/ . ETS
Vi = U1t QU = E v, 7 =1,n.
=1
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ZapiSimo prethodne jednakosti u matri¢cnom obliku:

11 12 ... O1p
Qg1 Qag ... Qgp
/ / /
(Ul U2- ..vn) = (vl v2. . -/l)n)
Ap1 Opo ... Opp
Q11 12 ... Oqp
. es . Q21 Q22 ... Q2p ) ) )
Definicija 2.8.1. Matrica A = i L i se naziva matricom prelaska iz baze S
Qp1 Qp2 ... Qpp
u s’
Teorema 2.8.2. Neka je {vy,...,v,} baza u V', A regularna matrica formata n. Tada kolone

matrice S' = SA ¢ine bazu u'V.

Dokaz. Posto su rank S = n, rank A = n, to je po Teoremi 2.6.9 rank S” = n. To znadi da su
vektori {v], v}, ..., v} linearno nezavisni, pa oni ¢ine bazu u V. O

Primjer 2.8.3. Razmotrimo dvije baze S i S’ u R?:

S:{vlz((l)),w:(?)};
et ()i ()

Razlozimo vektore iz baze S’ po bazi S:
vi=1-v1—1-v50,=1-v;+2- vy

Dakle, matrica prelaska iz baze S u S’ je

().

Razmotrimo sada vektor = sa koordinatama ( _31 ) u bazi {vy,v2}. Nadimo koordinate ovog

M / /.
vektora u bazi {v], v}}:

3\ A 1Y Ly T2
1 = 1 Qi 9 041—3,042—3-

Dakle, koordinate vektora = u bazi {v],v5} su ( 7/3 ) :

Koriste¢i matricu prelaska, imamo:

(2 (25)-(5)
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Kao $to smo vidjeli na prethodnom primjeru, koordinate vektora u jednoj bazi se mogu
dobiti iz koordinata u drugoj uz pomo¢ matrice prelaska.

Primjedba 2.8.4. Oznac¢imo sa x(S) i z(S’) koordinate vektora x u bazama S i S’. Neka je
A matrica prelaska iz baze S u bazu S’. Tada x(S) = Az(S5’).

Teorema 2.8.5. Neka je A matrica prelaska iz baze S u S', 8" = SA. Tada S = S'A7L.

Dokaz. Posto je A matrica prelaska, to je ona regularna, dakle i invertibilna. Mnozeéi jed-
nakost S’ = SA sa A™! sa lijeve strane, dobijamo nage tvrdenje. n

Definicija 2.8.6. Govori¢emo da su baze S i S, gdje je S’ = SA, jednako orjentisane, ako
detA > 0. Ako je detA < 0, tada kazemo da su baze suprotno orjentisane.

2.9 Ekvivalentne matrice

Definicija 2.9.1. Matrice A i B formata m x n and poljem [P se nazivaju ekvivalentnima, ako
postoje regularne matrice P € P™*™ i () € P"*" takve da je A = PBQ.

Teorema 2.9.2. Neka je matrica A formata mxn irank A = r. Tada postoje reqularne matrice

P e P™m™ i Q € P takve da je G = PAQ = L O
Oy Oy

formata r x r, Oy, Oz i O3 nula-matrice formata, r x (n—1r), (m—7r)xri(m—r)x (n—r),
respektivno.

, gdje je I, jedinicna matrica

Dokaz. Pozovimo se na Tvrdenje 2.2.4 da elementarnim transformacijama vrsta i kolona ma-
tricu A svedemo na oblik G. Dakle: G = E,--- E;E1AG1Gy - -Gy, gdje su By, Es, ... Ej,
G1, Gy, ...,G, matrice elementarnih transformacija. Bududi da elementarne transformacije
ne mijenjaju rang matrice, to ¢e matrica G imati r = rank A jedinica na glavnoj dijagonali.
Ozna¢imo P = Es---E2E 1 QQ = G1Ge---G,. Matrice P i () su, kao proizvodi matrica
elementarnih transformacija, regularne. Ovim je Teorema dokazana. [

Teorema 2.9.3. Matrice A ¢ B formata m xn su ekvivalentne ako i samo ako rank A = rank B.

Dokaz. Neka su A i B ekvivalentne. Tada po definiciji postoje regularne matrice P i @), takve
da A = PBQ. Posto mnozenje regularnim matricama ne mijenja rang (Teorema 2.6.9), to vazi
da je rankA = rankB = r.

Neka je sada rankA = rankB = r. Po prethodnoj Teoremi imamo: G = PAQ,,G =
P, BQ», gdje su Py, Py, )1, ()2 regularne matrice. Izjednacavajuéi, dobijamo: PAQ, = P, BQ)-,
pa slijedi A = P/ 'P,BQ,Q;". Matrice P = P[Py i Q = QoQ7" su regularne, slijedi da su A
i B ekvivalentne. [
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Glava 3

Sistemi linearnih jednacina

U prethodnim glavama smo vidjeli da se mnogi konkretni zadaci Linearne algebre svode na
rjeSavanje sistema linearnih jednacina. Zato nam je potrebno da podrobno proucimo taj za-
datak. U Glavi 2 smo objasnili metod Gausa kao jedan od metoda rjeSavanja sistema linearnih
jednéina (koji je u opStem slu¢aju i najefikasniji metod). U ovoj glavi ¢emo se fokusirati na
pitanja o postojanju i jedinstvenosti rjeSenja ovog zadatka, kao i strukturi skupa rjeSenja.

Neka je P polje i pretpostavimo da imamo sistem od m jednacina i n nepoznatih sa koefi-
cijentima a;; € P, i =1,m, j = 1,n:

a1171 + a12%2 + -+ + A1 Ty = by;

a21%1 + Ao + - -+ + A2, Ty = bo;

(3.1)
Am1T1 + ApmaZe + -+ + ATy = bm
Matrica sistema je
ai ai12 ... QAip
g1 Q22 ... Q9
A= " (3.2)
Am1 Am2 ... Qmn
by I
. b . e T2
Vektor desne strane je b = . , a vektor nepoznatih promjenljivih z = . . Sada
bm Ty,
(3.1) mozemo zapisati u matri¢nom obliku na sljedeéi nacin
Az =b. (3.3)
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3.1 Homogeni sistem linearnih jednacina
Sistem linearnih jednacina se naziva homogenim, ako ima sljedec¢i oblik

1121 + A2 + - + ATy = O;

a21T1 + A92To + + ++ + Aop X, = O;

A1 T1 + QpaZo + -+ -+ Qpp Ty, = 0.

Njegov matri¢ni oblik je
Axr =10

gdje je A € P™*™ matrica sistema i 6 nula-vektor u P".
Najprije primijetimo da svaki homogeni sistem ima makar jedno rjeSenje — to je trivijalno
rjeSenje v =0, tj. vy =29 =--- =2, = 0.

Teorema 3.1.1. Neka je S C P" skup rjeSenja sistema (3.4). Tada je S vektorski potprostor
u P,

Dokaz. 1. Pretpostavimo da su x,y € P" rjeSenja sistema (3.4), tj. z,y € S. Tada vazi Az = 0
i Ay =0,paje A(x+vy) = Az + Ay = 6+ 0 = 0. Dakle, z + y je takode rjeSenje sistema (3.4),
tj. v+yes.
2. Neka je x € Sia €P. Tada je Ax = 0, pa imamo A(az) = aAzx = 0. Dakle, ax € S.
Iz 1. i 2. slijedi da je S vektorski potprostor u P". [

Nakon $to smo utvrdili da je skup rjesenja homogenog sistema vektorski potprostor, prirodno
je zapitati se cemu je jednaka dimenzija tog potprostora. Naredna teorema daje odgovor na to
pitanje.

Teorema 3.1.2.
dim S = n — rankA.

Dokaz. Ozna¢imo sa S’ direktnu dopunu potprostora S u P". Neka je dim S’ = k i neka je
{v1,v9..., v} baza potprostora S', a {vig41, ..., v, } baza potprostora S. Pokazacemo prvo da je
sistem vektora { Avy, Avs, ..., Avg} linearno nezavisan. Neka je A\j Avy+AoAvg+- - -+ A\ Avy, = 6,
gdiesu \; € P, j = 1,k skalari. Tada imamo A(Av; + Agva + -+ + M\ug) = 6. Dakle,
A1 + Agvg + - + Apup € S, Medutim, Ajvp + - + Ao € 57, pa kako je presjek ova dva
potprostora samo nula-vektor, imamo A\jv; + Agve + -+ + Agvp = 0. Kako je sistem vektora

{v1,v9, ..., v} linearno nezavisan, mozemo zakljuciti da A\; = Ay = -+ = Ay = 0, ¢ime je
pokazana linearna nezavisnost sistema {Avy, Avg, ..., Avg}.
Dokazimo sada da je rankA = k. Za sve i = 1,2,...,n neka je
0

e; = | 1(i-ti red) | € P™.
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GLAVA 3. SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA 3.2. NEHOMOGENI SISTEM

Vektor Ae; € P™ predstavlja i-tu kolonu matrice A. Kako je {vy,vs,...,v,} baza prostora
P to e; € Lin{vy,vg,..., 0.}, tj. Ae; € Lin{Avy, Avs, ..., Avg}. Dakle, medu kolonama
Aeq, Aes, ..., Ae, matrice A postoji sistem od najviSe k linearno nezavisnih, pa je rankA < k.

Sada ¢emo pokazati da vazi jednakost. Pretpostavimo suprotno, da je rankA < k. Tada
matrica A ima r < k linearno nezavisnih kolona. Neka je C' matrica formata n x k ¢ije su

kolone vy, vs, ..., v;. Posmatrajmo matricu B = AC. Imamo da rankB < rankA = r. Dakle,
B ima najvise r < k linearno nezavisnih kolona. Odavde zaklju¢ujemo da je sistem vektora
{Avy, Avs, ..., Avy} linearno zavisan, $to je u kontradikciji sa prvim dijelom naseg dokaza.

Dakle, zaista je rankA = k.
Na kraju, kako je S S’ = P", imamo dim P"” = dim S + dim S’. Kako je prema pokazanom
dim S" = rankA, slijedi dim .S = n — rankA. ]

Posljedica 3.1.3. Ako u sistemu (3.4) m < n, tada taj sistem ima netrivijalno riesenje.

3.1.1 Homogeni sistem linearnih jednacina sa kvadratnom matricom

Posljedica 3.1.4. Homogeni sistem od n jednacina ¢ n nepoznatih
Ax =0 (3.5)
ima netrivijalno rjesenje ako i samo ako je matrica sistema A € P™*" singularna.

Dokaz. Ako je matrica A regularna, tada je rankA = n iiz Teoreme 3.1.2 imamo da je dim S =

n—n = 0. U ovom slu¢aju skup rjesenja sadrzi samo trivijalno rjeSenje xr1 = x9 = --- = x, = 0.
Ako je matrica A singularna, tada je rankA < n, pa je dim S = n — rankA > 0. Ovo znaci da
skup rjesenja S sadrzi netrivijalno rjeSenje sistema (3.5). O

Primjer 3.1.5. Posmatrajmo sistem od 2 jednacine i 2 nepoznate:
T, — X2 = O,
31’1 — 3372 =0.

1 -1 e . o . .
) € R?*2, ¢iji je rang 1. Ocigledno, ovaj sistem ima netrivi-

3 -3
jalna rjeSenja. Skup rjeSenja ovog sistema S potprostor dimenzije n — rankA =2 —1 = 1.

S druge strane, sistem
1 — Tg = O,
31‘1 + 31‘2 =0
1

. . . D L -1
ima samo trivijalno rjeSenje jer je matrica sistema A = ( 3 3 ) regularna.

Matrica sistema je A = (

3.2 Nehomogeni sistem linearnih jednacina

Sistem jednacina se naziva nehomogenim, ako desna strana b u tom sistemu jednacina nije nula
vektor:
Ar=b, AeP™" belP" zelP" (3.6)
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Za razliku od homogenog, nehomogeni sistem ne mora uvijek imati rjeSenje, a to pokazuje
sljedeéi primjer.

Primjer 3.2.1. Sistem
T — Ty =1;
55(31 — 5ZEQ =2

Uz nehomogeni, razmotrimo i homogeni sistem jednacina sa istom matricom

nema rjeSenja.

Ax = 0. (3.7)

Teorema 3.2.2. Neka je S skup rjesenja sistema (3.7) i w jedno rjesenje sistema (3.6). Tada
skup rjesenja K sistema (3.6) ima sljedeéi oblik

K={w}+S={w+s|s e S}

Dokaz. Neka je w jedno rjesenje sistema (3.6) iz € K. Tadaje A(z—w) = Az—Aw = b—b = 6.
Dakle, z —w je rjesenje sistema (3.7), tj. z—w € S. Dakle, postoji s € S, tako da je z—w = s.
Odavde imamo z =w + s € {w} + 5, pa vazi K C {w} + S.

S druge strane, neka je z € {w}+ 9, tada z = w+s, gdje je s € S. Slijedi Az = A(w+s) =
Aw+ As=b+6=>b, paz e K. Odavde {w} + S C K. Znaci, K = {w} + S. O

Definicija 3.2.3. Skup K se naziva op§tim rjeSenjem sistema (3.6).

Primjer 3.2.4. Posmatrajmo dva sistema:

21 — dxy = 1; 211 — dxy = 0;
—4x; + 1029 = —2 —4x1 4+ 10z = 0.
Jedno od rjesenja nehomogenog sistema je w = {x1, 22} = {3,1}.
S druge strane, lako je nac¢i da je opSte rjeSenje homogenog sistema oblika S = {%mg,xg},
gdje je x5 € R proizvoljno.
Odavde imamo da je opsSte rjesenje nehomogenog sistema oblika K = {w + s|s € S} =
(3 —f— gZL’Q, 1 + ZEQ).

Definicija 3.2.5. Skup oblika K = {w} + S, gdje je S potprostor se naziva linearna afina
mnogostrukost.

Primjer 3.2.6. Podsjetimo da su u prostoru V? potprostori sve prave koje prolaze kroz ko-
ordinatni pocetak. Ukoliko neku pravu koja prolazi kroz koordinatni pocetak pomjerimo za
vektor w # 6, dobi¢emo pravu koja ne prolazi kroz koordinatni pocetak. Takve prave i jesu
linearne afine mnogostrukosti u V2 (Slika 3.1).

Dakle, opste rjesenje nehomogenog sistema linearnih jednacina ima strukturu linearne afine
mnogostrukosti (u slu¢aju da nije prazan skup).

Sada razmotrimo pitanje kada sistem nehomogenih jedna¢ina ima rjesenje. Sa (Alb) oz-
nacavamo proirenu matricu sistema (3.6) formata m x (n + 1).
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2
K V

el

Slika 3.1: S je vektorski potprostor, a K = {w} + S je afina mnogostrukost u V2.

Teorema 3.2.7 (Kroneker-Kapeli). Sistem linearnih jednacina (3.6) ima rjesenje ako i samo
ako je rankA = rank(A|D).

Dokaz. Pretpostavimo da je sistem (3.6) saglasan. Tada postoje skalari Ay, Ao, ..., A, € P
tako da je D27, aj); = b;, i = 1,m, odnosno Y ", Nja; = b. Tz ovoga se vidi da je kolona b
linearna kombinacija kolona matrice A, pa je rankA = rank(A|b).

Dokazimo tvrdenje i u drugom smjeru. Neka je rankA = rank(A|b) = k. Tada postoji k
linearno nezavisnih kolona matrice A, a time i matrice (A|b). Bez smanjenja op§tosti mozemo
pretpostaviti da se radi o prvih & kolona. Svaka kolona (A|b) je linearna kombinacija bazisnih,
pa je i b = Aay + das + -+ + Agag, pri ¢emu postoji A\; # 0, 1 < ¢ < k. Odavde je
b= XMNai+Xas+- -+ Aeag+0-ap1+---+0-a,, odnosno (Ay,..., A, 0,...,0) € P" je rjeSenje
sistema (3.6). O

Primjer 3.2.8. Razmotrimo nehomogeni sistem linearnih jednacina:

$1—$2—|—l’411;
3x1 — X9 — X3+ x4 = —1;
5[[1 —3&72—[E3+3[L’4Z —1.

Odredimo rang matrice (A|b):

1 -1 0 1|1 1 -1 0 1] 1
3 =1 —1 1|—1 | =1Iv-(=3)+IIv;Iv-(=5)+1I[Iv—=| 0 2 -1 —2| —4
5 —3 —1 3|—7 0 2 -1 —2|-12

1 -1 0 1]1
S Iv- (=) +ITv— | 0 2 -1 —2|—4
00 0 0]-8

Sada vidimo da je rankA = 2 i rank(A|b) = 3, pa po Kroneker-Kapelijevoj teoremi sistem nema
rjeSenja.
Primjer 3.2.9. Razmotrimo nehomogeni sistem linearnih jednacina:

Tr1 — X2 + Ty = 1;

311 — Ty — w3+ x4 = —1;

921 — 319 — w3 + 314 = 1.
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Odredimo rang matrice (A|b):

1 -1 0 1|1 1 -1 0 1]1
—1 -1 1|=1 | =»Iv-(=3)+Iv;Iv-(=5)+IIIv— | 0 2 —1 —2|—4
0 2 -1 —2|—4

1 -1 0 1 1
ST (V) +I1v— | 0 2 -1 —2|-4

o 0 0 01]O0
Dakle, rankA = 2 i rank(A|b) = 2, sistem ima rjesenje.

3.2.1 Nehomogeni sistem linearnih jednacina sa kvadratnom matri-
com

Posmatrajmo nehomogeni sistem linearnih jednacina od n jednacina sa n nepoznatih:
Ar=0b, AeP”" belP" zeP" (3.8)

Teorema 3.2.10. Neka je matrica A u sistemu (3.8) regularna. Tada sistem (3.8) ima jedin-
stveno rjefenje x = A7'b. Obratno, ako sistem (3.8) ima jedinstveno rjesenje, tada je matrica
A regularna.

Dokaz. Neka je matrica A regularna. UvrStavajuéi © = A7'0 u (3.8), imamo A(A™'b) =
(AA™Hb = b. Dakle, A7'b je rjesenje (3.8). Neka je w proizvoljno rjesenje (3.8), tj. Aw = b.
MnoZeéi posljednju jednakost sa A~ imamo w = A~'b. Dakle, sistem ima jedinstveno rjeSenje
A~th.

Pokazimo sada obratno. Neka sistem (3.8) ima jedinstveno rjeSenje w. S je skup rjeSenja
homogenog sistema Az = 6. Tada po Teoremi 3.2.2 imamo da je {w} = {w}+S. To je moguce
jedino ako je S = {#}. Dakle, sistem Az = # ima samo trivijalno rjeSenje, pa je po Teoremi
3.1.4 matrica A regularna. m

Sada ¢emo navesti jedan metod rjeSavanja sistema (3.8) sa regularnom matricom.

Teorema 3.2.11 (Kramerovo pravilo). Neka je matrica A u sistemu (3.8) reqularna. Za svako
Jj=1,...,n oznacimo sa M; matricu, dobijenu zamjenom j-te kolone u matrici A kolonom b.
Tada je
det M, det M, det M,
T = , Lo = yoee sy Lp =
det A det A det A

jedinstveno rjeSenje sistema (3.8).

Dokaz. Kako je A regularna matrica, sistem Az = b ima jedinstveno rjeSenje po Teoremi
3.2.10. Ogznafimo sa aq,as,...,a, kolone matrice A, a sa X oznac¢imo matricu dobijenu iz
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jedini¢ne matrice zamjenom k-te kolone vektorom nepoznatih x = (21, s, ..., x,). Tada je
10 ... 2y ... O
a1 G2 ... Qg L R
AXy =
Un1 Gp2 ... Onn P
00 ... z, ... 1
n
a1 a2 ... Zz’:l a;r;y ... QAip a1 a2 ... b1 ... Qi
n
ag91 A2 ... Zi:l a2;T; ... Q9pn as1 A9y ... bg ... Qop
= : : pu— pum— M
n k-
ap1 Az ... Zi:l Qi i ... Akn Q1 Q2 ... bk oo Akn
n
Ani Gp2 -o D g Ani®i ... Gpp Ap1 QAp2 .. by oo Gpp

Nadimo sada determinantu matrice X razlazuéi po k-toj koloni:
det X, = xpdet I,,_; = xp.
U prethodnoj jednakosti smo sa I,,_; oznacili jedini¢nu matricu formata n — 1. Slijedi
det My = det(AX}) = det A - det Xy, = xp det A,

pa je
deth

= k=1.2.....n.
detA’ ) ) 7”

Ty
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Glava 4

Linearni operatori u
konacénodimenionalnim vektorskim
prostorima

U ovoj glavi ¢emo se upoznati sa preslikavanjima jednih vektorskih prostora u druge. Takva
preslikavanja ¢emo nazivati operatorima. Linearna algebra se bavi operatorima koji imaju
svojstvo linearnosti.

4.1 Definicija i osnovna svojstva

Neka su V' i W vektorski prostori nad poljem P.

Definicija 4.1.1. Preslikavanje o7 : V — W se naziva linearnim operatorom ako ispunjava
sljedeca dva uslova:

(i) o (x+vy)=Adx+ Ay, Yo,y € V (aditivnost) i

(ii) o (ax) = o/ x, Vo € V i Vo € P (homogenost).

Linearne operatore ¢emo uvijek oznacavati velikim latinskim pisanim slovima, recimo <7, %,
¢, itd. Sa L(V — W) oznacavamo skup svih linearnih operatora koji preslikavaju prostor V' u
prostor W (kasnije ¢emo vidjeti da je rije¢ o vektorskom prostoru nad poljem P). Dakle, oznaka
o/ € LIV — W) znadi da je o linearan operator iz prostora V' u prostor W. Napomenimo da
je svaki izomorfizam vektorskih prostora linearan operator.

Lema 4.1.2. o : V — W je linearan operator, ako i samo ako vazi
A (ax+ Py) =adx+ oy, Vr,yeV i Va,peP.
Dokaz. Ako je o7 linearan operator, tada za z,y € V i «, f € P imamo
o (ax + Py) = o (ax) + o (By) = el x + [ y.

Obrnuto, ako je ispunjeno svojstvo u formulaciji leme, tada mozemo postavitia =115 =1
kako bismo ustanovili aditivnost operatora, a potom o = 11 § = 0 ¢ime zaklju¢ujemo da vazi
i homogenost. O]
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Primjetimo da iz prethodne leme imamo sljedece svojstvo: o7 (Z?zl Ozj:vj> =Y o Ty,

a €EP,x; €V, j=1,n,n€eN.

Lema 4.1.3. Neka je of € L(V — W). Tada vazi &/0y = Ow (tj. < preslikava nula-vektor
prostora V' u nula-vektor prostora W) i of (—z) = —/x, Vr € V.

Dokaz. ITmajuéi u vidu svojstvo homogenosti, nalazimo 70y = </ (0-0y) = 0- 0y = Oy i
A (—x)=d((-1)-z)=(-1) o =—-A. O

Primjer 4.1.4. (i) Razmotrimo operator o : R” — R", &/ x = 2z, Vo € R™. Vazi

g(x+y)=2x+y)=20+2y =+ Ay, Vr,yeR"

o (arx) =2(az) = a(2z) = addz, Ve R"iVaeR.

Dakle, mozemo zakljuciti da je o/ linearni operator, tj. o/ € L(R" — R").
(i) Razmotrimo operator & koji preslikava prostor R? u R? zadat na sljedeci nacin:

sz(xl), Vx:<x1>€R2.
0 To

1 2 - Y1 2 rT1+y .
Zax = eRéiy= ceRejex+y= 1 prema tome
(o) emin= () emiensu= (10 ) iv

W(Hy):(xlgyl):(%)+<y01):97x+9’y.

Kako je ax = ( ZII ), Va € R, imamo

y(ax):<&§1):a<%l):a@x.

Ovim smo ustanovili da je & linearni operator.

Operator & se naziva operatorom projekcije.

(iii) Na prostoru geometrijskih vektora V2 razmotrimo operator rotacije za ugao 5 suprotno
kazaljci na satu. Oznac¢imo ovaj operator sa 9?%. Mozemo se neposredno provjeriti da je %g
linearni operator, tj. Zz € L(V? — V?).

(iv) Neka je M, vektorski prostor svih polinoma stepena < n sa koeficjentima iz polja R
i razmotrimo operator diferenciranja &. Iz svojstava diferenciranja znamo da ovaj operator
preslikava M,, u M,,_; i da pri tome vazi

Dp+q)=Pp+%2q, VpqeM,

P(ap) = aPp, Vp e M, iVaeR.
Prema tome Z je linearni operator iz prostora M, u M, 1, tj. 2 € L(M,, — M,,_1).
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4.2 Jezgro i slika linearnog operatora

Jezgro operatora je skup svih vektora koji se slikaju u nula-vektor, dok je njegova slika skup
svih vektora u koje se neki vektor preslikava. Ova dva pojma ¢emo precizirati u definicijama
koje slijede.

Definicija 4.2.1. Jezgro linearnog operatora o7 € L(V — W) je skup
{ueV :du=0y}.
Oznaka: Ker o/.
Definicija 4.2.2. Slika linearnog operatora o7 € L(V — W) je skup
{weW:3ueV du=uw}
Oznaka: Im 7.

Primjer 4.2.3. (i) Za operator rotacije u ravni za ugao § imamo Ker Z= = {0} i In %z = V*.

Y

V2

R:d
a
xr
Slika 4.1: Operator rotacije za ugao 3
(ii) Razmotrimo operator projekcije 22 € L(R? — R?) zadat sa & < il = ( ‘%1 ) Lako
2
je vidjeti da je Ker 2 = {x e R? : z = (xo )}ilm@:{x€R2:x: (%1 )}
2
b
| Pa
Pb o z
a

Slika 4.2: Operator projekcije na z-osu.

(iii) Jezgro operatora & € L (M, — M,_1) ¢ne svi polinomi konstante, dok su u njegovoj
slici svi polinomi stepena < n — 1. Dakle, Ker 2 = {const} i Im 2 = M,,_;.
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Napomena 4.2.4. Ukoliko jezgro operatora sadrzi samo nula-vektor (kao, na primjer, u slu¢aju
operatora %g), govori¢emo da je jezgro operatora trivijalno.

Teorema 4.2.5. (i) Jezgro linearnog operatora of € L(V — W) je vektorski potprostor u V.
(11) Slika linearnog operatora o/ € L(V — W) je vektorski potprostor u W.

Dokaz. (i) Neka su u,v € Ker & proizvoljni vektori. Tada je &/u = &/v = Oy,. Odavde slijedi
da o/ (u+v) = du+ Fdv =0y + 0w = Oy. Dakle, u + v € KeroZ/. Takode, za proizvoljni
skalar v € P vazi &7 (au) = as/u = a - Oy = Oy. Dakle, imamo au € Ker.o/. Sada mozemo
zakljuciti da je Ker & zaista vektorski potprostor u V.

(ii) Neka su w, z € Imo/. Tada postoje u,v € V tako da je Zu =w i v = z, pa imamo
o (u+v) =Fu+ v =w+ z Dakle, vektor u+ v € V se slika u w + 2, tj. w+ 2z € Im .
Dalje, za proizvoljno a € P imamo & (au) = ao/u = aw, pa se, dakle, vektor au slika u aw,
tj. aw € Im 7. Iz prethodnog slijedi da je Im .o/ zaista vektorski potprostor u W. O

Teorema 4.2.6. Neka je of € LIV — W) i neka je {uy,us, ..., u,} baza u prostoru V. Tada
Jje
Im .o/ = Lin{ A uy, Aus,...,du,}.

Dokaz. Neka je w € Im .« proizvoljan vektor. Tada postoji v € V tako da je w = @/v. Ako je
v =3Y"_, aju; razlaganje vektora v po bazi u V, tada imamo

J
w=gdv=9 (Zaju]) = &jZduj.
j=1 j=1

Dakle, w € Lin{.o/uy, S us, . .., A u,}, tj. Imo/ C Lin{eluy, Hus, ..., u,}.
Pokazimo sada obrnutu inkluziju. Neka je v € Lin{@/u,, “us, ..., 27 u,}. Tada je

V= iﬁj%ﬂj =/ (i&ju]’) € Im .7
j=1

j=1
Dakle, Lin{@Zuy, “us, ..., u,} C Im o7 ]

Primjer 4.2.7. (i) Razmotrimo operator projekcije & € L (R? — R?). U R? izaberimo bazu

{u1, uz}, gdje je
A N g
Uy = 3 1 Ug = 9 .

(1) 1 one(3)

Prema prethodnoj teoremi je

Tada imamo

Lin{@m,@uﬁzm(é)%—ag(_04>:{$6R2:x:(IOI )}:Im@.
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(ii) Za operator rotacije Zz € L(V? — V?) razmotrimo standardnu bazu {€,&} u V?>.
Primijetimo da je

e@g _)1 = gg i %géz = —51,
pa je InZz = Lin{éy, —&1} = V2.
(iii) Razmotrimo standardnu bazu {1,¢,¢% ... ,t"} u prostoru polinoma M,. Kako je 21 =

0, 9t =1, 2t>=2t,..., Pt" = nt""!, imamo Im 2 = Lin{0, 1,2¢t,... ,nt" '} = M,_;.

Teorema 4.2.8. Neka je of € LIV — W) i {uy,ug,...,uy} linearno zavisan sistem vektora
u prostoru V. Tada je {ofuy, A ug, ..., uy} linearno zavisan sistem u W.

Dokaz. Neka je aju; + asug + - -+ + Quty, = Oy, pri ¢emu postoji o; # 0, 1 <7 < m. Ako na
posljednju jednakost djelujemo operatorom .o/, dobijamo

M(a1u1+a2uQ+~--—|—amum):alﬂu1+a2%uQ+--~+amdum:;Zf@vzew.

Kako je rije¢ o netrivijalnoj linearnoj kombinaciji, mozemo zakljuciti da je sistem vektora
{duy, Aus,...,du,} linearno zavisan. ]

Ova teorema se moze preformulisati na slede¢i nacin.

Posljedica 4.2.9. Neka je o7 € LIV — W). Ako je {Au, S us, ..., Uy} linearno nezavisan
sistem vektora u W, tada je {uy,us, ..., uy} takode linearno nezavisan sistem u V.

Teorema 4.2.10. Neka je {vi,ve,...,v,} baza u V, a {wi,ws,...,w,} proizvoljan sistem
vektora uw W. Postoji jedinstven linearani operator o € L(V — W) tako da je o/v; = w;,
j=1n.

Dokaz. Neka je u € V proizvoljan vektor i u = Z?Zl a;v; razlaganje vektora u po bazi u V.
Defini§imo operator </ € L(V — W) na sljedeéi nadin:

n
N ATES E W
J=1

Neposredno se moze provjeriti da je .o/ zaista linearni operator. Takode imamo

szfuj:%(O.vl_FO.UQ_i_...+1.Uj+...+0.vn)
=0-w +0-wy+ -+ 1w+ +0-w, =wj, j=1,n,

Da ustanovimo jedinstvenost, pretpostavimo da i za linearni operator £ € L(V — W) vazi
Pv; = wj, j = 1,n. Tzaberimo proizvoljan vektor u € V i neka je u = " ajv;. Tada imamo

PBu =B (Zn: ozjvj) = z": a; Bu; = z”: aw; = o u.
j=1 j=1 j=1

Dakle, o/u = Bu, Vu € V, tj. o = A. O]

Definicija 4.2.11. Rangom linearnog operatora . nazivamo dimenziju njegove slike.
Oznaka: rank <.
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Definicija 4.2.12. Defektom linearnog operatora .« nazivamo dimenziju njegovog jezgra. Oz-
naka: defect .o/

Dakle,
rank &/ =dimIm.«/ 1 defect &/ = dim Ker 7.

Lema 4.2.13. Neka je o7 € L(V — W). Tada je rank &/ < dim V.

Dokaz. Neka je dimV = n i neka je {uj,us,...,u,} baza u prostoru V. Prema Teoremi 4.2.6
je Im .o/ = Lin{/uy, Huy, ..., u,}, paimamo

rank .o/ = dim Im & = dim Lin{ &/ uy, S ua, ..., A u,} < n.

Napomenimo da ukoliko je sistem vektora {</u;, “us, ..., o/ u,} linearno nezavisan, ovdje vazi
znak jednakosti, a ukoliko je taj sistem linearno zavisan, tada je rank &/ < n. [

Teorema 4.2.14. Za svaki operator o7 € LIV — W) vazi
rank &7 4 defect o/ = dim V.

Dokaz. Neka je dimV = nineka je dim Ker &7 = k. Pokazac¢emo da je rank o/ = n—k. Izabe-

rimo bazu {uy, us, ..., ux} u potprostoru Ker .o/ i dopunimo je do baze {u1, ..., ug, Ugs1, ..., Un}
prostora V. Pokaza¢emo da je sistem vektora { &/ uy 1, & upya, ..., A u,} bazazalm o/. Zaista,
imamo

Im .o/ = Lin{ A uy, ..., S ug, A ugi1, ..., Uy}
=Lin{Ow, ..., 0w, Fupy1, ..., Au,} = Lin{ S ugsq, ..., u,},

Sto znadi da sistem vektora { & uy 1, L ugio, ..., A u,} generise Im o7. Preostaje da se pokaze
da je taj sistem linearno nezavisan. Neka je agi1.9 U1+ Qg0 U0+ - +anu, = Oy. Ova
jednakost se moZe napisati u obliku &7 (Z?:kﬂ aju; ) = Ow. Dakle, 370, aju; € Ker o,
Sto znad¢i da se ovaj vektor moze razloZiti po bazi potprostora Ker.oZ. Neka je Z?:kﬂ U, =
Z?Zl Bjuj. Odavde imamo Z;?:l Bjuj + 01 (—aj)u; = Oy. Medutim, sistem vektora
{ug, ... U, a1, - -, un} je baza u V| pa slijedi da svi koeficijenti prethodne linearne kombi-
nacije moraju biti jednaki nuli. Posebno, imamo a; = 0 za sve j = k + 1,n. Dakle, pokazali
smo da je sistem vektora {&/uji1, P Uugia,..., A u,} linearno nezavisan i prema tome baza
potprostora Im /. Na osnovu prethodnog imamo dimIm .o/ =n — k, tj. ranka/ =n — k. 0O

4.3 Operacije sa linearnim operatorima

(i) Zbir operatora o/, € L(V — W) je operator of + % : V — W koji djeluje na sledeéi
nacin:

(o + B)u = Au+ Bu, YuelV.

Lako je ustanoviti da &7 + % € L(V — W). Dakle, imamo dobro definisanu operaciju na skupu
svih linearnih operatora £L(V — W).
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(i) Neka je &7 € L(V — W), i neka je o € P. MnoZenjem operator &/ skalarom o € P
dobijamo operator a? : V. — W koji dejstvuje na sljede¢i nacin:

(ol )u = a(Fu), YuelV.

Lako je provjeriti da ae? € L(V — W).
iii) Neka je & € L(V — W) i1 P € LIW — Z). Tada mozemo definisati operator
HBoof 'V — Z nasljedeéi nacin:

(Bod)u=B(Au), YuelV.

Neposredno se moze provjeriti da je Zoo/ € L(V — Z). Operator o/ nazivamo proizvodom
(ili superpozicijom) operatora o/ i . Umjesto % o o/ Cesto ¢emo pisati B .

Teorema 4.3.1. Neka su V 1 W wvektorski prostori nad poljem P. Tada skup svih linearnih
operatora L(V — W) sa operacijama sabiranja i mnoZenja operatora skalarom éini vektorski
prostor nad poljem P.

Za dokaz je potrebno provjeriti aksiome vektorskog prostora. Napomenimo da je neutralni
element za sabiranje operatora nula-operator O € L(V — W), koji dejstvuje na nac¢in: Ou =
Qw, Yu e V.

T

Primjer 4.3.2. Neka su #Z, 2 € L(V? — V?) operatori rotacije za ugao 5 i projekcije na
x—osu. Tada je mogucée razmotriti dva proizvoda: ZZ i Z%. Imamo Ker Z& = y — osa i

ImZY =y — osa. Za operator X je Ker X% = x — osa i Im PX = x — osa.

Y V2 Y V2

Pa

|

Slika 4.3: Dejstvo operatora P X, o i Krj2 .

Teorema 4.3.3. Neka su o/ € L(V — W) i B € LIW — Z) linearni operatori. Tada vazi:
1. rank Ao/ < min{rank o7, rank %},
2. rank .o/ = dim W = rank A« = rank %;
3. rank # = dim W = rank A&/ = rank &/

Dokaz. 1. Kako je InABe/ C Im A, imamo dimIm B/ < dimIm A, tj. rank B <
rank #. Dokazimo sada da je rank Ao/ < rank.«/. Neka je W/ = Im.«Z C W i razmotrimo
suzenje operatora % na potprostor W', tj. %B|y.. Primijetimo da je Im %|y = Im B, pa
1mamo

rank Ao/ = dimIm B« = dimIm By < dim W' = dim Im &/ = rank <.
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2. Neka je rank ./ = dimW. Tada je IneZ = W i Im B« = Im &, pa je rank B =
rank A.

3. Neka je rank # = dim W. Tada je defect Z = 0, a to znaci da je operator &£ jednoz-
nacan i prema tome preslikava linearno nezavisan sistem vektora u linearno nezavisan sistem
vektora. Neka je {uj,us,...,u,} baza prostora V. Odaberimo k = rank ./ vektora tako da
je {du;,, Ay, ..., du;, } CW baza za Im.o/. Kako je slika ovog sistema linearno nezavisan
sistem { B u;,, B sy, ..., B u;, }, imamo rank B.o/ > k = rank o/ . Kako na osnovu prvog
dijela tvrdenja imamo obrnutu nejednakost, mozemo zakljuciti da vazi rank Ao/ = rank &/. [

Primjer 4.3.4. Uz oznake iz prethodnog primjera imamo rank Z% = 1, dok je rank & =1 i
X = 2.

4.4 Obratni operator

U ovoj sekciji ¢emo razmatrati operatore koji preslikavaju vektorski prostor V' u sebe, dakle
razmatramo operatore koji pripadaju prostoru L(V — V).

Definicija 4.4.1. Operator .# € L(V — V), Su = u, Yu € V se naziva jedini¢nim operatorom
ili operatorom identiteta na prostoru V.

Definicija 4.4.2. Operator & € L(V — V') se naziva invertibilnim, ako postoji # € L(V —
V) tako da je B = o/ B = F. Tada se # naziva obratnim operatorom operatoru <.

Pokazaéemo jedinstvenost operatora & u gornjoj definiciji: ako je operator &7 invertibilan,
njegov obratni operator je jedinstven. Naime, pretpostavimo da je pored £ i operator € €
L(V — V) obratni za </. Tada je

B=IB=(CANB=C(AB)=CI =F.

Teorema 4.4.3. Neka je o7 € L(V — V). Sljedeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) o je invertibilan operator;
(2) o je uzajamno jednoznacan operator;
(3) Ker o = {0}, tj. defect o/ =0;
(4) Ime/ =V, tj. rang. o/ = dim V.

Dokaz. (1) = (2): Neka je o/ invertibilan i neka je &/r; = &/x5. Pomnozimo posljednju
jednakost sa &/~ !:
o Yo, = A VA g = 1) = 29,

Dakle, dokazali smo da iz &/x; = o/ x4 slijedi da 1 = x5. To znadi da je operator &/ uzajamno
jednoznacan.

(2) = (1): Pretpostavimo da je & € L(V — V') uzajamno jednozna¢no preslikavanje. Tada
VYo € V Ju : &/u = v. Definigimo operator &7 ~! po sljede¢em pravilu: &/ ~'v = u. Tada je &/ ~!
zaista obratni operator za 27, jer za svako u € V vazi: & 'ou = o v =u.

postoji inverzno preslikavanje &7 ! : W — V. Kako je tada &/ '/ = &/~ = .7, dovoljno
je jos pokazati da je &7 ~! linearan operator. Naime, zbog jedinstvenosti obratnog operatora,
tada moZemo zakljuciti da je &/ ~! obratni operator za 7.
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Ostaje da pokaZemo da je preslikavanje .o/~ ! linearno. Za u,v € V i a,3 € P imamo
A (o u+ ) = ad o+ B A = au+ Bu, paje Hau+ fv) = ad u+
B "o,

Ovo dokazuje linearnost operatora o7 .

(2) = (3): Ako je &7 obostarno jednoznacan, svaki vektor ima samo jednu obratnu sliku,
pa i nula-vektor 6 € V. Medutim, mi znamo da se nula-vektor slika u nula-vektor. Odavde
slijedi da je Ker .o/ = {0}.

(3) & (4) jer je defect &7 + rang & = dim V.

(4) = (2): Neka je Imo/ = V. Tada je i Kero/ = {6#}. Trebamo pokazati da je operator
o/ obostrano jednoznacan. Zbog pretpostavke o slici operatora, dovoljno je pokazati jo§ da
dr1 = Axre = x1 = x9. Naime, ako je Fx; = 1y, tada imamo & (z; — xy) = 6, tj.
x1 — 19 € Kero? = {0}, paje x1 —xo = 0 ili 1 = 5. O

Definicija 4.4.4. Operator &7 € L(V — V) se naziva singularnim, ako je Ker o/ # {6}. Ako
je Ker.o# = {0}, za operator &/ kazemo da je regularan.

Sada iz prethodnog izlaganja mozemo izvesti zakljucak.

Posljedica 4.4.5. Neka je of € L(V — V).
A singularan < </ nije invertibilan < </ nije uzajamno jednoznacan < rank .o/ < dim V'
& defect o7 > 0.

Primjer 4.4.6. (i) Za operator Z= € L(V? — V?) rotacije geometrijske ravni za ugao 3
lako vidjeti da je %; =#-x.

(ii) Operator &2 € L(V? — V?) projekcije vektora na z-osu nema obratni operator, jer nije
uzajamno jednoznacan.

(iii) Kako jezgro operatora ¥ € L(M, — M,) nije trivijalan potprostor, operator Z nije
invertibilan.

je

4.5 Matrica linearnog operatora

Neka je &7 € L(V — W) i neka je v = {vy,vq,...,v,} baza u V, a w = {wy, ws, ..., w,} baza
u W. Vektor «/v; € W mozemo razloziti po bazi prostora W na jedinstven nacin, tj. imamo

m
dvj = E Q;W;, ] = 1,71.
i=1

Definicija 4.5.1. Matricom operatora o/ € L(V — W) u bazama v i w nazivamo matricu

11 19 o Qg
21 929 o Oy

A(v,w) = ] ] ] ] e pmxn,
Om1 Qm2 ... Qmp

Isatknimo da su kolone matrice linearnog operatora & € L(V — W) koordinatne repreze-
ntacije vektora baze prostora V' u bazi prostora W i da je prema tome format matrice jednak
mxn=dmW xdimV.
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Primjer 4.5.2. Neka je dat operator projekcije & € L(R? — R?) i izaberimo bazu v = {vy, vo}

u prostoru R?, gdje je v; = ( 1 > ivy = ( _24 )

Kako bismo nasli matricu operatora u ovoj bazi, potrebno je naci slike svih vektora iz baze:

o (1), o ().

Dalje, potrebno je dobijene vektore razloziti po izabranoj bazi:

e ()= (1) (1)

Odavde imamo:

an —4ag =1, app + 2001 = 0= a1 = 3 Qo1 = —é
Dobijene koeficijente oy, ao; mozemo upisati u prvu kolonu matrice.
Nastavimo sada sa slikom drugog vektora u bazi:
7= (0 zeni ) e ()
Tada je:
g — 4oy = —4, g + 2090 = 0 = app = 3 Qg9 = ;

Matrica operatora &2 u bazi v je
(1/3 —4/3
P) = (—1/6 2/3 ) '
Sada nadimo matricu istog operatora u standardnoj bazi e = {ey, e2}, gdje je e; = ( (1) > i

ey = ( (1) ) Prije svega imamo

3261:((1)):6121'61—1—0-62 i @62:(8):0-61—{—0-62,

pa mozemo zakljuciti da je matrica operatora u bazi e:

10
P(e) = (0 0) :
Primjer 4.5.3. Nadimo matricu operatora rotacije 9?% € L(R?* — R?) u standardnoj bazi
1 0
62{612(()),62: ( 1 )}uRQ.
Lako je vidjeti da je
%g61:€220'€1+1'62 i %g62:—€1:—1'61—|—0'€2,

pa imamo
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MATRICA LINEARNOG OPERATORA

Primjer 4.5.4. Razmotrimo operator diferenciranja 2 € L(M,, — M,,), i izaberimo u prostoru

M, bazu v = {1,¢,t* ..., t"}. Imamo

21=0=0-140-t+---40-t"
t=1=1-14+0-t+---+0-t";
G =2=0-1+2-t+0-24 - +0-t"

213 =3t>=0-1+0-t+ +3

" =nt" ' =0-14+0-t+-

Uvrstavajuéi dobijene koeficijente razlaganja redom
u izabranoj bazi

0
0
0

1
0
0

0
2
0

0
0
3

0
0

0
0

0
0

0
0

Napomenimo da je matrica D(v) formata (n + 1) x

Odredimo sada matricu istog operatora u drugoj bazi w = {1,¢

vektora baze i njihova razlaganja:

0t

R Rl A | R A
u kolone, dobi¢emo matricu operatora &

0
0
0

n

0
(n+1).

t2 3

tn . .
, 51> 51 - - -5 o7} Nadimo slike

tn
91:0:0.1+0.t+...+0.7;
n!
tn
9t:1:1.1+0.t+...+0._|;
n!
t2 t2 n
95:t:0.1+1.t+0.5+...+0.a’
3 t? tn
=2 —0-1 . 1-—4-... L
93! 5 0-1+0-¢t+ 2!+ +0 o
— = =0-14+0-t4---41- +0-—.
n! (n—1)! (n—1)! n!
Uvrstimo u kolone i dobijemo matricu u novoj bazi:
010 0 0
001 0 0
000 1 0
Dw)=1. . . .
000 O 1
000 O 0
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Sada smo nasli na¢in da linearne operatore zapiSemo uz pomo¢ matrica. Ovo je vazno,
budué¢i da matrice mozemo jednostavno zapisati i da imamo prilicno znanja o njima. Ipak,
vidimo da situacija nije tako jednostavna, buduc¢i da matrica operatora zavisi od izbora baze.
Kako smo vidjeli na primjeru operatora projekcije, u razlicitim bazama njegove matrice iz-
gledaju potpuno razli¢ito.

Podsjetimo da prema dogovoru operatore oznac¢avamo velikim latinskim pisanim slovima.
Njihove matrice ¢emo oznacavati odgovaraju¢im velikim Stampanim slovima. Pri tome u
zagradama ¢emo pisati oznaku za bazu, kako bi bilo jasno da je matrica upravo u toj bazi.
Recimo, ako je & operator diferenciranja, sa D(v) éemo oznaavati matricu tog operatora u
bazi v. Naglasimo da ¢emo oznaku za bazu izostavljati kada je jasno u kojoj bazi radimo.

Nakon §to smo zakljucili da matrica operatora zavisi od izbora baze, vidjecemo da matrica
operatora ipak zadrzava neke osobine tog operatora, bez obzira na izbor baze. Recimo, mogli
smo primijetiti da u gore navedenim primjerima matrice istog operatora uvijek imaju isti rang
i da je taj rang jednak rangu operatora. Naprimjer, obije matrice operatora projekcije imaju
rang 1, matrica operatora rotacije je ranga 2, dok su obije matrice operatora diferenciranja
ranga n. To nas navodi da formuliSemo sljedece tvrdenje.

Teorema 4.5.5. Rang matrice A(v,w) operatora </ ne zavisi od izbora baza v i w i jednak je
rangu operatora < .

Dokaz. Saglasno definiciji rank ./ = dim Im <7, a po Teoremi 4.2.6 je
Im .o/ = Lin{ vy, A vy, ..., v},

pa je dakle rank &/ = dim Lin{.&/vy, & v, ..., /v, }. Po definiciji matrice linearnog operatora
A, w) = (v (w)va(w) ... v, (w)), gdje je Fv;(w), j =1,n, vektor koordinata za &/v; u
bazi w. Kako je rank A(v, w) broj linearno nezavisnih kolona, tj. broj linearno nezavisnih vek-
tora u sistemu { /vy, F v, ..., v,}, imamo rank A(v, w) = dim Lin{e vy, Fvs, ..., Hv,} =
rank 7. O

Lema 4.5.6. Neka su v i w baze u prostorima Vi W, redom i o/, B € L(V — W). Matrica
operatora o + B je A(v,w) + B(v,w), a matrica operatora asl je aA(v,w).

Dokaz. Neka je v ={v1,vs,...,v,} bazau V, a w = {wy,ws,...,w,} bazau W i
m m
%Uj = E Oél'jwl', %Uj = E ﬁijwi, ] = 1,TL.
i1 i=1

Tada je

m m

(o + B)v; = (i + Bij)ws, (e )v; =Y (aci)wi, j=Tn.

i=1 i=1

Kako je matrica operatora jedinstvena, mozemo zakljuciti da je matrica operatora o/ + % u
izabranim bazama jednaka zbiru matrica A(v,w) + B(v,w), a da je matrica operatora .o/
jednaka aA(v, w). O
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U prethodnoj Sekciji smo uveli skup £(V — W) svih linearnih operatora iz vektorskog
prostora V' u prostor W. U Teoremi 4.3.1 smo istakli da je ovaj skup sa operacijama sabiranja
operatora i mnozenja operatora skalarima vektorski prostor. PoSto smo sada utvrdili vezu
izmedu linearnih operatora i matrica, mozemo vidjeti da je ovaj vektorski prostor konac¢nodi-
menzionalan.

Teorema 4.5.7. Dimenzija vektorskog prostora L(V — W) je dim W - dim V.

Dokaz. Odaberimo baze v i w u prostorima V i W, redom. Tada svakom operatoru &/ &€
L(V — W) odgovara tacno jedna matrica A(v, w) formata dim W x dim V. Operacije sabiranja
operatora i mnozenja operatora brojem odgovaraju operacijama sabiranja matrica i mnozenja
matrica brojem. Dakle, vektorski prostor svih linearnih operatora £(V — W) je izomorfan
prostoru matrica formata dim W x dim V. Kako izomorfni vektorski prostori imaju iste dimen-
zije, slijedi da je dimenzija vektorskog prostora £(V — W) jednaka dim W - dim V. O

Teorema 4.5.8. Neka su V', W 1 Z wvektorski prostori nad poljem P 1 v, w © 2z baze u tim
prostorima. Neka su o/ € LV — W) i B € LW — Z) i A(v,w) i B(w, z) matrice operatora
u izabranim bazama. Matrica superpozicije operatora B/ € LIV — Z) je proizvod matrica
B(w, z)A(v,w).

Dokaz. Neka je v = {vy,v9,...,0,} baza u V, w = {wy,ws,...,wy,} baza u W i z =
{z1,29,..., 2} baza u prostoru Z. Neka su
a1 Q12 ... (p Bin Bz ... Bu
Qo1 Q22 ... 9 . Bor B ... B
Alw,wy=| . 7 7 e i Bw,)=|". 0 0 T [ ep
Om1 Op2 ... Qmp ﬁnl 5n2 see 5nl

matrice operatora &/ € L(V — W) i %A € LW — Z) u izabranim bazama. Tada je

m l
"Q{UJ - Zal]w“ J= 77 ’@wz - Zﬁk’zzza 1
=1 k=1
pa imamo
(B v, = B(Av;) = (Z awwl> = Zaij%’wi
i=1
m l
=Y @y ) Bum= Z (Z %%) ke J=1n
=1 k=1 k=1 \i=1
Dakle, matrica linearnog operatora %.4/ je zaista proizvod matrica B(w, z)A(v, w). O

Primjedba 4.5.9. Na osnovu prethodne teoreme moze se dati novi dokaz Teoreme 4.3.3 koji
se oslanja na analogno tvrdenje o rangu proizvoda matrica.
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4.6 Transformacija matrice linearnog operatora pri prelasku
na nove baze

Posto smo se u prethodnoj sekciji ubijedili da matrica operatora zavisi od izbora baze, vidjeli
smo i to da ipak ne moze bilo koja matrica biti matricom datog operatora. Matrice zadrzavaju
neka svojstva operatora, nezavisno od baze, recimo, jedna takva invarijana je rang.

U ovoj sekeiji ¢emo se baviti pitanjem kako se mijenja matrica operatora prilikom zamjene
baze. Po¢nimo od sluc¢aja kada se osnovni prostor i prostor slika razlikuju, tj. kada je dim V' #
dim W, a kasnije ¢emo razmotriti slucaj kada je V = V.

Lema 4.6.1. Neka je o € L(V — W) i neka je A(v,w) matrica operatora </ u bazama
v={v1,v9,...,0,} tw={wy,we,...,wy} prostora Vi W. Neka je x € V i neka je x(v) € P"
koordinatna reprezentacija vektora x w bazi v. Tada za koordinatnu reprezentaciju vektora
y=odx €W u bazi w vazi y(w) = A(v,w)z(v) € P™.

Iy
: n : : , L2 n
Dokaz. Ako je x = 37 | x;jv; razlaganje vektora x po bazi v, tada je z(v) = .| e P
xn
11 19 o Oqp
. Qg1 Qg ... Qgp X . .
Neka je A(v,w) = ) } i . eP matrica linearnog operatora ./ u bazama
AOm1 Om2 ... Omn
v iw. Tada vektor @/v; € W mozemo razloziti po bazi prostora W:
m
A = E a;w;, j=1,n.
i=1
Sada imamo
n n m m n
y:%l’: E ZL’jeQ{’Uj = E X E Qi W; = E E Q5 | Wy.
j=1 j=1 =1 i=1 \j=1
Dakle,
n
Zj:l Q1T o Qg2 ... Qg T
n
Z 1 Qg5 Q91 Qo2 ... Q9 )
7=1 7] n
y(w) = . = . : : : . | = Alv, w)z(v).
S it Q1 @ o x
j=1 “myjLj ml m2 - mn n

O

Neka je &7 € L(V — W), viv baze u V, wiw' baze u W, a A(v,w) i A(v',w’) su matrice
operatora &/ u izabranim bazama.
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Teorema 4.6.2. Neka je S € P"*™ matrica prelaska iz baze v uv' ¢ Q € P™™ matrica prelaska
izw v w. Tada je

Av,w)S = QAW w').

Dokaz. Neka je z € V iy = o/x € W. Ozna¢imo sa z(v) i y(w) koordinate vektora x i y u
bazama v i w, redom. Tada je

y(w) = A(v,w)z(v), yw') =AW, w")z(). (4.1)
Kako su S i @) matrice prelaska, imamo
z(v) = Sz(v), y(w) = Qyw'). (4.2)
Kombinujuéi (4.1) i (4.2), dobijamo:
Qy(w") = A(v,w)Sz(v").
Ako u posljednju jednakost uvrstimo drugu jednakost iz (4.1), nalazimo
QAW , wz(v") = A(v,w)Sz(v').
Kako je vektor x proizvoljan, iz posljednje jednakosti imamo
QAW ,w") = A(v,w)S.
O
Teorema 4.6.3. Neka je o7 € L(V — W) irank./ = r. Tada postoje baze v u'V i w u W,

tako da je
A(v,w) = (g g) =G.

Dokaz. Neka je A(v',w') matrica linearnog operatora 2/ u nekim bazama v’ i w’. Znamo da
je rankA(W',w') = rank G = r. Po Teoremi 2.9.2 matrice A(v',w’) i G su ekvivalentne, pa
postoje regularne matrice P i () takve da je:

A(v,w) = PGQ. (4.3)
Izaberimo nove baze u i v na sljedeéi na¢in: v = v'Q~' i w = w'P. Tada je
A(v,w)Q = PTAW, w').
Uvrstimo posljednju jednakost u (4.3):
Alv,w) = PAQW, w)Q ' = PT'PGQQ ™" = G.
O

Posljedica 4.6.4. Neka je o € L(V — W). Tada su sve matrice operatora </ medusobno
ekvivalentne i njthov rang je jednak rangu operatora <. Pri tome je svaka matrica formata
dimW x dimV i ranga r matrica operatora </ u nekoj bazi.
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Sada razmotrimo sluc¢aj kada operator djeluje iz prostora V' u V. U tom slu¢aju nemamo
slobodu izbora dvije baze, ve¢ samo jedne baze u prostoru V.

Teorema 4.6.5. Neka je o7 € L(V — V), neka suv i v dvije baze u V. Neka je S matrica
prelaska, tj. v/ =v-S. Tada je
A(') = ST A(v)S.

Dokaz. Neka je x proizvoljan vektor iz V iy = &/x € V. Tada je

a takode je z(v) = Sz(v') i y(v) = Sy(v'). Kombinujuéi prethodne jednakosti dobijamo:
STrA(W)Sz(v') = A(W)x(v).
Kako je x € V proizvoljan vektor, iz posljednje jednakosti slijedi S71A(v)S = A(v'). ]

Definicija 4.6.6. Kazemo da su matrice P i () formata n x n sli¢ne, ako postoji regularna
matrica S € P™", takva da je P = S71QS.

Posljedica 4.6.7. Matrice operatora &7 € L(V — V') u razlicitim bazama su medusobno slicne.

Teorema 4.6.8. Ako su matrice A 1 A" sliéne, tada vaZi:
(i) det A" = det A.
(i1) det(A —tI) = det(A' —tI), Vt € P (I je jedinicna matrica).

Proof. (i) Prvo tvrdenje slijedi iz ¢injenice da je determinanta proizvoda matrica jednaka
proizvodu determinanti. Zaista, det A’ = det(S™'AS) = det S™' det Adet S = det S~ det Adet S =
det A.

(ii) Neka su matrice A1 A’ sli¢ne. Tada za sve skalare ¢ € P imamo
A —tl = STTAS — 1SS

Jedini¢na matrica komutira sa svakom matricom, pa tako i sa matricom S—!. Zato se prethodna
jednakost moze zapisati: A’ —tI = S™'(A—tI)S. Sada vidimo da tvrdenje (ii) slijedi iz (i). O

Definicija 4.6.9. Determinantom linearnog operatora &/ € L(V — V) se naziva det A(e).
Oznaka: det &7 oznacava determinantu operatora 7.

Imajuc¢i u vidu prethodno tvrdenje, definicija koju smo upravo naveli je korektna, jer, sa-
glasno svojstvima sli¢nih matrica, determinanta matrice operatora ne zavisi od izbora baze.
Dakle, nije vazno koja konkretno baza je izabrana u prethodnoj definiciji.

Konac¢no, zaklju¢ujemo da je, i pored odredenih nijansi, situacija sa operatorima iz V u V'
analogna situaciji sa kvadratnim matricama. Izmedu ostalog, uz zakljucak na kraju Sekcije 4.4
mozemo dodati i sljedece:

Napomena 4.6.10. Neka je o € L(V — V). Tada je det o = 0 ako i samo ako je operator
</ singularan.
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Primjer 4.6.11. Operator Z= € L(V> — V?) je regularan (det %z = 1), dok je operator
2 € L(M,, — M,) singularan.

Zadatak 4.6.12. Vratimo se na primjer operatora projekcije & iz prethodne sekcije koji je
singularan. Provjeriti da za matrice

o= ) o= (3 2)

vazi da je P(v) = S™'P(e)S, gdje je S matrica prelaska iz baze v u standardnu bazu e u R?.
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Glava b

Spektralna teorija linearnih operatora u
konac¢nodimenzionalnom prostoru

U ovoj glavi ¢emo razmatrati linearne operatore koji djeluje iz V u V' i za takve operatore
¢emo definisati vazne pojmove: svojstvena vrijednost operatora, svojstveni vektor operatora i
karakteristi¢ni polinom.

5.1 Invarijantni potprostori

Definicija 5.1.1. Neka je V vektorski prostor i &7 € L(V — V). Kazemo da je potprostor
U C V invarijantan za operator <7, ako je &/u € U, Yu € U, odnosno ako je &/ (U) C U.

Primjer 5.1.2. (i) {0} i V su invarijantni potrostori svakog operatora. Za ova dva potprostora
kazemo da su trivijalni invarijantni potprostori;

(ii) Ker.o je invarijantan potprostor za o/ € L(V — V), jer za sve u € Kero/ vazi
du =0 € Ker;

(iii) Im o7 je invarijantan potprostor, jer je za sve u € Im(«7) ispunjeno /v € Im (7).

Primjer 5.1.3. (i) Operator rotacije u geometrijskoj ravni Zx € L(V? — V?) ima samo dva
trivijalna invarijantna potprostora.

(ii) Operator projekcije na z-osu & € L(V? — V?) ima 4 invarijantna potprostora i to:
dva trivijalna invarijantna potprostora: {0} i V2, {x —osa} =Im 2 i {y — osa} = Ker Z.

(iii) Za operator rotacije u geometrijskoj ravni %, € L(V? — V?) svi potprostori su invari-
jantni.

(iv) Potprostori My, C M,, k = 0,n su invarijantni potprostori za operator diferenciranja
9 € L(M, — M,).

Primjer 5.1.4. Operator projekcije 22 € L(V? — V?) na z-osu u geometrijskoj ravni V2
ima dva netrivijalna invarijantna potprostora {z — osa} i {y — osa}. Citav prostor V? je
direktna suma ova dva potprostora: V? = {z — osa} & {y — osa}. Izaberimo baze u ova dva
jednodimenzionalna potprostora: ¢; € {x —osa} i &, € {y —osa}. Za bazu u V2 uzmimo uniju

- . L ) . . . . 1
ove dvije baze, tj. e = {€},é>}. Tada je matrica operatora u izabranoj bazi P(e) = < 0 8 ) :

Ovo je blo¢ni oblik matrice, sa dva bloka formata jedan: A; = (1) i Ay = (0).

89



5.1. INVARIJANTNI POTPROSTORI GLAVA 5. SPEKTRALNA TEORIJA

Primjedba 5.1.5. Pretpostavimo da operator o7 € L(V — V') ima netrivijalni invarijantni
potprostor U C V. Neka je {uy,us,...,u;} baza potprostora U i dopunimo je do baze u =

{uy, ..., U, Ugs1, - .., Uy} prostora V. Razmotri¢emo slike baznih vektora. Kako je u; € U,
a U invarijantni potprostor operatora ./, imamo @/u; € U. Ovo znaci da taj vektor moze
predstaviti kao linearna kombinacija sistema vektora {uq,us,...,ux}, tj. razlaganje vektora

2/ uy po bazi u izgleda ovako:
Aup = apug + -+ apup + 0w + -+ 0w,
Kako i vektori &/ us, ..., u; pripadaju potprostoru U, imamo

A ug = apouy + -+ gty + 0 Uy + -+ 00wy

szuk:alkul+---+akkuk+0-uk+1—l—-~-—i—0-un

Za preostale vektore iz baze ug.1,Ugio,...,u, ne mozemo tvrditi isto, jer oni ne pripadaju
invarijantnom potprostoru U.
Prema tome, matrica operatora ./ u bazi u je

11 Q2 ... Qg a1 k+1 S A1p

Qg1 Qg2 ... Qg Q2pp1 ... Qop

A(u) = | 01 Ok ... Ok Ak k+1 PN Ay,
0 0 ce 0 Ap41k+1 -+ Qktin

0 o ... 0 Qp kgl - Qnp

Dobijena matrica A(u) sadrzi blok-matricu formata (n — k) x (n — k) koja se sastoji od nula.
Dakle, ukoliko imamo netrivijalni invarijantni potprostor operatora, tada mozemo izabrati
bazu vektorskog prostora na nacin da matrica operatora u toj bazi ima jednostavniji oblik.

Primjedba 5.1.6. Sada pretpostavimo da prostor V mozemo napisati kao direktnu sumu
V=U®Uy&- - ® U, pri ¢emu su potprostori Uy, Us, ..., U invarijantni za operator ..
Tada postoji baza prostora V tako da matrica operatora & u toj bazi ima jo§ jednostavniji
oblik. Naime, izaberimo baze u invarijantnim potprostorima: neka je {uy, uo, ... u,, } baza u Uy,
neka je {up, 41, Up, 42, - - - » Up, } baza u Uy, itd. Na kraju, neka je {u,, ,41,up, ,42,...,Up, } bazau
Us. Kako je suma direktna, sistem vektora u = {ty, ..., Upy, Upy 41y« -« s Upgs -« oy Upy 1415+« -5 Up, }
je baza prostora V' (p, = n = dim V).

Kako je U; invarijantan potprostor za <7, bududi da u; € Uy, imamo «/u; € Uy, j = 1, p;.
Zato se ovi vektori razlazu po bazi u potprostora Uy, tj. imamo

duj:Oéjlu1+...+oéjp1upl+O.up1+1+...+---+0-up5, j:l,pl.

Dalje, kako se vektori u,, 41, ..., u,, € Us preslikavaju u vektore iz potprostora Us, njihove
slike se razlazu po bazi tog potprostora. Dakle,

”Q{ujzo'u1+"'+0'up1 - Qpi1Upy 11 F o QpyUpy + 0 Upy oy F A A0y,
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zasve j=p1+1,...,p0.

Isti proces mozemo sprovesti i za preostale vektore u bazama potprostora Us, Uy, . .., Us.
Kona¢no, zaklju¢ujemo da u bazi v matrica operatora ./ ima "blo¢ni" oblik:
A, O ... O
O A, ... O
Au) = L .
O O ... A
Ovdje su sa O oznacene podmatrice koje se sastoje iskljucivo od nula (ali nijesu sve obavezno
a1 12 e Cklpl
21 Qoo ... Q9
istog formata), dok je, recimo, A; = "
Qp1 Opy2 -.. Qppy

5.2 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori linearnog
operatora

Definicija 5.2.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem P. Vektor z # 6 se naziva svo-
jstvenim vektorom operatora &7 € L(V — V), ako postoji A € P tako da je &/x = Az. Skalar
A se naziva svojstvenom vrijednoSéu operatora <.

Definicija 5.2.2. Skup svih svojstvenih vrijednosti operatora 7 se naziva spektrom tog oper-
atora.

Napomena 5.2.3. Engleske rije¢i za svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore su eigenvalues
i eigenvectors. (Koristi se njemacka rije¢ eigen = svoj, svojstveni.)

Primjer 5.2.4. (i) Operator Zz € L(V? — V?) rotacije za ugao I u geometrijskoj ravni nema
svojstvenih vrijednosti.

(ii) Operator Z, € L(V? — V?) rotacije za ugao m u V2 ima svojstvenu vrijednost A = —1.
Svi vektori prostora V2 su svojstveni vektori ovog operatora.

(iii) Operator &2 € L(V? — V?) projekcije na z-osu u V? ima svojstvenu vrijednost \ =
1. Svojstveni vektori koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti A = 1 su svi vektori na x—osi.
Takode, A = 0 je svojstvena vrijednost ovog operatora, a svojstveni vektori koji joj odgovaraju
su svi vektori na y-osi.

(iv) Operator 2 € L(M,, — M,,) diferenciranja na prostoru M, ima jedinstvenu svojstvenu
vrijednost A = 0. Svojstveni vektori koji odgovaraju ovoj svojstvenoj vrijednosti su konstantni
polinomi. Da li ovaj operator ima jos neku svojstvenu vrijednost?

Primjedba 5.2.5. (i) Svi vektori iz Ker o7 # {0} (izuzev nula-vektora) su svojstveni vektori
operatora 7 koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti A = 0, budué¢i da = € Ker &/ = &z =
0=0-=x.

(ii) Ako je x svojstveni vektor operatora 7 za svojstvenu vrijednost A i « € P, o # 0,
tada je vektor ax takode svojstveni vektor operatora .o/ za svojstvenu vrijednost \. Zaista,

o (ax) = adr = a(Ar) = Max).
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(iii) Ako je x svojstveni vektor za <, lako je pokazati da je Lin{z} = {az : a € P}
jednodimenzionalni invarijantni potprostor za <.

(iv) Ako je x svojstveni vektor operatora o7 za svojstvenu vrijednost A, tada je x svojstveni
vektor operatora 272 za svojstvenu vrijednost \2.

Teorema 5.2.6. Sistem svojstvenih vektora koji odgovaraju medusobno razlicitim svojstvenim
vrijednostima operatora je linearno nezavisan.

Dokaz. Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po broju svojstvenih vrijednosti operatora 7.
Najprije pretpostavimo da 7 ima jednu svojstvenu vrijednost:

dl’l :)\1.7}1, T #6

Jedan nenulti vektor ¢ini linearno nezavisan sistem, pa teorema vazi za sluc¢aj kada o/ ima
samo jednu svojstvenu vrijednost.

Ako je {x} sistem od jednog svojstvenog vektora operatora <7, tada je prema definiciji
1 # 0, pa je rije¢ o linearno nezavisnom sistemu.

Pretpostavimo da je teorema tac¢na za operator koji ima p razli¢itih svojstvenih vrijednosti
)\1, ey >\p'
Neka su Ay, ..., Ay, Ayt razli¢ite svojstvene vrijednosti operatora o7, a x4, . .., Tp, Tpy1 0dgo-
varajuci svojstveni vektori:

,527951 = )\1.1'1, R ,e,Qf.I'p = )\pl’p, ﬂl’p+1 = )\p+1l'p+1. (51)

Kako bismo dokazali da je sistem vektora {zi,...,Zm, Tmi1} linearno nezavisan, sastavimo
njihovu linearnu kombinaciju i izjedna¢imo je sa nula vektorom:

121 + -+ 0Ty + 1y = 0. (5.2)
Djelujemo operatorom .2/ na prethodnu jednakost:
o (o) + -+ Ty + Qpi1Tpi1) = 0 Fxy + -+ I Ty + Q1 T Ty = 0. (5.3)

Koristec¢i (5.1):
Oél)\ll'l + -+ Oép)\pxp + Oép+1>\p+1l'p+1 = 4. (54)

S druge strane, pomnozimo jednakost (5.3) sa A\pi1:
Oél>\p+1l'1 + -+ ap>\p+1Ip + ap+1)\p+1xp+1 =0. (55)

Oduzmimo (5.5) od (5.4):

Oél()\l — )\p+1)l’1 + -+ Oép()\p — >‘p+1)xp =0. (56)

Sistem vektora {z1,zs,...,2,} je linearno nezavisan prema pretpostavci indukeije. Posto su

sve svojstvene vrijednosti razlicite, to imamo da Ay — A4 # 0,..., A, — A1 # 0, pa iz (5.6)
slijedi oy = 0,...,a, = 0.

Sada iz jednakosti (5.2) slijedi oy 12,41 = 6. Buduéidaje ;1 # 60, imamo a,41 = 0. Dakle,

dobili smo a; = ay = -+ = a;, = a1 = 0, 8to dokazuje da je sistem vektora {z1,..., %), Tpi1}

linearno nezavisan. O]
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Posljedica 5.2.7. Linearni operator of € L(V — V') moZe imati najvise n = dim V' razlicitih
svojstventh vrijednosti.

Primjedba 5.2.8. Pretpostavimo da &/ € L(V — V) ima n = dimV linearno nezavisnih
svojstvenih vektora x1, s, ..., x, i neka je o/x1 = \jx1, A9 = Aoxg, ..., x, = \,x,. Tada
je

%l’l :>\15E1+0$2+Ol’3+—|—01‘n,

TW:UQ:O'xl+)\2x2+0'1}3+"'+0'xn; (5.7)

Ay, =0-21+0-294+0 23+ + N2

Vidimo da je matrica operatora o/ u bazi x = {x1, %2, ..., x,} dijagonalna, tj.
A 0 0 ... 0
0 X 0 ... O
0O 0 0 ... A\,

Definicija 5.2.9. Govori¢emo da je &7 € L(V — V) operator proste strukture, ako u prostoru
V' postoji baza od svojstvenih vektora operatora ..

Iz Teoreme 5.2.6 slijedi

Posljedica 5.2.10. Ako operator o € L(V — V) ima n = dim V' razlicitih svojstvenih vrijed-
nosti, tada je o proste strukture.

Primjer 5.2.11. (i) Operator 2 € L(V? — V?) je proste strukture, jer ima dvije razlicite
svojstvene vrijednosti (2 = dim V?).

(ii) Operator Z, € L(V? — V?) je takode proste strukture, iako ima samo jednu svojstvenu
vrijednost.

(iii) Operator ¥ € L(M, — M,) za n > 1 nije proste strukture (ima samo jedan linearno
nezavisni svojstveni vektor).

(iv) Operator Z= € L(V? — V?) nije proste strukture (jer uopste nema svojstvenih vek-
tora).

5.3 Karakteristi¢ni polinom operatora

U prethodnoj sekciji smo uveli veoma vazne pojmove svojstvene vrijednosti i svojstvenog vek-
tora linearnog operatora. Medutim, nismo ukazali na¢in na koji se u opstem slu¢aju mogu naci
svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori. Ova sekcija je posveéena tom vaznom pitanju.

Ipak, da bi se materijal koji slijedi bolje razumio, potrebno je znati neke ¢injenice iz Opste
algebre o polinomima, njihovim korijenima i sli¢cno. Stoga ¢emo se najprije kratko upoznati sa
ovim ¢injenicama.
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Definicija 5.3.1. Neka je p(t) = ant" + a,_1t""' + -+ + a1t + a¢ polinom sa koeficijentima
Upy Qp_1,--.,01,09 iz polja P, a, # 0. Korijenom (ili nulom) polinoma p(t) se naziva svako
rjeSenje jednacine p(t) = apt™ + ap_ 1" 1+ -+ ayt + ag = 0.

Definicija 5.3.2. Polje P se naziva kompletnim, ako svaki polinom stepena > 1 sa koeficijen-
tima iz P ima bar jedan korijen u polju P.

Primjer 5.3.3. Polje R nije kompletno. Zaista, veoma dobro nam je poznato da, recimo,
polinom p(t) = t* + 1 nema korijen u R.

éinjenica da polje R nije kompletno, je jedan od razloga zasto je potrebno uvesti kompleksne
brojeve. Za nas je vazna teorema koja tvrdi da je polje kompleksnih brojeva C kompletno. Ova
teorema se obi¢no naziva Osnovna teorema algebre. Ona se moze dokazati na razli¢ite nacine,
ali nijedan od tih dokaza nije be$ jednostavan. Budué¢i da ova teorema ne spada u predmet
proucavanja Linearne algebre, mi ¢emo je ovdje formulisati bez dokaza.

Teorema 5.3.4 (Osnovna teorema algebre). Svaki polinom stepena > 1 sa koeficijentima u C
ima korijen u C. Drugim rijecima, polje C je kompletno.

Primjedba 5.3.5. Ako je A € P korijen polinoma p(t) = a,t" + a,_1t" ' + -+ + ait + ag
stepena n (tj. a, # 0), tada je polinom p(t) dijeliv sa ¢ — X i koli¢nik ova dva polinoma
(nt™ + ap_1t" "t + -+ ayt + ag) : (t — ) je polinom stepena n — 1.

Definicija 5.3.6. Neka je A korijen polinoma p(t) = a,t" + a, 11" "' + -+ + a1t + ag, a, # 0.
Tada je kratnost korijena A\ najveéi cijeli broj k takav da je (t — \)* djelilac polinoma p(t).

Primjer 5.3.7. (i) Polinom t* — 2t + 1 ima korijen 1 kratnosti 2.
(i1) Polinom ¢° ima korijen 0 kratnosti 5.

Lema 5.3.8. Svaki polinom stepena n sa koeficijentima iz C ima n korijena, racunajuci njihovu
kratnost.

Dokaz. Dovoljno je dokazati ovo tvrdenje za polinome oblika p(t) = t"+a,_1t" '+ - -+ait+ag
sa koeficijentima a,_1,...,a1,a9 € C. Na osnovu Osnovne teoreme algebre, postoji korijen
A € C. Ako polinom p(t) podijelimo sa ¢ — A, dobijamo polinom ¢(t) stepena n — 1. Po
Osnovnoj teoremi algebre polinom ¢(t) takode ima korijen u C. Produzavaju¢i ovaj postupak,
dobijamo n korijena u C, ra¢unajué¢i njihovu kratnost. O

Posto smo se upoznali sa nekim pojmovima i teoremama iz OpSte algebre, vratimo se pitanju
nalazenja svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora linearnog operatora.

Definicija 5.3.9. Karakteristi¢nim polinomom operatora <7 € L(V — V') nazivamo polinom
X (t) = det(f —t.7)
Ciji je stepen n = dim V.

Teorema 5.3.10. Neka je V' wektorski prostor nad poljem P. Skalar X € P je svojstvena
vrijednost operatora o/ € L(V — V), ako i samo ako je \ korijen karakteristiénog polinoma
X« (t) operatora <7, tj. ako je A rjeSenje jednacine x. () = 0.
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Dokaz. A\ € P je svojstvena vrijednost operatora /. < postoji z € V, x # 0 tako da je
dr= Nt dr— =0 (F -\ )r =02 c Ker(of —\I) & defect(o/ —\I) >0 <
operator & — \.Z je singularan < x,(\) = det(«/ — A\F) = 0 < A je korijen karakteristi¢nog
polinoma operatora 7. O

Primjedba 5.3.11. Izaberimo bazu v u V. Neka su A(v) i I matrice operatora <7 i .# u bazi v.
Tada je det(«/ —t.#) = det(A(v) —tI). 1z svojstava sli¢nih matrica znamo da ova determinanta
ne zavisi od izbora baze v. Dakle, da bismo nagli karakteristi¢ni polinom operatora .7, potrebno
je zapisati njegovu matricu u bilo kojoj bazi, oduzeti ¢ od elemenata na dijagonali i izracunati
determinantu dobijene matrice.

Primjer 5.3.12. (i) Razmotrimo operator projekcije & € L(R? — R?). Matrica operatora &
. - 1 . 1— e

u standardnoj bazi e je P = P(e) = ( 8), paje P—tl = ( 0 t —Ot> Dakle, karakteristi¢ni
polinom operatora & je x»(t) = det(P — tI) = t*> — t. Svojstvene vrijednosti operatora & su
korijeni njegovog karakteristi¢nog polinoma, tj. rjeSenja jednacine t*> —t = 0. Odavde nalazimo
da & ima dvije svojstvene vrijednosti Ay =01 Ay = 1.

.. . .. . .. —1

(ii) Matrica operatora rotacije Zz € L(R? — R?) u standardnoj bazi je Rz = ((1] 0 ), pa
. —t -1 e o . ey
je Rz —tI = ( ) —t)' Slijedi det(Rz —tI) = t*+ 1. Dakle, x4(t) = t* +1 je karakteristicni
polinom operatora Z=. Kako jednacina t24+1 = 0 nema rjeSenja u polju R, operator H= nema
svojstvenih vrijednosti.

(iii) Za operator diferenciranja 2 € L(M,, — M,,) imamo

010 0 —t 1 0 0

0 0 2 0 0 —t 2 0
D=1: :: i D—tl= : :

0 00 n 0O 0 O n

0 00 0 0 0 O —t

Odavde, x(t) = (—t)"™ = 0. Dakle, 2 ima jedinstvenu svojstvenu vrijednost A = 0.

Koristeé¢i teoremu 5.3.10, mozemo naci svojstvene vrijednosti bilo kojeg linearnog operatora
(pod uslovom da umijemo rac¢unati korijene polinoma). U vigim dimenzijama korijene polinoma
mozemo lako na¢i uz pomo¢ racunara. Sada ostaje drugi dio pitanja s pocetka sekcije: kako
naci svojstvene vektore linearnog operatora? Pokazuje se da se ovaj zadatak, nakon nalazenja
svojstvenih vrijednosti, svodi na zadatak koji nam je veoma dobro poznat: homogeni sistem
linearnih jednacina.

Pretpostavimo da smo za linearni operator o7 € L(V — V') nasli njegovu svojstvenu vrijed-
nost \. Pogledajmo na koji na¢in mozemo nadci svojstveni vektor x operatora 7, koji odgovara
sopstvenoj vrijednosti \. Iz jednakosti &7z = Az slijedi (&7 — A5 )z = 6. Izaberimo neku bazu
v u V, tada prethodnu jednakost mozemo zapisati u koordinatnom obliku

(A(v) = Xz =46, (5.8)
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gdje je I jedini¢na matrica, A(v) poznata matrica, a A\ poznat broj. Dakle, pitanje nalazenja
svojstvenog vektora x smo sveli na rjeSavanje homogenog sistema linearnih jednacina (5.8).
Naravno, ovaj zadatak uvijek ima trivijalno rjesenje x = 6, ali je nama potrebno netrivijalno
rjeSenje, jer je svojstveni vektor (po definiciji) razli¢it od nule.

Sada se postavlja vazno pitanje da li sistem (5.8) uvijek ima netrivijalno rjesenje. Kako
bismo odgovorili na to pitanje, podsjetimo se da smo svojstvenu vrijednost A\ nasli iz uslova
det(A(v) — AI) = 0, tj. tako da matrica A(v) — AI bude singularna. Sada iz Teoreme 3.1.4
slijedi da sistem (5.8) uvijek ima netrivijalno rjeSenje. To rjeSenje i jeste svojstveni vektor
x operatora /. Dakle, sistem (5.8) ima netrivijalno rjeSenje samim tim $to je A svojstvena
vrijednost za <7, ili, obratno, ako sistem (5.8) nema netrivijalno rjeSenje, to A nije svojstvena
vrijednost operatora .<7.

Primjer 5.3.13. (i) Za & € L(R* — R?) smo odredili njegovu matricu u standarnoj bazi

P= (0 8) i karakteristi¢ni polinom y »(t) = t? — t. Kako bismo nasli svojstveni vektor koji

odgovara svojstvenoj vrijednosti A; = 1, rijesimo sistem (P —1-1)z = 0, tj. (8 01) (il) =
- 2

(8) . Dobijamo da su svojstveni vektori koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti Ay = 1 svi

vektori oblika x = Iol , tj. vektori sa x-ose. Za drugu svojstvenu vrijednost, A = 0 potrebno
T, . 1 0\ (1 0 . . D
je rijesiti sistem (P —0-I)x = Px = 0, tj. 00l le] =10/ Svojstveni vektori koji
2
odgovaraju svojstvenoj vrijednosti Ao = 0 su oblika x = 3? , tj. vektori sa y-ose.
2

(ii) Za operator D € L(M, — M,) imamo jedinstvenu svojstvenu vrijednost A = 0, pa je
za nalazenje svojstvenog vektora potrebno rijesiti sistem linearnih jednacina:

010 0 ag 0
002 ...0 ay 0
(D—=0-DNa=|: 1 i . L=

0 0O .n Qp—1 0

0 00 .0 a, 0
Qo
0

Rjesenje ovog sistema su vektori sa koordinatama a = | : |, tj. polinomi oblika p(t) = ag =

0
0

const.

Napomena 5.3.14. Jo$ jednom naglasimo da smo u svim primjerima u ovoj sekciji mogli
izabrati bilo koje druge baze i raditi sa matricama operatora u tim bazama, to ne bi uticalo
na svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore, zahvaljujuci svojstvima sli¢cnih matrica. Mi smo
birali standardne baze iskljucivo iz razloga $to je ra¢unanje u tim bazama lakse.
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5.4 Svojstveni potprostor linearnog operatora
Neka je &7 € L(V — V') i neka je A svojstvena vrijednost operatora 7. Oznafimo sa
Wy={veV:dv= I}

skup svih svojstvenih vektora operatora .7, koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti A\, pri ¢emu
smo ovom skupu svojstvenih vektora pridruzili i nula-vektor.

Teorema 5.4.1. Skup Wy je vektorski potprostor u V', invarijantan za operator of .

Dokaz. Neka su v € Wy iw € W, proizvoljni vektori i neka je a € P proizvoljan skalar. Tada
je v = i dw = w. Slijedi &7 (v+w) = Fv+ Fdw = I+ Aw = v+ w). Dakle,
v+w € Wy. Sa druge strane je o7 (av) = a/v = a(lv) = AMav), pa imamo i av € W,. Ovim
smo pokazali da je W), zaista vektorski potprostor u V.

Kako je @/v = \v € W), Yv € W, imamo da je potprostor W) invarijantan za 7. O

Definicija 5.4.2. W, se naziva svojstvenim potprostorom operatora &/ koji odgovara svo-
jstvenoj vrijednosti .

Teorema 5.4.3. Ako je A korijen karakteristicnog polinoma operatora o/ kratnosti k, tada je

Dokaz. Neka je dim W, = [. Izaberimo bazu {wy,ws,...,w;} potprostora W) i dopunimo je
do baze w = {wy, ..., w, wii1,...,w,} prostora V. Matrica operatora o/ u bazi w ima oblik

(vidjeti Primjedbu iz Sekcije 5.1)
_ (P Q
aw = (5 %)

gdje je matrica P formata [ x [ i dijagonalna:

A0 0 0
0 X 0 0
po|: .
00 0 ... A

Odavde imamo da je karakteristi¢ni polinom operatora </ zadat sa:
X (t) = det(A(w) — tI) = (A —t) det(R — tI) = (A — t)'p(t),

gdje je ¢(t) = det(R — tI) polinom stepena n — [.

S druge strane, \ je korijen kratnosti k, pa je x.(t) = (A — t)¥2(¢), pri ¢emu je ()\) # 0.
Dakle, (A — t)lo(t) = (A — t)*(t). Kako je 1(A\) # 0 (dok ¢(\) moze biti nula), zaklju¢ujemo
da mora biti [ < k. O

Definicija 5.4.4. Kratnost korijena A polinoma x.(t) se naziva algebarskom kratnosé¢u svo-
jstvene vrijednosti A\. Dimenzija svojstvenog potprostora Wy koji odgovara svojstvenoj vrijed-
nosti A se naziva geometrijskom kratnoséu svojstvene vrijednosti .
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Prema terminologiji iz prethodne definicije, Teorema 5.4.3 tvrdi da je geometrijska kratnost
svojstvene vrijednosti manja ili jednaka od algebarske. U narednim primjerima ¢emo vidjeti da
je u nekim sluc¢ajevima geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti jednaka algebarskoj, dok
je u drugim strogo manja.

Primjer 5.4.5. (i) Svojstvene vrijednosti operatora projekcije & € L(R? — R?) su A\ = 0
i Ay = 1. Obije svojstvene vrijednosti su algebarske kratnosti 1. Svi svojstveni vektori koji

odgovaraju svojstvenoj vrijednosti A\; = 0 su: (9? ), pa je dim Wy, = 1. Svi svojstveni vektori
2

Iy
0
slu¢aju geometrijske i algebarske kratnosti svojstvenih vrijednosti su jednake.

(i) Razmotrimo operator rotacije Z, € L(R* — R?) za ugao 7. Matrica ovog operatora

koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti Ao = 0 su: , pa je dim W), = 1. Dakle, u ovom

. . . -1 . e .
u standardnoj bazi e prostora R? je R.(e) = ( 0 _01>, a njegov karakteristicni polinom

je x2(t) = (t +1)2, pa je \g = —1 svojstvena vrijednost kratnosti 2. Svojstveni vektori
koji odgovaraju ovoj svojstvenoj vrijednosti su svi vektori u R?, pa je dimW,, = 2. Dakle,
algebarska i geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti —1 su jednake 2.

(iii) Za operator diferenciranja 2 € L(M, — M,) karakteristi¢ni polinom je xg4(t) =
(—1)"*1¢"*1 pa on ima jedinstvenu svojstvenu vrijednost Ay = 0. Algebarska kratnost ove
svojstvene vrijednosti je n + 1, a njoj odgovaraju svojstveni vektori (polinomi) oblika p(t) =
const, pa je dim W), = 1. Dakle, geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti je 1. Ovaj primjer
pokazuje da geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti moze biti strogo manja od algebarske.

Teorema 5.4.6. Neka je V vektorski prostor nad poljem R i o7 € L(V — V). Tada u prostoru
V' postoji invarijantan potprostor za operator of dimenzije 1 ili 2.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da karakteristi¢ni polinom za .« ima bar jedan korjen A € R. Tada
je X svojstvena vrijednost za operator o7 i operator ./ ima invarijantan potprostor dimenizije
1; ako je x svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A, tada je W = {azx : a € R}
invarijantan potprostor operatora &7 ¢ija je dimenzija 1.

Pretpostavimo sada da karakteristi¢ni polinom za operator .27 nema nulu u polju R. Pokaza-
¢emo da tada postoji invarijantni potprostor za &/ dimenzije 2.

Definisa¢emo vektorski prostor V' nad poljem C: vektori prostora V' su parovi vektora iz
V,tj. V' ={(x,y) : x € V,y € V}. Sabiranje vektora u V' i mnozenje skalarom su odredeni na
sljedeéi nacin (z,y) + (2/,y) = (z+ 2",y +v') i (a+ib)(x,y) = (ax — by, ay + bx). Neposredno
se moze provjeriti da je V' vektorski prostor nad poljem C.

Uzmimo sada u obzir operator &7 : V' — V' &' (x,y) = (Fx, A y), V(z,y) € V'. Lako je
pokazati da je <7’ linearan operator, tj. o/’ € L(V' — V’). Kako je polje kompleksih brojeva
algebarski zatvoreno, karakteristi¢ni polinom za operator <7’ ima bar jednu nulu, a to znaci
da postoji bar jedna svojstvena vrijednost o + i € C za o/’. Neka je (x,y) odgovarajuci
svojstveni vektor. Tada je &/'(z,y) = (a +i6)(z,y), tj. (Fz,dy) = (ax — By, ay + Bz). 1z
ove jednakosti imamo &/x = ax — fy i &y = ay + Pz. Primjetimo sada da su oba vektora x i
y razli¢ita od nula-vektora. Naime, ako bi neki od njih bio jednak nula-vektoru, imali bi da je
a € R svojstvena vrijednost za operatora 7, a to smo pretpostavkom iskljudili.
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Neka je W potprostor u V' generisan vektorima z i y, tj. neka je W = Lin{x,y}. Tada je
W invarijantan potprostor za &7 (njegova dimenzija naravno nije vec¢a od 2). Naime, ako su p
i v proizvoljni skalari, tada imamo

A (pr +vy) = udx+vdy
= wlaz — By) + v(ay + fz)
= (ap + Br)z + (v — Bu)y € Lin{z, y}.

Pokaza¢emo jos da je sistem {z,y} linearno nezavisan i da je prema tome dim W = 2.
Primjetimo da mora biti 5 # 0, jer bi u suprotonom imali o&/x = ax, a kako je z # 6 ponovo
bi imali bi da je @ € R svojstvene vrijednost operatora «7. Izjedna¢imo linearnu kombinaciju
vektora z i y sa nula-vektorom, tj. neka je ux + vy =0, u,v € R. Ako djelujemo operatorom
</ na ovu jednakost, nalazimo </ (uzx + vy) = pdx + vy = (au + fv)z + (av — Bu)y = 0.
Dakle, imamo pz + vy = 0 i (ap + frv)x + (av — Bu)y = 6. Prvu jednakost pomonozimo sa
—(av — Bpu), a drugu sa v i potom ih saberimo. Lako dobijamo 3(u?+v?)xr = 0. Kako je 3 # 0
iz #0, imamo u?+ v* =0, paje p = v = 0. Prema tome, sistem {z,y} je zaista linearno
nezavisan.

Ovim je teorema dokazana. Vidimo da u slu¢aju kada operator .« ima svojstvenu vrijednost
tada postoji invarijantni potprostor dimenzije 1, a ukoliko nema svojstvenih vrijednost, tada
smo pokazali da postoji invarijantni potprostor dimenzije 2. O

5.5 Polinom od linearnog operatora. Teorema Hamiltona-
Kejli
Neka je V' vektorski prostor nad poljem P i neka je &7 € L(V — V).
Definicija 5.5.1. Izraz
() = an ™ + oy 1 I+t A + S
gdje je a; € P, j =0,n, a, # 0, se naziva polinomom stepena n od linearnog operatora <.

Primijetimo da je polinom od operatora takode linearni operator, tj. p(«) € L(V — V).

Teorema 5.5.2 (Hamilton-Kejli). Ako je of € L(V — V), tada je xo () = O, tj. svaki
linearni operator je korijen svog karakteristicnog polinoma.

Dokaz. Neka je
Xo(t) =det( —tI) = ag+aqt + -+, t" 1+ (=1)"t"

karakteristi¢ni polinom opertora 7. Treba pokazati da x(«7) = € (gdje je O je nula-operator).
Izaberimo bazu v u V i formirajmo matricu A = A(v) operatora </ u izabranoj bazi.
Razmotrimo

11 — t 12 e A1p
a21 99 — t ... (%)
Ay =A—tl = "
Qn1 Qlpo e Qpp —t
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i formirajmo pridruzenu (adjugovanu) matricu matrici A(t):

An(t) An(t) ... A
B(t): Al?(t) A22(t> An?(t)
A(t) Asy() .. Ann(t)

Napomenimo da je A;;(¢) algebarska dopuna elementa sa indeksima (j,7) matrice A(t). Lako
je zakljuciti da su A;;(¢) polinomi od ¢ i to stepena n — 1. Dakle, svi elementi matrice B(t) su
polinomi stepena n — 1, pa se matrica B(t) moze zapisati na sljede¢i nac¢in B(t) = Cy + Cit +
o+ Cpqt"L, gdje su Cf, € P, k = 0,n — 1 matrice sastavljene od koeficijenata pored t* u
polinomima A;;(t). Iz svojstava pridruzenih matrica imamo A(t)B(t) = det A(t)I, tj.

(A—tD)(Co+ Cit+ -4+ Cpqt"') = (g + art + - 4+ 1 t" 1 4 (=1)"t") 1.

Posljednja jednakost dva polinoma stepena n se moze zapisati kao n+ 1 jednakosti koeficijenata
pored svih stepena t*, k =0,1,..., n:

AC, =l (5.0)
AC1 — C() = a1] (51)
AOQ — Ol = 062] (52)
ACn—l - Cn_g = Ozn_ll (57’L - 1)
Oy = (1)1 (5.n)

Ako jednakost u (5.k) pomnozimo s lijeve strane sa matricom A* k =0,n i ako sve saberemo
dobijamo

O = ACy + A%Cy — ACy + A3Cy — A*Cy + - -+ A"C,,_1 — A"C,_4
=gl + A+ aA* - a, AT (=1)PAT = oy (A).

Dakle, pokazali smo da je x.(A) nula-matrica. Jednakost x. (<) = € slijedi iz ¢injenice da
je ranky (&) = ranky ., (A). O

Primjer 5.5.3. Za operator projekcije 2 € L(R? — R?) karakteristi¢ni polinom je yz(t) =
t? — t. Prema teorema Hamiltona-Kejli imamo da vazi 2% — & = 0, tj. P? = . Nije
tesko vidjeti da operator projekcije zaista zadovoljava ovu jednakost. Takode, mozemo zapisati
matricu P operatora & u nekoj bazi i uvjeriti se da vazi matri¢na jednakost P? — P = O.
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Glava 6

Zordanova forma linearnog operatora

U ovoj glavi podrazumjevamo da je V vektorski prostor nad poljem kompleksnih brojeva
(skrac¢eno: kompleksan vektorski prostor).

6.1 Zordanova forma nilpotentnog operatora

Definicija 6.1.1. Linearni operator &/ € L(V — V) se naziva nilpotentnim, ako postoji
prirodan broj m tako da je &/™ = O (Oznaka O stoji za nula-operator).

Recimo, operator diferenciranja 2 € L(M, — M,,) je nilpotentan jer vazi 2" = O.

Definicija 6.1.2. Kvadratna matrica oblika

A1 0 0

Oox 1 ... 0
kM) =i ¢ o1 | eChn

0 0 . Al

0 0 . 0 A

se naziva Zordanovom ¢elijom formata k.
Primjetimo da je J,(0) nilpotentna matrica, jer je J(0)F = O.

Teorema 6.1.3. Operator o7 € L(V — V) je nilpotentan ako i samo ako ima jedinstvenu
svojstvenu vrijednost A = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je &7 € L(V — V') nilpotentni operator i neka je &#™ = O. Pokaza-
¢emo da o/ ne moze imati svojstvenih vrijednosti razli¢itih od nule. Zaista, neka je \ svojstvena
vrijednost za o/ i neka je x odgovarajuci svojstveni vektor. Tada je &/™x = \"x. Medutim,
/™ = O, pa mora biti A =0 (jer je = # 0).

Obrnuto, ako je 0 jedina svojstena vrijednost operatora & € L(V — V), tada je karakteris-
ti¢ni polinom operatora za &7 jednak x.(t) = (=1)"t", n = dim V. Prema Hamilton-Kejijevoj
teoremi imamo (—1)"&/™ = O, tj. operator </ je nilpotentan. m
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Teorema 6.1.4. Neka je of € L(V — V) nilpotentan operator. Tada postoji baza h u prostoru
V' takva da matrica operatora of ima sljedeéi oblik:

Ju©O O .. 0
| O 0
(h)=1 . T (6.1)
O 0 .. J.0

gdje su Ji, (0), Ji, (0), ..., Ji, (0) Zordanove Celije formata ky, ko, ...k, respektivno, pri cemu
]6/€1+k‘2++kp:n:dlmv

Dokaz. Postoji prirodan broj m, tako da @™ = O i &/™ # O ako je m’ < m. Razmotri¢emo
niz operatora:

I = o =S A, A ™ = O,

Tada za potprostore V; = Ker &7, j = 0, m vazi:
() VACV,j=Tm
(ii) V; je invarijantan za <.
Naime, z € V;_1 = &' o =0 - &/ = o (" 1) = 40 =0 =z € Kert? =V,
Pokazimo sada da je V; invarijantan potprostor za &7: x € V; = oz =0 = &7 (ox) =
0= odr € Kera/i—! = Vioi C V.
Prema (i) imamo: {0} =V, C Vi CVLC---CV,, o CV,, 1 CV, =V.

Korak 1. Ako je m > 2 (tj. ako operator A nije nula-operator) uo¢imo tri posljednja
potprostora V,,,_ s CV,,_1 CV,, =V ineka je

Vm = Vi1 @ Vn/lflv

tj. neka je V! _, direktna dopuna potprostora V;,_; do prostora V,,. Kako je o™ = O i
™ £ O, imamo V,,,_; # V,, i, dakle, V!, # {6}.

Izaberimo bazu {vy, vy, ..., vs} u V! . Sistem vektora {/vy, vy, ..., v} C Vg je
linearno nezavisani i vazi

Lin{e/ vy, A vy, ..., dvs} NV, o ={6}.

Naime, neka je a1/ v) + aa /vy + -+ - + o, v, = v € V,,,_o. Pokaza¢emo da je tada ay = ay =
-+ =qa, = 01 prema tome je v = 0.

Kako je V;,,_o = Ker @™ 2 imamo & v = 0, tj. @™ (a1 v +aavy+- -+, T vy) =
g™ 2y = 0. Odavde je a1 @™ vy + ap ™ vy + - + @™o, = 0, t). ™ agvy +

QoUy + -+ + azv) = 0, odnosno ajvy + eve + - - + azvs € V1. Kako vektori vy, vg, ..., v
leze u V! |, to je ajvy + agvg + -+ + agvs € V! . No, V,,_.1 N V! | = {0}, pa mora biti
Qv + vy + - -+ + agvs = 0. Sada iz linearne nezavisnosti sistema vektora {vi,ve,..., vs}
slijedi vy =g =---=a,=0,paiv=>4.

Primijetimo da je sistem vektora:

VI 12| {vr,vg, ... 05U
Vine1 2 | {0y, A g, ..., g}
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linearno nezavisan, budué¢i da su podsistemi {vy,vq,..., 05} 1 { vy, Vg, ..., vs} linearno
nezavisni i leze respektivno u prostorima V! | i V,,_; u ¢ijem je presjeku samo nula-vektor.

Korak 1I. Ako je m > 3, razmotrimo potprostore V,,_3 C V,,_o C V,,_1.

Vektori @/ vy, & vg, ..., v, leze u V,,_1 1 kako smo pokazali ne leze u V,, o, pa je V,,_1 #
Vin—o i znaéi V1 = Vo ® V!, gdje je V!, # {0} dopuna potprostora V,,_o do pros-
tora V,,_;. Pri tome V,,_, moZemo izabrati tako da sadrzi linearno nezavisan sistem vektora
{ v, A vy, ...,o7vs}. Dopunimo (ako je potrebno) ovaj linearno nezavisan sistem vektora
do baze {A vy, ..., AV, v541,...,0,} u V! . Vektori &%vy,..., o *v,, A vs,1,...,9 v, prema
svojstvu (i) leze u potprostoru V,,_o. Pokazimo da su oni linearno nezavisni i da je

Lin{a/?vy, ..., 2 *v,, Vet ..., 0.} N Vs = {6},

Neka je ﬁldzvl + -t 53%21]5 + 554_1\,@71]84_1 + -+ ﬁrﬂvr =w € V,,_3. Kako je Vines =
Ker .27™3, imamo /™ 3w = 0. Odavde je

%m_2(ﬁ1%61 + o+ /Bs%es + 65+165+1 + -+ ﬁr€r> = JZ%m_?)U} = 0.
Dakle, 1./ v + - - - + Bs /s + Bsi1Vsi1 + -+ + Brv, € Vo, S druge strane, ovaj vektor lezi u

o, jer vektori ey, ..., Heg esiq,. .. e leze u V) . Kako je V,,_o NV _, = {0}, imamo
prel e + -+ Bses + Bor1€si1 + - - - + Bre, = 0. Posto su vektori ey, ..., ez e501,..., 6,
linearno nezavisni, mora biti 1 = --- = s =01 =--- =0, =0iw = 6.

Primijetimo da je sistem vektora:

! D) {Ul,...,US}U

m—1
L o2 | { A, ., T g, V541, U PU
Vm,QQ {MQUb...,%QUS,%'USJA,...,:Q{’UT}
linearno nezavisan, buduéi da sistemi vektora {vy, vs, ..., vs}, { v, L Vo, ..., A Vs, V511, ...,0,:}
i {0y, Ao, ..., v, A V41, ..., v, } jesu linearno nezavisni i leZze respektivno u potpros-

torima V), _,, VI _5 1 V,,,_o, Cija je direktna suma V, tj. V =V, .V, _, &V, ;. Kako je
suma direkta presjek svaka dva razli¢ita potprostora je samo nula-vektor.

Ako je m > 4 razmotrimo trojku potprostora V,, 4 C V,,_3 C V,,_» i nastavimo isti algo-
ritam kao u prethodnom koraku. Broj ovakvih koraka je konacan, jer je prostor V' konac¢nodi-
menzionalan.

Dakle, nakon konacnog broja koraka do¢i ¢emo sljedeéih direktnih dekompozicija:

V=V,

Vm = V-1 D V,;%_l;

Vm,1 = meg ) V’I’;L72;

Vm—2 = Vm—3 s> anlff,;

Vi=Vo® Vg;
‘/0 = {9}>
i do baze u prostoru V, koja ¢emo podjeliti po kolonoma u sljedecoj tablici:
1| v cee | s
o | v oo | A, Vgi1 S
" o | P | 9P, Vi1 .| A, Vpp1 R
Vi Gy | @ g | e | | @ | B | L | B,
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Razmotrimo sada svojstva sistema vektora iz posljednje tablice:

(1) Svaki vektor iz posljednje vrste tablice se pod dejstvom operatora < slika u nula-vektor.
Drugim rije¢ima, u posljednjoj vrsti se nalaze svojstveni vektori operatora </ (podsjetimo da
je jedina svojstvena vrijednost operatora </ nula).

(2) Izaberimo proizvoljnu kolonu tablice. Neka je indeks izabrane kolone i i neka ona sadrzi
k vektora. NumeriS§imo vektore iz ove kolone redom odozdo prema gore:

hl = ,Q{kill)i, hg = ,Q/kizvi, Ce hk—l = JZ%UZ', hk = ;.

Sada se lako provjerava da vazi:

(a) Sistem vektora {hy, ho,...,h;} je linearno nezavisan;

(b) VQ{hl :97,2{}@ = hl,...7£{hk = hk—l;

(c) Potprostor W = Lin{hy, hs, ..., hy} je invarijantan za operator <

(d) Matrica suzenog operatora 7|y u bazi {hy, hy, ..., hi} je Zordanova celija .J,(0).

Na kraju numeriSimo vektore tablice pocevsi od prve kolone redom, odozdo prema gore.
Nao ovaj nacin dobijen sistem A je baza u kojoj matrica nilpotentnog operatora </ ima oblik
(6.1). O

Primjedba 6.1.5. (i) Iz prethodnog dokaza, prema konstrukeiji baze h, slijedi da svakoj koloni
u tablici odgovara jedna Zordanova ¢elija Jx(0).

(ii) Prilikom konstrukcije baze h moguée su razli¢ite numeracije kolona, tj. razli¢ite nu-
meracije svojstvenih vektora u posljednjoj vrsti. Iz dokaza je jasno da razli¢ite numeracije
kolona dovode do zamjene Zordanovih ¢elija mjestima.

Prethodna primjedba nam dozvoljava da izvucemo sljedece zakljucke:

(i) Zordanova forma operatora je jedinstvena do na zamjenu mjesta Zordanovih ¢elija;

(i) Matrice su sli¢ne ako i samo ako imaju istu Zordanovu formu (do na zamjenu mjesta
Zordanovim celijama).

6.2 Zordanova forma opsteg linearnog operatora

Sada se osvrnimo na opsti slucaj, tj. kada operator &7 € L(V — V') nije obavezno nilpotentan.
Najprije razmotrimo slucaj kada operator ima jedinstvenu svojstvenu vrijednost.

Lema 6.2.1. Neka je V' kompleksan vektorski prostor i A jedinstvena svojstvena vrijednost
operatora o/ € L(V — V). Tada u prostoru V postoji baza h u kojoj matrica operatora </ ima
oblik:

Ju() O ... o0
am=| O N0
O 0 ... L

Dokaz. Primijetimo da je operator 8 = o/ — A\.Z nilpotentan. Prema prethodnoj teoremi
postoji baza h u kojoj matrica operatora % ima oblik (6.1). Kako je A(h) = B(h) + AI slijedi
tvrdenje Leme. O]
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Teorema 6.2.2. Neka je V' kompleksan vektorski prostor i of € L(V — V) operator éiji je
karakteristicni polinom:

Xer () = (=1)"(E = M) (B = Ao)™ o (E = M),

gdje su ly,lo, ... 1l algebarske kratnosti svojstvenih vrijednosti \i, Ag, ..., g, redom; Iy + lo +
-+l =n=dimV. Tada postoji baza h u 'V takva da je

A O ... O

O A ... O
Ay =1 . . . .|

O 0 ... A

gdje kvadratne matrice Ay, Ao, ..., Ax tmaju sljedeci oblik:

J.xN) O ... 0

o  J,\) ... O
Ai: : : .. : ’

0] O ... Jy(\)

21+22+'+Z'rn:ll77’:177k

Dokaz. Nekaje B € L(V — V) ioznalimo K; = Ker %/ i L; = Im %’ za cijele brojeve j > 0.
Jasno je da je K;, j > 0, rastuci niz potprostora, a da je L;, 7 > 0 opadajuci niz potprostora.
Buduéi da je V' konac¢ne dimenzije, to postoji cio broj jo > 0 takav da je K; = K, i takode
Lj = Ljoa J = Jo-

Neka je N = K;, i M = L;,. Tada su N i M invarijantni potprostori za operator .
Pokazacemo da je M @& N = V. Naime, kako je (M) = M, suzeni operator By : M — M
jeste invertibilan. Takode imamo %°x # 0, ako je x € M i x # 6. Kako je suZeni operaor
PB|n : N — N jednak nula-operatoru, slijedi da je presjek N i M samo nula-vektor. Neka je
x € V proizvoljan vektor i %0z =y € M. Kako je %7|,, invertibilan, postoji z € M tako da
je #lox = Pz, Sada imamo x = (v — 2) + z, pri Cemu je x — 2 € N iz € M. Ovim smo
pokazali da je suma potprostora N i M jedanka V.

Prethodno mozemo primjeniti prvo za operator 8 = &/ —\1.#. Dobijamo razlganje prostora
V' na deirektnu sumu N; & My, pri ¢emu su N; i M; invarijantni potprostori za operator
' — M\i.#, a to znadi i za sam operator .«7. Razmotrimo sada operator o — \o.% : My — M;.
Tada dolazimo do razlaganja prostora M —1 na direktnu sumu M; = Ny+ M, na pocetku opisan
nac¢in. Pri tome su Ny i M; takode invarijanti potprostori za operator .«7. Potom nastavimo sa
direktim razlaganjem prostora M, posmatrajuéi o/ — A3.# na M,. Na kraju postupka ponovimo
isto za &/ — \..# na potprostor My_,. Taj prostor se razlaze na direktnu sumu M;,_; = N, @ M,,.
Pokaza¢emo da je M trivijalan potprostor.

Na opisan nac¢in dobijamo direktnu dekompoziciju V = Ny & No & - - - & Ny & My, na invar-
ijantne potprostore operatora 2. Primijetimo da suZeni operator 47|y, ima jedinu svojstvenu
vrijednost A; i prostor N; sadrZi sve svojstvene vektore koji odgovaraju A;. Dakle, M mora
biti trivijalan potprostor, jer bi se u protivhom za operator &/ pojavila nova svojstvena vri-
jednost ili svojstveni vektor koji odgovara nekoj od svojstvenih vrijednosti \;. Karakteristi¢ni
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poilonom za suZeni operator <7 |y, je jednak £(x — /\j)l./f, gdje je I; = dim N;. Kako mora biti

l; < 'l; imamo Zle l; < n. ako bi vazila stroga nejednakost I’ < [; za neko j, tada bi bilo

Zle I < n. A to pritvrjeci tome da je 2521 I =n. -
Sada preostaje da se primjeni prethodna lema na svaki suZeni operator </|y;, j = 1,k. 0O

Definicija 6.2.3. Bazu u kojoj matrica operatora ima oblik Zordanove forme ¢emo nazivati
kanonskom bazom.

Primjer 6.2.4. Naci kanonsku bazu i Zordanovu formu matrice:

3 1 =2
A=|-1 0 5
-1 -1 4

Karakteristi¢ni polinom je zadat sa xa(t) = det(A — tI) = —(t — 3)(t — 2)?, pa su svojstvene
vrijednosti matrice \y = 3, Ay = 2. Prva svojstvena vrijednost ima algebarsku kratnost 1, a
druga kratnost 2.

Posto je svojstvena vrijednost A\; = 3 algebarske kratnosti 1, to mozemo tvrditi da njoj
odgovara tac¢no jedan linearno nezavisni svojstveni vektor zadat jednakoséu Ah; = 3h;. Ovom
svojstvenom vektoru ¢e odgovarati jedna (jednodimenzionalna) Zordanova ¢elija.

S druge strane, svojstvenoj vrijednosti Ay = 2 moze odgovarati jedan ili dva linearno neza-
visna svojstvena vektora. Ove dvije moguce situacije mozemo prikazati u obliku sljede¢ih
dijagrama:s:

'hg hl h2 hg
hi- -hy ili .
Tackice u donjim vrstama stoje umjesto svojstvenih vektora.

U drugom sluc¢aju, matrica A ima tri linearno nezavisna svojstvena vektora, pa je to matrica
proste strukture (baza od svojstvenih vektora) i njena Zordanova forma ¢e biti dijagonalnog
oblika (imace tri jednodimenzionalne Zordanove éelije). Pri tome ¢e kanonsku bazu &initi
svojstveni vektori hy, ho, hs.

U prvom slucaju, matrica ¢e imati dva svojstvena vektora hq, ho, a treé¢i vektor iz kanonske
baze ¢emo traziti iz jednakosti (A — Aol )h3 = hs.

Kako bismo razjasnili koji od ova dva slucaja ima mjesto, dovoljno je provjeriti rang matrice
A — Xol. Ukoliko je rang ove matrice 1, to bi znacilo da svojstvenoj vrijednosti A\ odgovaraju
3—1 = 2 linearno nezavisna svojstvena vektora hs i h3, pa bi imao mjesto drugi sluc¢aj. Ukoliko,
naprotiv, rank(A — A1) = 2, to ima mjesto prvi slucaj.

Lako je provjeriti da rank(A — 21) = 2, $to zna¢i da ima mjesto lijevi dijagram i Zordanova
forma sadrzi dvije ¢elije:

0 0
2 1
0 0 2

Prva dva vektora u kanonskoj bazi su svojstveni vektori matrice A: (A—31)hy =0, (A—21)hy =
0. Vektor hs ¢emo dobiti iz jednakosti (A — 31)hs = ha.
1
Iz jednakosti (A — 3/)hy = 0 nalazimo h; = | —2
1
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-1
Dalje, iz (A — 2I)hy = 0 imamo hy = | 3
1
Konac¢no jednakost (A — 21 )hs = hy vodi nehomogenom sistemu linearnih jednacina
—1
—1 —2 5 3
-1 -1 2 1
0
Rjesavanjem ovog sistema dobijamo hy = | 1
1

Primijetimo da je moguéa i drugacija numeracija vektora baze, u kojoj bi éelije u Zordanovoj
formi matrice zamijenile mjesta:

A(h) =

S O N

1
2
0

w o O

Primjer 6.2.5. Neka je T € L(Ms — M) zadat sa Tf = —f — f'. Nadi Zordanovu formu
T'(h) matrice operatora T .
Najprije zapi$imo matricu operatora u odnosu na bazu g = {1,¢,¢*}. ITmamo:

T1=—
Tt=—t—1;
Tt* = —t* — 2t,
pa je matrica operatora
1 -1 0
T=Tg=]10 -1 -2
0 0 -1
Karakteristi¢ni polinom operatora je x7(t) = (=1 — )3, pa je Ay = —1 svojstvena vrijednost

algebarske kratnosti 3. Dakle, operator 7 moZe imati 1, 2 ili 3 linearno nezavisna svojstvena
vektora. Ovim trima situacijama odgovaraju sljedeé¢i dijagrami:

.h3
ha hs hi hy hs
hy ili hi -hy ili S

U zavisnosti od toga koja od ovih situacija ima mjesto, Zordanova forma se moze sadrzati 1,2
ili 3 ¢elije:

Lako je izra¢unati da rank(A — (—1)I) = 2 odakle slijedi da ima mjesto prva situacija.
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Glava 7

Euklidski prostori

U prethodnom izlaganju koristili smo isklju¢ivo one operacije nad vektorima koje su prisutne
u definiciji vektorskog prostora. Na ovaj nacin smo razvili sadrzajnu teoriju, ali nismo dotakli
neke vazne pojmove. Na primjer, do sada ne raspolazemo pojmom duZine vektora ili pojmom
ugla izmedu dva vektora. U ovom poglavlju éemo uvesti skalarno mnozenja dva vektora i
time obogatiti strukturu vektorskog prostora. Koriste¢i tu bogatiju strukturu, uves¢emo nove
pojmove i razviti jos sadrzajniju teoriju u narednim poglavljima.

7.1 Skalarni proizvod

Definicija 7.1.1. Neka je V' vektorski prostor nad poljem relanih brojeva. Preslikavanje (-, -) :
V x V' — R nazivamo skalarnim proizvodom ako vaze sljedece aksiome:

(i) (z,y) = (y,z), Yo,y € V;

(i) (az,y) = alx,y), Yo,y € V, Va € R;

(i) (x 4+ y,2) = (x, 2) + (y, 2), Vo,y,2 € V;

(iv) (z,z) >0, Vz € V; (z,2) =0 & x = 4.

Neposredno se provjerava da pored osnovnih svojstava navedenih u samoj definiciji, skalarni
proizvod ima i ove osobine:
(v) (0,2) =0,Vz €V,
(vi) (z,ay) = a(z,y), Vo,y € V, Va € R;
(vii) (x,y + 2) = (x,y) + (x, 2), Vr,y,2 € V.

Definicija 7.1.2. Vektorski prostor £ nad poljem relanih brojeva nazivamo euklidskim ako je
u E definisan skalarni proizvod.

Primjer 7.1.3. U svakom vektorskom prostoru V' nad poljem R moze se uvesti skalarni
proizvod. Naime, neka je dimV = n i neka je {vy,v2,...,0,} bazau V. Zaxz =Y zv;, €V
iy=>"" yv €V definisimo

i=1

Provjericemo sve osobine o kojima je rije¢ u definiciji skalarnog proizvoda.
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(1) <'T7 y> = Z LY = Zylxz =y,
i=1
(ii) (ozx,y>:Zozxz Z—aszyl—axy

=1
(i) (2 +y,2) = Y (2 + 1)z szzz+zyzzz— +(y, 2);
=1

(iv) (z, z) :fo >0, (x,x) =0 <= = =40.

i=1
Posebno, ako u prostoru R™ uzmemo u obzir standardnu bazu {e, e, ..., e,}, gdje je e =
1 0 0
O 1 . . .
, g = o, e = . |, tada u prostoru R™ imamo skalarni proizvod:
0 0 1
I Y1
_ T2 Y2
— : :
Tn Yn
1 7
Recimo, skalarni proizvod vektora x = 3 ER?iy=[ 0 | eR?je
-1 4

(,y) =1-743-04+(-1)-4=3.

Primjer 7.1.4. Razmotrimo trodimenzionalni prostor geometrijskih vektora V3. Za @, b € V3
uvedimo skalarno mnozenje na sljedec¢i nacin:

(@,b) = |a@l||b| cos £(a,b).

Moze se provjeriti da su zadovoljene sve Cetiri aksiome skalarnog proizvoda. Uvodedi skalarni
proizvod na ovaj nacin, vektorski prostor V? postaje euklidski prostor.

Teorema 7.1.5. Za vektore x,y € F euklidskog prostora vazi nejednakost Ko§i—§varca—Bunja—

kovskog
(x,9)* < (2, 2)(y,y), (7.1)
pri cemu jendakost ima mjesta ako i samo ako su vektori linearno zavisni.

Dokaz. Ako su vektori x i y linearno zavisni, tada je lako provjeriti da vrijedi jednakost.
Pretpostavimo sada da su vektori z i y linearno nezavisni. Kako je tada tx —y # 0 za sve
t € R, imamo (tx — y,tx — y) > 0. Ova nejednakost moze se napisati u formi

t*(x, ) — 2t({x,y) + (y,y) > 0.

Dakle, nalazimo da je t? (z, z) — 2t (z, y) + (y,y) pozitivna kvadratna funkcija (po promjenljivoj
t). Da bi to bilo ispunjeno, diskriminanta mora da bude negativna, tj. 4(z,y)? —4(z, )(y,y) <
0, odnosno mora biti (z,y)? < (z,z){y, y). O
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(v, z) (y, )

Definicija 7.1.6. Duzinom vektora z € E u euklidskom prostoru E nazivamo broj

2] = /{x, 7).

Teorema 7.1.7. DuzZina vektora ima naredne osobine:

(i) |z| >0, z € E;

(i1) || =0 <= 2 =0;

(11i) | Az| = |M||z|, z € E, N € R;

(iv) |z +y| <|z|+ |y|, z,y € E, pri c¢emu jednakost vazi ako i samo ako je x =0 ili je x # 6 i
y=tx,t>0.

Primjetimo da se nejednakost (7.1) moze zapisati u formi det (<$’ 7) Ex’ y)) > 0.

Dokaz. (i) i (ii) slijede nepsredno iz same definicije skalarnog proizvoda.

(i)

x| =/ (Az, Ax) = Az, 2) = AV, 2) = [A]|z].
(iv) Kako je
|z +y* = (e +y,2+y) = (x,2) + 22,9) + (,y) = 2" + 2z, y) + [yl
primjenom nejednakosti Koéi—évarc—Bunjakovski nalazimo
@+ yl* < [l + 2J2(ly] + [y]* = (] + [y])*.

Pretpostavimo da je |z + y| = |z| + |y|. Tada z i y moraju biti linearno zavisni vektori,
odnosno mora biti x = #ili z # 0 iy = tx, t € R. Razmotrimo drugi slu¢aj. Tada je
x4y = (t+ 1)z, pa jednakost |z + y| = || + |y| postaje |t + 1||x| = (1 + |t])|x|. Prema tome

je |t + 1] =1+ |t|, a to je moguce samo ako je t > 0. O

Definicija 7.1.8. Uglom izmedu vektora z i y euklidskog prostora E nazivamo broj ¢ € [0, 7]
takav da je
(z,y)

[l Tyl

cos ¢ =

Definicija 7.1.9. Kazemo da su vektori x i y u euklidskom prostoru E ortogonalni, ako vazi
(r,y) = 0, tj. ako je ugao izmedu njih jedank 7.
Oznaka: z1ly.

Na kraju ove sekcije primjetimo da iz Cetvrte aksiome skalarnog proizvoda slijedi da je
samo vektor x = 6 ortogonalan na sve vektore euklidskog prostora E. Naime, ako je (z,y) = 0,
Yy € E, tada prethodna jednakost vazi i za y = x. Dakle, imamo (z,z) = 0, a to znaci da
mora biti x = 6.
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7.2 Ortonormirani sistemi

Definicija 7.2.1. Sistem vektora {fi, fo, ..., fm} euklidskog prostora E nazivamo ortogonal-
nim sistemom ako vazi f; Lf;, Vi,7 =1,m, ¢ # j.

Definicija 7.2.2. Ortogonalni sistem vektora {ey, s, ..., e, } euklidskog prostora E nazivamo
ortonormiranim sistemom ako vazi |e;| =1, Vi = 1,m

Dakle, sistem vektora {ej, e, ..., e, } u euklidskom prostoru E je ortonormirani sistem ako
vazi
0, i#74; . . —
<€iaej>—5z'j—{ #j Vi,j=1m
L i=y,

(0;; se naziva simbolom Kronekera).

Lema 7.2.3. Ako je {e1,ea,...,en} ortonormirani sistem vektora u euklidskom prostoru E i
T =" ae, tada je

a; = (x,e;), Yi=1m

Dokaz. Zaista, imamo

m
a; = (e, e) = E i(ej, e E aje;,e;) = (x,e;).

j=1

m
Teorema 7.2.4. Svaki ortonormirani sistem vektora je linearno nezavisan.

Dokaz. Neka je {ej,es,...,ey,} ortonormirani sistem i aje; + ages + -+ + ape, = 0. Na
osnovu prethode leme je o; = (0,¢e;) = 0, Vi = 1,m, pa mozemo zakljuéiti da je na$ sistem
zaista linearno nezavisan. O]
Napomenimo da za ortonormirani sistem vektora {ej,es,...,e,} kazemo da je ortonormi-

rana baza euklidskog prostora F ako je Lin{ey, ey, ..., e,} = E.
Teorema 7.2.5. U svakom euklidskom prostoru postoji ortonormirana baza.

Dokaz. Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po dimenziji n euklidskog prostora E.

Ako je n = 11ako je x # 0 proizvoljan vektor, tada je {e}, gdje je e = |z| 'z, ortonormirana
baza za F.

Pretpostavimo sada da tvrdenje vazi za euklidske prostore ¢ija je dimanzija < n. Pokaza-
¢emo da tada euklidski prostor F ¢ija je dimezija n takode ima ortonormiranu bazu.

Neka je E’ proizvoljan potprostor u F tako da je dim £’ = n — 1. Prema induktivnoj pret-
postavci, prostor £’ ima ortonormiranu bazu {e1, es, ..., €,_1}, tj. postoji ortonormiran sistem
{e1,€9,...,6,_1} takav da je E' = Lin{el,eg, ...yen_1}. Nekaje f ¢ E' = Lin{ey,e9,...,ep_1}
prmzvohan vektori g = f — Zj L aje;, pri cemu ¢emo koeficijente oy, j = 1,n — 1 odabrati
tako da vektor g bude ortogonalan na sve vektore koji generisu E’, tj. tako da je (g,ex) = 0,
k=1,n—1.
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Kako je {ej,es,...,e,_1} ortonormirani sistem vekotra, imamo
n—1 n—1
(gen) = (f =D _agej ey = (fren) = > ajlej,en) = (fren) — .
j=1 j=1

Dakle, ako odaberemo oy = (f, e;), ima¢emo trazenu ortogonalnost.
Primjetimo da je g # 0, jer bi u protivnom imali f € E’. Kona¢no, definigimo e, = |g|™1g.
Tada je {e1,e,...,e,} ortonormirana baza euklidskog prostora E. O

7.3 Ortogonalna dopuna

Definicija 7.3.1. Ortogonalnom dopunom skupa X u euklidskom prostoru £ nazivamo
Xt ={ye E|(z,y) =0,Vr € X}.

Navedimo nekoliko osobina koje se jednostavno pokazuju:

(i) X+ je potprostor euklidskog prostora E. Naime, ako je yi,yo € X+, A\, u € R, tada
za proizvoljan vektor x € X imamo (x, A\y; + puy2) = Mz, y1) + p{x,y2) = 0. Dakle, zaista je
Ay + pyz € X+

(ii) Ako je W C E potprostor, tada je W + W+ = E, pri ¢emu je rije¢ o direktnoj sumi.
Ovdje ¢emo koristiti oznaku W @ W+ = E. Da je zaista rije¢ je o direktnoj sumi, slijedi
iz ¢injenice da u presjeku potprostora W i W+ moze biti samo nula-vektor. Naime, ako je
r € WNWH tada je (x,z) = 0, pa zaista imamo z = 0,

(iii) Svaki ortonormirani sistem se moze prosiriti do ortonormirne baze. Recimo, neka je

{e1,es,...,ex} ortonormirani sistem i W = Lin{ej,es,...,ex}. U potprostoru W+ postoji
ortonormirana baza {ex;1, €x12,...,e,}. Jasno je daje {e1, ..., ek, exs1,-..,e,} ortonormirana
baza za E.

(iv) Za razliku od direktne dopune, napomenimo da postoji jedinstvena ortogonalna dopuna
potprostora u euklidskom prostoru. Pri tome, ako je W potprostor, tada je (W)t = W. Naime,
imamo W®WL = E, ato znaéi da je W ortogonalna dopuna prostora W+. Kako je ortogonalna
dopuna jedinstvena, mora biti (W+)+ =W,

(v) Oznaka E = W, @ Wy @ - - - @ Wy, znaéi da je Wi LW, i,j = 1,k, i # j, tj. zasve z € W,
iy e W, imamo (z,y) = 0.

Primjer 7.3.2. Posmatrajmo potprostor S - pravu koja prolazi kroz koordinatni pocetak) pros-
tora V2. Ortogonalna dopuna ovog potprostora je prava S+, koja sadrzi koordinatni pocetak i
koja sa pravom S zaklapa ugao od 90° (Slika 7.1)

Primjer 7.3.3. Posmatrajmo potprostor W - ravan koja prolazi kroz koordinatni pocetak
prostora V3. Ortogonalna dopuna ovog potprostora je prava W=, koja sadrzi koordinatni
pocetak i koja sa svakom pravom S C W, 0(0,0,0) € S zaklapa ugao od 90° (Slika 7.2)
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Slika 7.1

Slika 7.2

7.4 Matrica Grama

Definicija 7.4.1. Matricom Grama sistema vektora {fi, fo, ..., fm} u euklidskom prostoru E
nazivamo sljede¢u matricu:

(fui,fr) (fiufo) o (fi, fm)
r(f) = <f2,.f1> <f2,.f2> <f2,.fm>

Lako je pokazati sljede¢e osobine:

(i) Matrica Grama je simetri¢na, tj. T'(f)T =T(f) .

(ii) Matrica Grama ortogonalnog sistema je dijagonala; matrica Grama ortonormiranog
sistema je jedini¢na.

(iii) Razmotrimo matricu f, ¢ije su kolone vektori fi, fo, ..., fn redom, tj. f = (f1, fos- - fin)-
fi
fo

Tada je transponovana matrica zadata sa f1 = . Matrica Grama sistema f se moze

fm
zapisati u formi I'(f) = fT - f.

Teorema 7.4.2. Sistem vektora {f1, fa, ..., fm} je linearno zavisan < det T'(f) = 0.
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Dokaz. Neka je sistem vektora {fi, fo,..., fm} linearno zavisan. Tada je
arfitasfot+ -+ apfm =0,

pri ¢emu je bar jedan od skalara aq, as, ..., «, razli¢it on 0. Ukoliko ovu jednakost skalarno
pomnozimo redom sa vektorima fi, fo, ..., f;n, dobijamo sljedeéi sistem:

ar(fi, f1) + ao(f1, f2) + -+ amlfi, fm) = 0;
a1<f17f2> +a2<f27f2> T +am<f27fm> = 07

1 Fr f) + 2o Fo) + -+ (o fn) = .

koji ima netrivijalno rjesenje (po promjenjivim aq, as, . . ., a,,). Matrica ovog sistema je matrica
Grama ['(f). Iz teorije sistema linearnih jedna¢ina znamo da je matrica I'(f) tada singularna.

Da dokazemo obrnuto, pretpostavimo da je detI'(f) = 0. Tada su kolone matrice I'(f)
linearno zavisne, pa se jedna moze napisati kao linearna kombinacija preostalih. Ne umanjujuci
opstost, pretpostavimo da se m-ta kolona moze izraziti kao linearna kombinacija ostalih, tj.
neka je

<fj7fm>:ﬁl<fj7f1>+"'+6m—1<fj7fm—1>a ]:L_m

Odavde imamo (f;, B1fi + Pafo + -+ + Bm—1fm—1 — fm) = 0, pa je vektor Sy f1 + fafs +
<o+ + Bm_1fm-1 — fm ortogonalan na fi, fo,..., fi,. Ovo je mogucée samo ako f;f1 + Fafo +
oo+ B fm-1 — fm = 0. Kako je rije¢ o netrivijalnoj linearnaoj kombinaciji, sistem vektora
{f1, f25 -, fm} je linearno zavisan. O

Teorema 7.4.3. Za sistem vektora {fi, fa, ..., fm} vazi det'(f) > 0, pri éemu je jednakost
wspunjena ako 1 samo ako je sistem linearno zavisan.

Dokaz. Akojesistem {fi, fa,..., fm} linearno zavisan, po prethodnoj teoremi imamo det I'( f) =
0.

Pretpostavimo sada da je sistem {fi, fo,..., fin} linearno nezavisan. Tada je f baza u
potprostoru E' = Lin{ f1, f2, ..., fm}- Neka je f’ ortonormirana baza u E’, a S matrica prelaska

sa baze f na bazu f'. Tada je f' = f- S i prema tome je
L(f)=T(f-8)=(f-9"-fS=STf1fS=5"T(f)S.

Kako je matrica Grama I'(f’) jedini¢na matrica I, iz prethodne jednakosti imamo I = STT'(f)S,
paje 1 = (det S)*det T'(f). Kako je S regularna marica, imamo (det S)? > 0. Slijedi det T'(f) >
0. ]

Napomena 7.4.4. Nejednakost Koéi—évarca—Bunjakovskog mozemo vidjeti kako poseban slucaj
Teoreme 7.4.3 za sistem koji ima n = 2 vektora.
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Glava 8

Linearni operatori u euklidskom prostoru

U ovoj glavi ¢emo prvo razmotriti pojam konjugovanih operatora. Potom razmatramo dvije
vazne klase linearnih operatora na euklidskom prostoru, simetri¢ne i ortogonalne operatore.

8.1 Konjugovani operatori

Neka su E i G euklidski prostori, dim £ = n i dim G = m.

Teorema 8.1.1. Neka je o € L(E — G). Postoji i jedinstven je operator B € L(G — F)

takav da je

(Ax,y) = (x,By), VrekE YyeQq. (8.1)
Dokaz. Neka je {ej,ea,...,e,} ortonormirana baza u prostoru E. Ukoliko postoji Z: G — E
za koje vrijedi (8.1), imajuéi u vidu da je By = Y ;' | (By, ei)e;, zbog (By,e;) = (e;, By) =
(e, y) = (y, < e;), mora biti

n

By = (y,Aeei, VyeGC.

i=1

Operator # defini§imo upravo gornjom realcijom. Pokaza¢emo da je linearan i da zaista
ispunjava jednakost (8.1). Naime, za A\, u € Riyp,y2 € G je

B+ ) = Y (M1 + s, eiyes = > (Myr, e + plyn, o ei)e;)
i=1 i=1
= )‘Z@b e;)e; + MZ@% de;)e; = NByy + nBys.
=1 =1

Dakle, £ je linearan operator.

Provjerimo sada da li je ispunjena jednakost (8.1). Neka su x € E iy € G proizvoljni
vektori. Izrazi¢emo skalarne proizvode (#Zx,y) i (x,Py) u izabranoj otronormiranoj bazi i
uporediti ih. Kako je x = > (z,e€;)e;, imamo o/x =" (x,e;)/e;, 1 prema tome je

(&fx,y> = <Z<$’ ei>d6i’y> = Z<x>ei><d€ivy> = Z(w,ei><y,dei).

i=1 =1 =1
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Sa druge strane, skalarni proizvod vektora x = Y"1 (z,e;)e; 1 By = > (y, Fe;)e; je

n

<I7'%y> = Z<$76i><yadei>'

=1

U jedinstvenost operatora % mozemo se lako uvjeriti na sledeé¢i nacin. Pretpostavimo da
za € vazi (8.1). Tada imamo (Zx,y) = (v, By) = (¢, €y), * € E, y € G. Prema tome je
(x, By — €y) =0 zasve x € E. Dakle, By — €y — 0, y € G, odnosno £ = €. O

Definicija 8.1.2. Za operator &/* € L(G — FE) kazemo da je konjugovan operatoru o/ €
L(E — G) ako vazi
(Ax,y) = (x,d"y), xze€kE yedq.

Iz prethodne teoreme slijedi da svaki linearni operator ima jedinstven konjugovani operator.
U narednim tvrdenjima navodimo osnovna svojstva konjugacije.

Lema 8.1.3. Za o/ € L(E — G) vaZi
() =
Dokaz. Zasve r € F'iy € G imamo
(5, y) = (3, 7y) = "y, 3) = (g, (°)5) = (")2,),
prema tome mora biti (&/*)*r = x, x € E. ]
Lema 8.1.4. Za linearne operatore &/ € L(E — G) i B € L(E — G) vaZi
(el + pAB) = ad™ + p#*, «, B eR.
Dokaz. 7ax € FEiye G je
((ad + pB)a,y) = ol dw,y) + B(Bx,y) = alz, 7"y) + B(x, B'y) = (x, (™ + BA")y).

Dakle, avo?*+ B %* je konjugova operator za aa/ +u28. Kako je konjugovan operator jedinstven,
mora biti (oo + uAB)* = add* + u#*. O

Lema 8.1.5. Neka su E, G i H euklidski prostori. Za o/ € L(E — G) i B € LG — H) je
(BA ) = A B
Dokaz. Za proizvoljne vektore z € iy € H je
(o B)x,y) = (o (B),y) = (B, o) = (3, B (")) = (x, (B )y).
Zbog jedinstvenosti konjugovanog operatora, imamo (A« )* = o/ * %B*. O

Lema 8.1.6. Ako je & € L(E — E) reqularan operator, tada je </* takode regularan i pri
tome je

(%*)—1 — (%—1)*.
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Dokaz. Kako je & o7/ ' = o/ '/ = .7, imamo (& ' )'ot* = o/* (/) = I = 7. O
Teorema 8.1.7. Za svaki operator o7 € L(E — G) vaZi
E=KereZ & Ima* i G=Kera™ & Ime.
Dakle, na osnovu ove teoreme imamo Kero/* = Ima/* i Ima/'+ = Kerar*.

Dokaz. Pokaza¢emo prvu jednakost, a druga slijedi iz prve ako se ima u vidu (&/*)* = /. Za
proizvoljne vektore x € Kera/ i y € Im&/™ imamo &/v = 0 iy = &/*z, gdje je z € G, pa je
(x,y) = (x,o*z) = (S x,z) = 0. Dakle, zaista je KeresZ | Im.o/™.

Pokazimo da je suma potprostora Ker.e/ i Im.e/* jednaka prostoru E. Ako bi ta suma bila
pravi porpostor u E tada bi postojao vektor e # 6 ortogonalan na KereZ & Im.a7*. Dakle, imali
bie L Kere/ iellma/*. Medutim sada je (e, y) = (e, o&/*y) = 0, kako ovo vazi za proizvoljna
vektor y € E, mora biti .&/e = 0, a to znaci da je e € Kera/. Slijedi e = 0, bududi da je e
ortogonalan na potprostor Kere/. Ovo je u suprotnosti sa nagom pretpostavkom e # 6. n

Teorema 8.1.8. Dva operatora u euklidskom prostoru su medusobno konjugovana, ako i samo
ako su njthove matrice u ortonormiranoj bazi medusobno transponovane.

Dokaz. Neka je o € L(E — G), {e1,€ea,...,e,} bazau E, a {f1, f2,..., fm} baza u G. Neka
su matrice operatora & € L(E — G) i &/* € L(G — E) u izabranim bazama redom

o Q2 ... Qap oy, oy ..o,
* * *
A _ QQ]_ 0422 o e Oégn 6 Ran Z A* _ 0421 @22 o e a2m e Rnxm
* * *
aOm1 Om2 ... Omn Op1 Qpo oo O
Prema tome je szfej =", @;fi, J = 1,n, paimamo a;; = (dej,fi>, i =1,m, j = 1,n. Sli¢no
je A*f; = ZJ L @;€5, 1 = 1,m. Prema tome je o, = (" f;, ;), i ,m, 7 = 1,n. Slijedi

= (A" fi,e;) = (fi, A ej) = (D ej, fi) = .

Dakle, matrice konjugovanih operatora su zaista transponovane.

Pretpostavimo sada da je A* = A", odnosno neka je a; = ay;, i = 1,m, j = I,n. Tada za
proizvoljne vektore x i y imamo x = 37 (v, ej)e;, Fx =0 (v,e;) e,y =3 " (Y, fi) fis
oy ="y, [;)/* fi 1 prema tome je

ﬂl’y szej yfz @{ejvfz sze] yfzamv
i=1 j=1 i=1 j=1
a sa druge strane
(o, y) =Y Y (2 e)(y, fi){e;, & i) = ZZ (@, e;)y, fi)ol.
=1 j=1 =1 j=1
Buduéi da je of; = ay, i =1,m, j = 1,n, imamo (z,y) = (x, o*y). ]

Posljedica 8.1.9. (i) det &/* = det < (ii) rank o = rank o/*.
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8.2 Simetri¢ni operatori
Neka je E euklidski prostor i dim F = n.

Definicija 8.2.1. Operator & € L(E — E) nazivamo simetri¢nim ako je &/ = &*, tj. ako
vazi (A x,y) = (x, dy), Vr,y € E.

Lako je pokazati da je operator &7 € L(E — F) simetri¢an, ako i samo ako je matrica oper-
atora &/ u svakoj ortonormiranoj bazi prostora E simetri¢na. Naime, ako je o/ = o/*, buduéi
da su matrice ovih operatora A i AT, redom, slijedi A = AT. Da pokaZemo obrnuto tvrdenje,
pretpostavimo da je u nekoj ortnormormiranoj bazi matrica A operatora o/ simetri¢na, tj.
A = AT, Kako druga matrica operatoru 27*, imamo &/ = &/*.

Teorema 8.2.2. Sve nule karakteristicnog polinoma simetricnog operatora su realne.

Dokaz. Pretpostavimo da je A = a =+ if nula karakteristi¢nog polinom simetri¢nog linearnog
operatora /. Tada A ima invarijantni potprostor ¢ija je dimenzija 2 i koji je generaisan
sistemom vektora {x,y}, pri femu je /v = ax — Py i 'y = fx + ay. Ako se ove jednakosti
zamjene u (Az,y) = (z, Ay), nalazimo a(x,y)—Bly|> = B|z|*+a(x,y), paimamo B(|z[*+]|y|*) =
0. Sada je jasno da mora biti § = 0. Dakle, A = a € R. O

Teorema 8.2.3. Operator of € L(E — E) je simetrican ako i samo ako postoji ortonormirana
baza prostora E od njegovih svojstvenih vektora.

Dokaz. Neka je A1 svojstvena vrijednost operatora </ i neka je ey, |e;] = 1 odgovarajuéi
svojstveni vektor, tj. neka je @/e; = M\e;. Neka je E; = ef ortogonalna dopuna vektora e;
do prostora E. Pokazimo da je potprostor F; invarijantni potprostor za operator 7. Zaista,
zbog simetri¢nosti operatora &7, za x € Fy imamo (&, e1) = (x, o e1) = A {x,e;) = 0, odakle
mozemo zakljuciti da @7z € Fy. Zato mozemo razmotriti suzenje «/; = o/|p,. Operator &7 je
takode simetrican. Prema induktivnoj pretostavci postoji ortonormirana baza {es, e3,...e,} u
E koja se sastoji od svojstvenih vektora operatora 7. Jasno je da su to svojstveni vektori i
za o/ . Dakle, {e1,es,...€,} je ortonormirana baza u E u kojoj su svojstveni vektori za .
Da pokazemo obrnuto, pretpostavimo da postoji ortonormirana baza {ej,es,...,e,} od
svojstvenih vektora operatora .7, odnosno, neka je </e; = \ie;, i € R, i = 1,n. U ovoj
ortonormiranoj bazi matrica operatora A je dijagonalna. Prema tome je A = AT a to znaci da
imamo &/ = /", m

Za operator & € L(E — F) kazemo da je kososimetrican ako je &/ = —&/*. Jedini
operator koji je i simetrican i kososimetri¢an je nula-operator ¢. Naime, ako je .o/ simetri¢an
i kososimetric¢an, tada je &/*xr = &/x = —o/*x, x € E, odakle imamo &/*r =0, v € F.

Neposredno se moze provjeriti da je linearna kombinacija simetriénih (kososimetri¢nih) op-
eratora takode simetri¢an (kososimetri¢an) operator.

Teorema 8.2.4. Svaki operator se mozZe na jedinstven nacin predstaviti kao zbir simetricnog i
kososimetricnog operatora.
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Dokaz. PokaZimo prvo mogucénost reprezentacije. Neka je &/ € L(E — FE) proizvoljan op-
erator, B = (o + #*) 1€ = 3(o/ — /). Lako se pokazuje da je Z simetrifan, a ¢
kososimetri¢an operator. Pri tome je o = B+ €.

Pokazimo sada jedinstvenost razlaganja. Neka je &f = %, + 61, gdje je %, simetrican, a
%1 kososimetri¢an operator, tada je B — %, = 61 — €. Kako je B — %, simetrican, a 6, — €
kososimetri¢an, mora biti & — B, = 0. Dakle, B = %, a to povlati € = €. n

Napomenimo da matricu A € R™" nazivamo kososimetri¢nom ako vazi AT = —A.

Posljedica 8.2.5. Svaka matrica nad poljem realnih brojeva se na jedinstven nacin moZze pred-
staviti kao zbir simetricne 1 kososimetricne matrice.

8.3 Ortogonalni operatori
Neka je E euklidski prostor i dim F = n.
Definicija 8.3.1. Operator & € L(E — E) nazivamo ortogonalnim ako je #*& = 7.

Istaknimo nekoliko primjedbi:
(i) Ortogonalni operator & € L(E — E) je regularan, buduéi da iz jednakosti 2* % = &
proizilazi da je njegova slika jednaka prostoru E.
(ii) Ako je 227! € L(E — E) inverzan operator za 2, tada je

PP =PP*I = PP PP ' =PIP =7,

Dakle, mozemo zakljuc¢iti da je linearni operator & na F ortogonalan ako i samo ako je reg-
ularan i ako je &2* = 22~!. Drugim rije¢ima, linearni operator & je ortogonalan ako i samo
ako vazi

PP =P =7,

(iii) KaZemo da je matrica A € R"*" ortogonalna ako je AT A = I. Neka je IT matrica operatora
2 u proizvoljnoj ortonormiranoj bazi prostora E. Buduéi da je II7 matrica konjugovanog
operatora Z* u istoj bazi, iz jednakosti ZP* = P*P = # imamo T = IIT1] = I.
Dakle, matrica ortogonalnog opertora u ortonormiranoj bazi je ortogonalna matrica. Tacno je i
obrnuto, ako je IT matrica u ortnonormiranoj bazi za &, tada buduéi da je II” matrica operatora
P* iz jednaksoti II'TI = I imamo jednakost odgovaraju¢ih operatora, tj. Z*Z = .#.

(iv) Ako je &2 ortogonalni operator, budud¢i da je det & = det &*, imamo det & = +1.
Ortogonalni operator & nazivamo svojstvenim (nesvojstvenim) ako je det & =1 (det & =
—1).

(v) Sljedeca teorema daje razne karakterizacije ortogonalnih operatora. Jedna od njih jeste da
je operator ortogonalan ako i samo ako je izometrija, odnosno ako operator ¢uva duzine vek-
tora. Koristec¢i ovu karakterizaciju, mozemo pokazati da ukoliko postoje, svojstvene vrijednosti
ortogonalnog operatora su +1. Zaista, neka je & € L(F — E) ortogonalni operator i neka je
Pr = I, A € R, x # 0. Kako je & izometerija, imamo |z| = |Pz| = |Az| = |N|z|. Zbog
|z| # 0, slijedi |\| = 1. Dakle, A = £1.
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Teorema 8.3.2. Neka je & € L(E — E). Sljedeéi iskazi su ekvivalentni:

(1) & ortogonalni operator, odnosno P P* = P*P = 7 ;

(2) & c¢uva skalarni proizvod, tj. (Px, Py) = (x,y), x,y € E;

(3) P je izometrija, tj. |Px| = |z|, v € E;

(4) &P preslikava svaki ortonormiran sistem w ortonormiran sistem;

(5) Postoji ortonormirana baza u E koju & preslikava u ortonormiranu bazu.

Dokaz. (1) = (2): Kako je Z* = .Z, imamo (Px, Py) = (v, P*Py) = (x,y).

(2) = (1): Kako je (z,2*Py) = (Px, Py) = (x,y), x,y € E, zakljuujemo da je
PP = ﬂ

(2) = (3): |Pz| = \/(Px, Px) (x,x) = |z|, x € E.

(3) = (2) Koristeci identitet

1
(u,0) = glu+ ol = LJu—of

4

Y

prvo za u = Priv= Py, apotom za e u =1z i v =y, nalazimo
1 1
(P, Py) = (| Px+ Py = 1Pz = 2yP") = 112 (@ +y)P = |P(x —y)P)

1
= 4yl =z —yP") = (x,y).

Dakle, ako &2 ¢uva duzine vektora, tada &2 takode ¢uva skalarni proizvod.

(2) = (4): Slijedi iz jednakosti (Pe;, Pe;) = (e;, ;) = bij, 1,5 = 1,n, i # j.

(4) = (3): Za x # 0, moZemo uzeti ortonormirani sistem {e;}, gdje je e; = |x|'z.

(4) = (5): Neposredno.

(5) = (2): Neka je {ej,eq,...,e,} ortonormirana baza u E takva da je sistem vektora
{Pey, Pey, ..., Pe,} takode ortonormirana baza. Za proizvoljne vektore z = > (z,¢;)e;
iy = >0 (y,e)e; imamo Px = Y (w,e;)Pe; 1 Py = Y i (y,e;)Pe;. Bududi da je
{Pey, Pey, ..., Pe,} ortonormirana baza, imamo (Px, Py) = > (v,e;){y,e;) = (z,y).

[

Razmotri¢emo u nastavku kakav oblik moze imati matrica Il ortogonalnog operatora & €
L(E — F) u ortonormiranoj bazi u E. Ako je dim F = 1, moguca su samo dva sluc¢aja. U
prvom je Pz = x, tada je Il = (1), a u drugom je Pz = —z, a tada je Il = (—1).

Dvodimenzionalan slucaj je sadrzaj naredne leme.

Lema 8.3.3. Neka je euklidski prostor E dimenzije 2 i neka je & € L(E — E) ortogonalan
operator.
(1) Ako je det & = 1, tada za svaku ortonormiranu baza u E postoji p € [0,27) tako da matrica

IT operatora & ima formu
H:( co_sp sinp)‘
—sinp cosp

(11) Ako je det P = —1, tada postoji ortonormirana baza u kojoj matrica I1 operatora & ima

oblik
1 0 . -1 0
H_(O—l) il H_(O 1).
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J

bazi prostora E. Kako je II ortogonalna matrica, imamo

(0 -0 -0

Sa druge strane, kako je det II = 1, imamo ad — Sy =11

(55) maan (2 2) (5 0)

Dakle, mora biti « = i § = —v. Prema tome, matica II ima formu II = ( @ g ) Ako se

Dokaz. (i) Neka je det & = 11 neka je Il = ( 3 b ) matrica operatora & u ortonormiranoj

—f
ima u vidu da je ad — By = 1, slijedi o + 32 = 1. Postoji jedinstveni broj p € [0, 27) takav da
. B Coa . . cosp sinp
jea=cospifS=sinp, pajell = _sinp cosp )

(i) Pretpostavimo sada da je det &2 = —1 i neka je Il = g matrica operatora &
u nekoj ortonormiranoj bazi prostora F. Kako je detIl = —1, tj. ad — S = —1, imamo
-1
(35) e (5 07)-(5 4)
v 0 —v @ v~
. . . . . . . a f . .
Proizilazi da je « = —6 i § = ~, tj. naSa matrica imala oblik ( 3 —a ) Kako je matrica

IT simetri¢na, operator & je simetri¢an (pored toga $to je ortogonalan) i prema tome postoji
ortonormirana baza od svojstvenih vektora. Kako svojstvene vrijednosti mogu biti £1 i kako

je detIl = —1, slijedi da postoji ortonormirana baza {e;,es} u kojoj matrica II ima oblik
1 . —1 . o . ..

IT = ( 0 _01 ) ii IT = < 0 (1) > Jasno je da u ovom slucaju imamo dva invarijantna

potprostora dimenzije 1 (potprostor generisan vektorom e;, odnosno vektorom e,). O

Pri razmatranju opsteg slucaja bi¢e nam od koristi naredna pomoc¢na tvrdenja.

Lema 8.3.4. Neka je W invarijantni potprostor za ortogonalni operator & € L(E — E).
Tada su W i W invarijantni potprostori za operatore & i P*.

Dokaz. Zaista, neka je Z(W) C W. Kako je & regularan operator, zapravo imamo Z (W) =
W. Slijedi 2*(LP(W)) = 2*(W), tj. IW = 2*(W). Dakle, 2*(W) = W, odnosno W je
invarijantan i za operator &7*.

Sada ¢emo dokazati da je W+ invarijantan za &2, a prema prvom dijelu taj potprostor ée
takode biti invarijantni potprostror i za konjugovan operator. Neka je y € W+ proizvoljan
vektor. Imamo Py € W=, Neka je x € W proizvoljno, tada je (Py,z) = (y, P*x) =
(y, 2 12) = 0. Odavde iz proizvoljnosti x € W slijedi da Py € W+, O

Lema 8.3.5. Neka je &2 € L(E — E) ortogonalni operator. Tada postoji ortogonalno razla-
ganje E =W, & Wy @ --- & W,,, tako da je W; invarijantni potprostor za & i dimW; < 2 za
sve i =1,m.
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Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po dimenziji n prostora F.

Ako je n < 2, naSe tvrdenje je trivijalno.

Pretpostavimo da je tvrdene tacno za ortogonalne operatore na euklidskim prostorima c¢ija
je dimenzija < n. U prostoru E postoji invarijantni potprostor W; operatora & dimenzije
1ili 2. Saglasno prethodnoj lemi, W, i Wit su invarijantni potprostori za &2 i &*. Neka
je E = W, @ Ey, gdje je By = Wi ortogonalna dopuna za Wi. Pri tome je dim E; < n.
Razmotrimo suzenje operatora & na Fi, neka je & = P|g,. Operator &, je ortogonalni
operator na F; (buduéi da kao i & ¢uva skalarni proizvod). Prema induktivnoj pretpostavci
postoji razlaganje za E; u formi Wo®- - -®W,,,, pri ¢emu su W;, dim W; < 2,4 = 2, m invarijantni
potprostori za &;. Jasno je da su potrpostori W;, i = 1, m invarijantni i za &. Prema tome,
trazeno ortogonalno razlaganje prostora F je E=W, & =W, Wy D --- S W,,. ]

Teorema 8.3.6. Neka je & € L(E — E) ortogonalan operator. Postoji ortonormirana baza
prostora E u kojoj matrica operatora &2 ima oblik

1

-1
cosp; —sinpy
sinp;  c€os p;
cos py  — sin po
sin py  €OS P

cos pr, — Sin p,
sin p,  COS pi

gdje je p; €10,27), i = 1,k (ako je k = 0 tada smatramo da odgovarajuéi blokovi formata 2 ne
postoje).

Dokaz. Prema prethodnoj lemi postoji ortogonalno razlaganje £ =W, Wy & --- & W, tako
da je W; invarijantan potprostor za & i dimW; < 2, j = 1,m. Pretpostavimo dodatno da
je razlaganje takvo da suZeni operator &|y, nema invarijantne potprostore dimenzije 1, ako
je dim(W;) = 2. U svakom potprostoru W; odaberimo ortonormiranu bazu. Pretpostavimo
da je razbijanje numerisano tako da prvih prostora s = p+ ¢, p > 0, ¢ > 0 dimenzije 1, a
prostori Wy 1, Wyia,... W, su dimenzije 2. Odaberimo vektore ¢;, 1 <i < s tako da je |e;| = 1
ie; € W;. Jasno je da su e; svojstveni vektori operatora i da je Pe; = +e;. Ne umanjujuéi

op$tost, pretpostavimo da je mumeracija takva da je Pe; = ¢, 1 < i < pi Pe; = —e,,
p+1 <4 < s Neka je {e},e? ortonormirana baza prostora W;, s +1 < 7 < m. Imajuci

u vidu prethodne leme, i kako & nema invarijantih potprostora dimenzije 1, matrica suzenog

. cosp; sinp;

operatora 2|y, je Il(e}, e?) = > P
J 37 —sinp; cosp;

¢ine vektori e;, i = 1, s, ejl-, ejl, j = s+ 1,m matrica operatora & ima oblik koji je naveden u
teoremi. O

, j = s+ 1,m. U ortonormiranoj bazi koju
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Definicija 8.3.7. Prostom refleksijom euklidskog prostora naziva se ortogonalno preslikavanje
¢ija matrica u nekoj ortonormiranoj bazi ima formu

1

1

Prostom rotacijom euklidskog prostora naziva se ortogonalno preslikavanje ¢ija je matrica
u ortonormiranoj bazi

cosp —sinp
sinp cosp

@)

1

Posljedica 8.3.8. Ortogonalan operator na euklidskom prostoru je kompozicija konacnog broja
prostih refleksija i prostih rotacija. Ortogonalan operator je svojstven (nesvojstven) ako i samo
ako je poizvod parnog (neparnog) broja refleksija.

Posljedica 8.3.9. U dvodimenzionalnom euklidskom prostoru ortogonalan operator je jedno od
sljedecih preslikavanja:

(i) identitet (svojstveno preslikavanje);

(i) rotacija (svojstveno preslikavanje);

(111) refleksija u odnosu na pravu (nesvojstveno preslikavange).
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Glava 9

Kvadratne forme u euklidskom prostoru

9.1 Kvadratne forme i metod Lagranza

Neka je E euklidski prostor i dim £ = n.

Definicija 9.1.1. Kvadratnom formom u euklidskom prostoru E nazivamo funkciju A : £ — R
koju je moguce predstaviti u formi

Alx) =(dx,x), x€E,
gdje je o € L(E — E) simetri¢an operator.

Pokazimo da postoji jedinstven simetrican operator koji odgovara formi A. Zaista, ako
pretpostaimo da je (#x,x) = (PBx,x), Yo € E, pri ¢emu su &/ i A simetri¢ni operatori,
tada imamo (Fx,z) = 0, gdje je € = o/ — AB. Opertor € je takode simetrican. Postoji
ortonormirana baza {ej,es,...,e,} u E od svojstvenih vrijednosti operatora 4. Neka je \;
svojstvena vrijednost koja odgovara vektoru e;, tj. neka je €e; = A\e;, i = 1,n. Sada imamo
Ai = (Nieg, ;) = (€ei,e;) = 0. Dakle, sve svojstvene vrijednosti operatora € imaju vrijednost
0. Ovo znaci da je % nula-operator, pa imamo &/ = 4.

Ako su u euklidskom prosotru ima u vidu odredena ortonormirana baza, tada mozemo reci
da postoji uzajamno-jednoznacna korespodencija izmedu kvadratnih formi i simetri¢nih matrica
formata n x n. Zbog ovoga ¢emo ponekad poistovjec¢ivati kvadratnu formu sa odgovarajuc¢om
matricom, a imajuéi u vidu odredenu ortonormiranu bazu.

Primjer 9.1.2. Neka se u prostoru R? ima u vidu standardni skalarni proizvod i standardna

1 0 0
ortonormirana bazae; = | 0 |,es=1 1 |,e3=| 0 |. Tada je
0 0 1

2 2
.A(f) =X — T1x3 — 3.1)21’3 + 237, X = T1€1 + Toea + T3€3

kvadratna forma u R3.
Zaista, neka je &/ simetrican operator kome u ortonormiranoj bazi {ei, ey, 3} odgovara
matrica
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Tada je
T — 33
dr = —%ZL'g e R3,
—311 — Sxy + 13
pa imamo
5 1 3 1 3 9 9 9
Alx) = (A x,x) =11° — 5T1%3 = 5Tal3 — ST1T3 — STl + x3° = 11° — 11213 — 3x973 + T3”.

Kako smo ranije ustanovili, postoji ortonomrirana baza u prostoru E koja je sastavljena od
svojstvenih vektora simetri¢nog opertora o € L(F — E). Prema tome, u toj ortonormiranoj
bazi matrica A operatora ./ ima sljedeéi oblik

A0 .00

0 X ... 0
A(e): . . . . )

0 0 ... A\,

gdje su \;, i = 1,n svojstvene vrijednosti operatora 7. Dakle, imamo narednu teoremu.

Teorema 9.1.3 (Lagranz). Neka je of € L(E — E) simetricni operator i neka je A(x) =
(x,x) odgovarajuca kvadratna forma u euklidskom prostoru E. Postoji ortnormirna baza u
E tako da kvadratna forma A ima oblik sume kvadrata, tj.

Alr) = (z,z) =Y Na}, z€E,
=1

gdje je x; = (x, e;).

Putem narednih karakteristi¢nih primjera kvadratnih formi u euklidskom prostoru R3 i R?,
predstavicemo algoritam svodenja kvadratne forme na sumu kvadrata. Algoritam se naziva
metodom Lagranza.

Primjer 9.1.4. Neka je na R® zadata kvadratna forma A(z) = x,? — z123 — 3w023 + 232
Najprije grupisimo sve sabirke koji sadrze promjenljivu xy

A(x) = (27 — z123) — 3w9w3 + 73,

zatim dodajmo i oduzmimo neophodne sabirke, kako bismo izraz u zagradi dopunili do potpunog
kvadrata
1 1 1

3
A(z) = (2% — zy23 + ZI?’Q) — 11332 — 32923 + 137 = (11 — §x3)2 — 3x9x3 + Zx%

Dalje uvodimo linearnu zamjenu promjenljivih & = x; — %[Eg i dopunimo ostale sabirke do
potpunog kvadrata:

3 3
A =& + (—3zow3 + ng +322) — 322 = €2 4+ (v/3ay — \/T_x?’)Z 342,
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Sada uvodimo smjene & = V3zy — %gxg i&3=uws.
Dakle, koriste¢i ukazane zamjene promjenljivih, kvadratnu formu A smo sveli na sumu
kvadrata

A= +& 36
Primjer 9.1.5. Razmotrimo sljede¢u kvadratnu formu na prostoru R*

A(r) = 327 — 2109 + 425 — 2124 — D014 + 35 — 1.
Kaoiu prethodnom primjeru, najprije grupiSimo sve sabirke koji sadrze x1, a zatim ih dopunimo
neophodnim sabircima do potpunog kvadrata

A(r) = (322 — 2129 — 2124) + 423 — D914 + 325 — 27
1 1 1 1 1
= (32} — 2129 — 1174 + — B T+ 12x4 + 6x2x4) Ex% — Exi — %% + 43

2 2
— ToTy + 35 — T}

(\/-xlf V3 o, AT, T 13 ,

— — T2 — ?$4) + EZEQ — 6332554 + 355% — EQE4
1 1 47 14 49 49 13
= (V3(z1 — g2~ 6$4))2 + ﬁ(fﬁz ettt oo 3) — EZ‘Z + 323 — Ewi
1 1 47 7 31
= 3(1’1 — 6332 — 6£K4)2 + E(xz — —,4_7.1'4)2 + 31’3 — EIL'LL.
Uvodenjem smjena
1 1 7
1=z — 6562 - 6$4; §o =13 — \/—4—7564; §3 =35 &=y
dobijamo
47 31
A() =367 + ESQ +3¢6; — gfi-
Dakle, kvadratna forma je svedena na sumu kvadrata sa dijagonalnom matricom
30 0 0
042 0 0
_ 12
A= 0 0 3 0
31
0 0 0 —%
Primjer 9.1.6.
A(z) = 2129 — 2013 — 75 + 423
2 Lo, 1, 1 Lo, 1, 2
= —(x5 — 2172 + Tox3 + FicRavir i §$1£E3) + 74 + 7%~ 513 + 4dx3
1 1 1 1 17
= —(ZL’Q — 51‘1 + §$3>2 + Zx% — §I1I3 —+ Zl’g

= —ff + = (a:f — 27173 + x3) + 4953

=&+ (5701 — 23)° 4 43
- _51 "‘52 +4€3-
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Primjer 9.1.7. Razmotrimo sada kvadratnu formu na R3 zadatu na sledeé¢i naéin
A(r) = =223 + 20923, = € R3.

Ovdje se srijecemo sa situacijom kada nema nijednog kvadratnog ¢lana, pa je nemoguce formi-
rati potpun kvadrat. U ovoj situaciji ¢emo najprije uvesti smjenu x; = x3 + t kako bismo
stvorili bar jedan kvadratni sabirak. Tada je

A(z) = — (23 + t)as + 200w3 = —twy — x5 + 22005 =

1 1
= —(a:% + 2 +tag + :c§ — 2x9x3 — ty) + ZtZ + $§ —txy

4
1 1
= —(z3 + §t —22)° + (§t —1p)* = —€12 + €37,

gdje su uvedene naredne linearne smjene

¢ +1t +1 1 1 +1
=X —U— X9 =T —Xr1 — =3 —T9o = =1 —T —T3;
1 3 9 2 3 2 1 9 3 2 9 1 2 9 3
1 1 1
ggiét—$2:§$1—$2—§l’3.

9.2 Zmnak kvadratne forme
Neka je E euklidski prostor i dim £ = n.

Definicija 9.2.1. Neka je A kvadratna forma i &/ odgovarajuc¢i simetri¢an opertator na F.
Kvadratna forma A(z) = (#x, x) je
(i) pozitivno definita ako je A(x) >0, x € E, x # 0,
(ii) negativno definitna ako je A(z) <0, xz € E, = # 0;
(iii) nenegativno definitna ako je A(x) >0, x € E.
(iv) nepozitivno definita ako je A(z) <0, z € E.
Ukoliko kvadratna forma ne ispunjava nijedan uslov (i)-(iv), tada kazemo da je promjenjivog
znaka.

Kako kvadratne forme odgovaraju simetri¢nim operatorima odnosno simetri¢nim matri-
cama (ako se ima u vidu odredena ortonormirana baza), govori¢éemo i o pozitivno (negativno,
nenegativno, nepozitivno) definitnim operatorima (matricama).

Primjer 9.2.2. (1) Neka je A(z) = z? + 423, * = x1e; + 1265 € R% Jasno je da imamo
A(x) > 0 za sve x # 0, pa je ova kvadratna forma pozitivno definitna.

(2) Kvadratna forma A(z) = 2% + 2125 + 23, T = 161 + Toe3 € R? je nenegativno definitna
kvadratna forma, ali nije pozitivno definitna.

(3) Kvadratna forma A(z) = 2% + 3129 + 23, ¥ = 7161 + T9eo € R? je promjenjivog znaka.

(4) Kvadratna forma A(z) = —32% + 32129 — 23, © = z1€1 + T9e € R? je negativno definitna.
(5) Kvadratna forma A(z) = 2?2 +2x3 — 42,23+ 5x14+ 225+ 1423, ¥ = 2161 +T269+T363+ 7464 €
R* je primjenjovog znaka.
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Iz posljednjeg primjera moZemo vidjeti da nije uvijek oc¢igledno da li kvadratna forma (ma-
trica) ima odreden znak, posebno ako je ona definisana na prostoru vec¢e dimenzije (tj. zavisi
od velikog broja promjenljivih). Zato je od koristi imati kriterijum za definitnost kvadratnith
formi. Nize ¢emo pokazati kriterijum za ispitivanje da li je kvadratna forma pozitivno definitna.

Neposredno se vidi da je kvadratna forma (&7, x), x € E pozitivno definitna ako i samo
ako su sve svojstvene vrijednosti opertora &7 pozitivne. Naime, dovoljno je uzeti u obzir
ortonormiranu bazu od svojstvenih vektora operatora </ u kojoj operator ima matricu koja je
dijagonalna i na glavnoj dijagonali su rasporedene svojstvene vrijednosti operatora 7. Kri-
terijum Silvestera koji navodimo nize govori da se o pozitivnoj definitnosti moze zakljuciti
posmatrajuéi glavne minore matrice operatora </ u bilo kojoj ortonormiranoj bazi (dakle, ne
moramo znati ortonormiranu bazu u kojoj je marica operatora dijagonalna).

Napomenimo da matrica simetri¢nog operatora ./ u (proizvoljnoj) ortonormiranoj bazi
{e1,é€3,...,e,} prostora E ima slede¢u formu

(e, e1) (Aey,es) ... (e e,)

(Hey,e1) (Aeg,es) ... (dAey e,) e
. : . : € R™.

(A ey, e1) (ey,e) ... (Hey en)

Teorema 9.2.3 (Kriterijum Silvestra). Kvadratna forma A(x) = (z,x), x € E je pozitivno
definitna ako i samo ako je A, > 0, k = 1,n, gdje je

(ey,e1) (Hep,eq) ... (e er)
A, — det (;z%e.g, er) <Me?, es) B <4a/e‘2, ex)  RFH
(sze;g,eﬁ (;zfe;g,@) <5276;€,€k>
glavni minor reda k matrice A operatora &/ u ortonormiranoj bazi {ey, e, ..., e} u E.

Proof. Pretpostavimo da je forma A pozitivno definitna. Pokazac¢emo da su tada svi glavni
minori pozitivni. Neka je Ejy = Lin{ey, ea,...,er}. Neka je o7 suzeni operator o/ |g, . Bududi
da je A pozitivno definittna kvadratne forma i na Ej, sve svojstvene vrijednosti za 7, su
pozitivne. Ovo znaci da je Ay > 0.

Ukoliko kvadratna forma nije A nije pozitivno definitna, tada postoji prvi potprostor Ej
na kome je narusena pozitivna definitnost, odnostno postoji prvi £y na kome suZeni operator
), ima tacno jednu nepozitivnu sopstvenu vrijednost, dok su ostale pozitivne. Tada imamo

Sli¢no prethodnom dokazu pokazuje se i naredna

Teorema 9.2.4. Kvadratna forma A(x) = (Ax,x), v € E je nenegativno definitna ako i samo
ako A, >0, k=1,n.

Posljedica 9.2.5. Kvadratna forma (<7 x,x) je negativno definitna ako i samo ako je Ap_1Af <
0, k=1,n, pri cemu je Ay = 1.
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Dokaz. Kvadratna forma (</z, x) je negativno definitna ako i samo ako je (—/x, z) pozitivno
definitna. Lako je uociti da su minori matirce —A parnog reda jednak minoru matrice A istog
reda, dok minori neparnog reda imaju suprotan znak. Odavde slijedi da imamo A; < 0, Ay > 0,

A3 <0, Ay > 0, itd. Ovo je ekvivalentno sa A,_1AL <0, k=1, n. O
Iz prethodnog izlaganja moZe se primjetiti da je Ap = MXa--- A\, gdje su N, @ = 1,n
svojstvene vrijednosti operatora. Prema tome je A\, = Aﬁ: (ponovimo da je Ay = 1).

Kao posljedicu imamo metod Jakobi, jos jedan metod koji se primjenjue za svodenju matrice
kvadratne forme na dijagonalni oblik.

Posljedica 9.2.6 (Metod Jakobi). Neka su svi glavni minori matrice A razliciti od nule, tj.
A, # 0, k = 1,n. Tada u prostoru E postoji (ortonormirna) baza takva da se odgovarajuca
kvadratna forma svodi na sumu kvadrata s dijagonalnom matricom koja ima oblik

Ay

20 ... 0
0 g_f .0
0 0 Aﬁﬁl

pri cemu je Ag = 1.

Primjer 9.2.7. Provjerimo da li je kvadratna forma A(x) = 2? — zy25 + 31173 + 3735 + 23
pozitivno definitna.
Matrica ove kvadratne forme je:

1 3
Lo=3 3
2 3 0],
5 0 1
pa je lako izra¢unati njene glavne minore: Ay =1 > 0, Ay = % i Ay = —4 < 0. Posto je glavni

minor reda 3 manji od nule, prema kriterijumu Silvestra imamo da ova forma nije pozitivno
definitna.

Primjer 9.2.8. Razmotrimo kvadratnu formu A(z) = —3x? — 4129 — 21103+ 21573 — 205 — 52
Njena matrica je

-3 -2 -1

2 9 1],

-1 1 =5
pa su glavni minori Ay = =3 <0, Ay, =2 >01i A3 = —1 < 0. Saglasno prethodnoj teoremi,

ova kvadratna forma je negativno definitna.

Primjer 9.2.9. Neka je zadata kvadratna forma

A1) = 2129 — 325 — 41173 — Tox3 + 203 + 27

Matrica ove forme je

N[ = p—t
|

w
|

N[

1
—2 -1 2
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pa su glavni minori Ag =1, Ay =1, Ay = =18 A3 = %. Saglasno teoremi Jakobi kanonski

4
oblik forme je
1 13
A€) =& — gfg - %5}?,

a njena matrica je

1 0 0
0 -2 0
0o o0 -1

25

9.3 Indeks i rang kvadratne forme

Definicija 9.3.1. Kvadratna forma A(z) = («/x,z), * € FE ima normalni oblik u bazi
{f1, f2,- .., [n} prostora E ako je

Alg) =(dwa) =G +&++& - & — - — &

gdje je x = > " | & fi. Odnosno ako je matrica kvadratne forme dijagonalna matrica oblika

1
O
1
—1
A(f) =

—1

O 0

0
Dakle, matrica A(f) sadrzi ¢ jedinica na dijagonali, s jedinica sa znakom "-" i n — ¢ — s nula.

Teorema 9.3.2 (Zakon inercije). Postoji (ortogonalna) baza u kojoj kvadratna forma A(x) =
(Ax,z), v € E ima normalni oblik. Ako su e i f baze u euklidskom prostoru E, u kojima
kvadratna forma A ima normalan oblik, tada je A(e) = A(f).

Dokaz. Kako nam je ve¢ poznato postoji ortonormirana baza {ej,es,...,e,} u kojoj je ma-
trica operatora dijagonalna. Baza se moze odabrati tako da su prvih ¢ svojstvenih vrijednosti
pozitvni brojevi, potom narednih s su nagativne svojstvene vrijednosti, i na kraju su vektori
koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti 0. U ovoj bazi kvadratna forma imam oblik Y1 | Az
Neka je fi = Ve, i =1,q, fi = —v/—-Nei, i =q+1,q+si f; =e; ako jei > q+s. U bazi

{f1, f2, -, fu} kvadratna forma ima normalan oblik. Nova baza je ortogonalana.
Neka je
(ANE.O =G+ &+ +& =& — =&
i
(Ale)v,v) = 1/12+1/22+---+V§—1/§+1 —-~-—V,§+T.
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Treba dokazati da je p = ¢ i s = r. Jednakost p +r = ¢ + s slijedi iz toga $to rang matrice
A ne zavisi od izbora baze, pa je rankA(f) = rankA(e). Preostaje nam dokazati da je p = q.
Pretpostavimo suprotno da je p > ¢. Razmotrimo dva potprostora

W, = Lin{ey, es,...,e,}, Wy =Lin{f,11, fyro, -\ fals

¢ije su dimenvzije p i n — q, respektivno. Iz pretpostavke n — g+ p > n, slijedi da postoji ne-nula
vektor zop € W, NWy. Ovo znaci da se vektor zy moZe predstaviti kao linearna kombinacija sis-
tema vektora {ej, ..., ey}, a takode i kako linearna kombinacija sistema vektora { f,1,..., fn},

pa je
o= &1+ - +€p€p = Vq+1fq+1 + - U fa.

Sada imamo
(Azo, mo) = (A(Grer + -+ &ep), Sre1 + -+ 66y =G +E + -+ >0
i
(Azo, w0) = (AWgs1for1 + -+ vnfn), Vgrr farr + -+ vnfn) = _V3+1 - V3+2 - Vq2+s < 0.

Dobijene kontradiktorne nejednakosti pokazuju da je slu¢aj p > ¢ nemogu¢. Nemogucénost
nejednakosti p > ¢ se dokazuje na isti nac¢in. Dakle, imamo p = q. O

Napomena 9.3.3. [z dokazane teoreme slijedi da je broj pozitivnih, negativnih i nenultih
sabiraka pri svodenju kvadratne forme na sumu kvadrata uvijek isti.

Definicija 9.3.4. Rangom kvadratne forme se naziva broj nenultih sabiraka u njenom normal-
nom obliku. Indeks kvadratne forme je broj negativnih sabiraka u njenom normalnom obliku.

Posljedica 9.3.5. Rang i indeks kvadratne forme su invarijantni u odnosu na promjenu baze.
Rang i indeks kvadratne forme jednoznacno odreduju njen normalni oblik, baza u kojoj forma
ima normalni oblik nije jednoznacéno odredena.

Napomena 9.3.6. Indeks kvadratne forme je maksimalna dimenzija potprostora na kome je
ta forma negativno definitna. Indeks kvadratne forme A(x) = (Ax,x) se oznacava sa indA ili
indA.

Jasno je da je indeks kvadratne forme jednak broju negativnih svojstvenih vrijednosti
simetri¢nog operatora koji reprezentuje tu kvadratnu formu. Takode je jasno da ako je kvadratna
forma nenegativno definitna da je njen indeks 0, a ako je negativno definitna, tada je njen indeks
jednak dimenziji prostora. Ukoliko kvadratna forma A mijenja znak, tada je 0 < indA < n.

Primjer 9.3.7. Indeks kvadratne forme A(z) = 2% + z175 — 3 u prostoru R? je jednak 1, jer

je ona negativno definitna na jednodimenzionalnom potprostoru svih vektora oblika . )
2

Primjer 9.3.8. Nacicemo indeks kvadratne forme
(Az, ) = 27 — 2129 — 25 — 375 + Tox4 — DT
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Matrica ove forme je sljedeca:

1 -2 0 0
- -1 0 1
0 0 -3 0
0 L 0 -5
Glavni minori su Ay =1, Ay = =2, Ay = L2 Ay = —18 razli¢iti od nule. Dakle, kvadratnu

A 4 Ay _ _ 1 Az _
A T A, T T 5 Az T

formu mozemo svesti na sumu kvadrata primjenom metoda Jakobi. Elementi na dijagonali su
Do — 1 AL 4 Ao —3 AT = —%. Posto imamo tri negativna koeficijenta, to je indeks
4

forme 3.
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Glava 10

Linearni operatori u unitarnom prostoru

U ovoj glavi uvodimo pojam unitarnog prostora i razmatramo vazne klase linearnih operatora
na unitarnim prostorima, klase normalnih, unitarnih i ermitskih operatora.

10.1 Unitarni prostori

Definicija 10.1.1. Kazemo da je vektorski prostor V' nad poljem C unitarni prostor ako je u
njemu definisan skalarni (unitarni) proizvod (-,-) : V' x V' — C koji isunjava naredne aksiome:
(i) <a:,y> = (y,x), Va,y € V;

(i) (x + vy, z) = (x, 2) + (y, 2), Va,y,2 € V;

(iii) (azx,y) = alz,y), Ya € C, Va,y € V;

(iv) (x,x) >0, Vo € V, pri ¢emu je (z,z) = 0 samo ako je z = 0.

U svakom kompleksnom vekorskom prostoru moze se uvesti skalarni proizvod. Naime, neka
je dimV = n i neka je {vy,vq,...,v,} proizvoljna baza prostora V. Za x = Y . v i

y =1, yiv;, definisimo
=1

Sva svojstva (i)-(iv) mogu se neposredno provjeriti i ispustamo dokaz.

Sada ¢emo navesti najbitnija svojstva unitarnih prostora, ali dokaze isustamo zbog sli¢nosti
sa euklidskim slucajem. Vecina svojstava i tvrdenja koja vaze za euklidski prostor, mogu se
primijeniti i na unitarni prostor. Naves¢emo i nekoliko osnovnih razlika.

(I) U unitarnom prostoru V' vazi (z,ay) = @(z,y), v,y € V, a € C. Zaista, imamo

(z,ay) = (ay, ) = a(y, x) = a(z,y).

(IT) U unitarnim prostorima takode vazi nejednakost Kosi-Bunjakovskog, ali ovdje ¢emo navesti
nesto drukdiji dokaz. Dakle, vazi

(2, y))? < (z,2)(y,y), x,y€V,

pri ¢emu jednakost ima mjesta samo ako su vektori x i y linearno zavisni.
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Ako su z i y linearno zavisni, tada se lako provjerava da tada imamo jednakost u gonjnjoj
nejednakosti. Pretpostavimo zato da su x i y linearno nezavisni. Pokaza¢emo strogu nejed-
nakost. Za sve t € C imamo (tx — y,tx — y) > 0. Ova nejednakost moze se napisati u formi
(tx —y,te —y) = tt{z,x) — t{x,y) — t{y, ) + (y,y) > 0, odnosno
(z,

[t1*(z, ) — 2Re(t(z,y)) + (v, y) > 0.
U zadnjoj nejednakosti mozemo postaviti ¢ = gzi Kako je [t|*(x,z) = |<<$x’ym>>‘2 i kako je

t{x,y) = |<< >> realan broj, prethodna nejedakost postaje

2
(=)
(z,z)
koja se sada neposredno transformise do nejednakosti Kosi-Bunjakovskog.

(IIT) Nejednakost Kosi-Bunjakovskog dozvoljava da se definige duzina vektora |z| = /(x, x),
x € V u unitarnom prostoru V' i da se pokaze nejednakosti trougla (nejednakost Minkovskog)

+ (y,y) > 0,

lz+y| <l|z[+ 1y, zyeV.

(IV) U unitarnom prostoru ne postoji sadrzajan pojam ugla izmedu dva vektora, medutim
ortogonalnost ima smisla i definige se na isti nacin kao u euklidskom sluc¢aju: vektori x i y u
unitarnom prostoru su ortogonalni ako je (x,y) = 0. Takode se moZe uvesti pojam ortogonalne
dopune skupa.

(V) Ortogonalni i ortonormirani sistem vekotra se defini§u na gotovo isti nacin kao u euklidskom
slu¢aju. Svaki unitarni prostor ima ortonormiranu bazu. Medutim, ako je {ej,eq,...,e,}
ortonormirana baza unitarnog prostora V', za vektore z,y € V imamo

n n

r = Z<$7€i>€i’ <ZE,y> = Z<x7ei>ma |CL’|2 = <I7x> = Z |<$’6i>|2

=1 =1

(VI) U unitarnom prostoru vazi sljedeéi identitet:
1 2 2 | 2 12
(w,y) = 7z +yl =z —yP +ilz +ayl” —ile —ay["), @,yeV.

(VII) Neka su V' i W unitarni prostori, dimV =n i dim W = m. Neka su e = {ey, e,...,€,} 1
= {f1, f2,..., fm} ortonormirane baze u prostorima V' i W, respektivno, i A(e, f) = (a;;) €
(CmX”, i = 1,m, j = 1,n matrica operaora &/ € L(V — W) u bazama e i f. Tada se lako
pokazuje da je
=(Aej fi) i=T,m,j=T1n,

(VIII) Neka je {v1, v, ..., vy} sistem vektora u unitarnom prostoru V. Matrica Grama I'(v) =
(aij) € C™™ a;; = (v;,v;) i = 1,m, j = 1,m nije simetri¢na, ve¢ imamo a;; = ay; i = 1, m,
j = 1, m. Matrica koja ispunjava prethodni uslov naziva se ermitskom i taj pojam ¢emo sresti
kasnije.

(IX) Pojam konjugovanih operatora izmedu unitarnih prostora V' i W uvodi se na sli¢an nacin
kao u euklidskim prostorima i sli¢no se pokazuje se naredna
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Teorema 10.1.2. Za o/ € L(V — W) postoji jedinstven operator o/* € LW — V') konjugo-
van operatoru <7, odnosno tako da vazi

(Arx,y) = (x,d"y), xeV,yeW. (10.1)

Osnovna svojstva konjugacije su sljedec¢a (i ovdje propustamo dokaze uz napomenu da su
oni sli¢éni odgovarajué¢im dokazima u euklidskom slu¢aju):
() (") =, o € LIV = W),
(b) (o + nB)* =ad*+nu#h*, o € LIV —->W), Be LV —W);
(c) (BA) =B, o € LV—->W), B e L(W—2Z),
(d) ako je o € L(V — V) regularan operator, tada je &* € L(V — V) takode regularan i pri
tome je (&%)t = (& 1)*;
(e) za operator &/ € L(V — W) i njemu konjugovan operator &/* € L(W — V) imamo
V=Kere @Ima*iW =Ker &* ®Im o7, tj. Ker /+ = Im.o&/* i Im.o/+ = Ker &7*.
(f) ako {ey,eq,...,e,} 1 {f1, f2,.-., fin} Ortonormirane baze u prostorima V' i W, respektivno,
matrice A(e, f) = (a;;) € C™" 1 A*(f,e) = (a};) € C™, i = I,m, j = 1,n operatora
€ LV - W)ia* e LW — V) su konjugovane matrice, tj. vazi aj; = @, i = 1,m,
j = 1,n. Zaista, imamo a;; = (e, f;), ai; = (" fi, e;), pa je

aj; = (A" fise;) = (ej, & fi) = (e, fi) =@, i=1,m,j=T1n.

Vazi i obrnuto: ako su matrice operatora u ortonormiranim bazam konjugovane, opertaori
su takode konjugovani (dokaz se sprovodi sli¢no odgovaraju¢em u euklidskom sluc¢aju).

10.2 Normalni operatori

Neka je V unitaran prostor i dimV = n.

Definicija 10.2.1. Operator &7 € L(V — V) se naziva normalnim ako su 7 i &/* medusobno
komutativni, tj. ako vazi &/ &* = o/*.of .

Lako je pokazati da je operator o# € L£L(V — V) normalan ako i samo ako u (proizvoljnoj)
ortonormiranoj bazi u prostoru V' matrice A i A* operatora &/ i &/* su komutativne, tj. vazi
AA* = A*A.

Lema 10.2.2. Ako su operatori o/, %8 € L(V — V) medusobno komutativni, tj. ako vazi
A B =B, tada postoji zajednicki svojstveni vektor za o/ i B.

Dokaz. Potrebno je pokazati da postoji vektor e € V i skalari A\, u € C tako da je &/e = Xe i
HBe = Le.

Kako je V' vektorski prostor nad algebarski zatvorenim poljem C, postoji svojstvena vrijed-
nost A € C za operator o/. Neka je W) = {x € V|&/x = Az} svojstveni potprostor za o koji
odgovara svojstvenoj vrijednosti A. Primjetimo da za sve x € W, imamo

A (Bx) = (A B)r = (BA )x = B(Ax)=B(\x) = \Bz.
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Dakle, Zx € W), pa mozemo zakljuciti da je W) invarijantni potprostor za %4. Prema tome,
moZemo razmotriti suzeni operator Ay, € L(W, — W,). Operator A|w, takode ima svo-
jstvenu vrijednost, tj. postoji p € Cie € Wy, tako da je #B|w,e = pe. Sada imamo HBe = pe,
a kako je e € W,, imamo i &/e = Ae. m

Teorema 10.2.3. Operator of € L(V — V') je normalan ako i samo ako u'V postoji ortonormi-
rana baza od svojstvenih vektora za <.

Dokaz. Tvrdenje ¢emo u jednom smjeru pokazati indukcijom po dimenziji n prostora V.
Ako je n = 1 iskaz teoreme je trvijalan.
Neka je n > 1 i pretpostavimo da tvrdenje vrijedi za normalne operatore na unitarnim
prostorima dimenzije n — 1. Neka je &/ normalan operator na prostoru V. Budué¢i da &7 i o/*
medusobno komutiraju, prema Lemi 10.2.2 postoji vektor e; € V' i skalari A, i tako da je

52761 = /\161 1 VQ{*el = MU1€71,

pri demu se moZe uzeti |e;| = 1. Neka je W = e ortogonalna dopunu vektora e; do itavog
prostora V. Pokazac¢emo da je W invarijantni potprostor za o7 i o/*. Zaista, za sve x € W
vazi

(Hx,e1) = (x, o e1) = (v, mer) = fy{z,e1) =0= Fz € W,
i slicno tome je

(e*x,e1) = (x,4e1) = (x, \ey) = M (z,e1) = 0= "z € W.

Prema tome mozemo razmatrati suzene operatore o7 |y 1 &/ *|y,. Suzeni operatori & |y 1 /" |w
su takode konjugovani i medusobno komutiraju. Dakle, 7|y je normalan operator na potpros-
toru W. Kako je dimW = n — 1, prema induktivnoj pretpostavci postoji ortonormirana baza
{ea,e3,...,e,} uW od svojstvenih vektora operatora 7|y . Jasno je da su to svojstveni vektori
iza /. Prema tome, ortonormirana baza {ej, e, ..., e,} prostora V, se sastoji od svojstvenih
vektora za o7

Pokazac¢emo sada tvrdenje u suprotnom smjeru. Pretpostavimo da u V postoji ortonormi-
rana baza {ej,es,...,e,} od svojstvenih Vektora za of Neka su A, A9, ..., \, odgovarajuce
svojstvene vrijednosti, tj. neka je @e; = \;e;, i = 1,n. Tada vazi

n

%*sz(%*x,eQel—ix%ez e; Z)\ x,e)e, x €V

i=1 i=1
Posebno, imamo «/*e; = \;e;, i = 1, n. Prema tome je
e = |NPe; 1 dale; = |\ifPe;.

Za proizvoljan vektor x € V' vazi

n n n

A o x = %*d(Z(w, eie;) = Z(x,ei)d*%ei = Z(x, ei) | Nil%e:

=1 =1 =1

A s =d A (ve)e) = (ve)d ol e; = (z,e)|\|e:
=1 =1 =1
Iz prethodne dvije jednakosti slijedi &7 &/* = &/* o7 . m
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Napomena 10.2.4. Iz dokaza prethodne teoreme proizilazi da postoji ortonormirana baza
u kojoj je matrica normalnog operatora ./ dijagonalna, pri tome su na glavnoj dijagonali
svojstvene vrijednosti A1, Ag, ..., A, operatora /. Matrica operatora o/ u istoj bazi je takode
dijagonalna, pri cemu su sada )\1, A2 ..., M\, na glavnoj dijagonali. Dakle, postoji ortonormirana
baza e u kojoj matrica normalnog operatora A(e) i matrica njemu konjugovanog A*(e) imaju
sljedece oblike

M0 0 A0 0

0 Ao 0 _ 0 A 0
Ale) = . i A*(e) = ,

0 0 Ao 0 0 An

10.3 Unitarni operatori
Neka je V unitarni prostor i dim V' = n.
Definicija 10.3.1. Operator € L(V — V) nazivamo unitarnim ako je Z*% = 7.

Kako i kod ortpgonalnih operatora, moze se pokazati da je operator unitaran ako i samo
ako je regularan i * = % ~', odnosno ako i samo ako vazi

UU =U"U = 7.

Dakle, svaki unitarni operator je normalan.

Matricu U € C™"™ nazivamo unitarnom ako vazi U*U = I. Matrica unitarnog operatora u
ortonormiranoj bazi prostora V' je unitarna, Sto slijedi iz ¢injenice da su matrice konjugovanih
operatora (u ortonormiranoj bazi) konjugovane. Vrijedi i obrnuto.

Teorema 10.3.2. Neka je % € L(V — V) operator na unitarnom prostoru V.. Naredni iskazi
su ekvivalentni:

(1) % je unitarni operator, tj. UU* = U U = I ;

(2) (U x, Uy) = (v.y), Yo,y € V;

(3) U je izometrija, tj. |% x| = |x|, Vo € V;

(4) % preslikava ortonormirani sistem vektora u ortonormirani sistem;

(5) U je normalni operator i sve svojstvene vrijednosti za Z imaju apsolutnu vrijednost 1.

Dokaz. (1) = (2): (W x,Uy) =z, % Uy) = (z, Iy) = (v,y), Va,y € V;
(2) = (1): Za proizvoljne vektore x,y € V vazi (% *U x,y) = (U x,%y) = (x,y), pa mora
biti @/*%x =z, Ve €V, tj. imamo Z*U = 7.

(2)= 3): |Ux| = \/{Ux,Uz)=+/(x,2) = |z|, VI € V.

(3) = (2) Neka su z,y € V proizvoljni vektori. Koristeé¢i identitet
1 2 2 | . 2 12
(u,v>zz(lu+vl — |u —v|* +iu + iv|* —ilu — iv|*),

141



10.3. UNITARNI OPERATORI GLAVA 10. LINEARNI OPERATORI

prvo za u = % x, v =%y, a potom za vektore u = x, v = y, nalazimo

1
(Ux,Uy) = Z(W/x—i—%y\z — U — Uy +i|Ux — iUy —i| U —iUy|?)
1 : : : :
= (@ +y)lP = % (= y)l” +i1% (v + iy)* =il (v — iy))

1 . . . .
= J(lz 4yl =z —yP +ile+ iy —ile —iy") = (v,9).

(2) = (4): NekaJe aje {fi, f2;.., fm} ortonormirani sistem vektora u V. Tada je (% f;, % [;) =
(fi, [} = 0ij, i = 1,m, j = 1,m (&;; je simbol Kronekera). Dakle, {% f1, % fo,..., % fm} je
takode ortonormirani sistem Vektora.

(4) = (3): Ako je z # 0, moZemo uzeti sistem od jednog vektora {c}, gdje je e = |z|™'x.
Tada je |Ze| =1, tj. |% x| = |x|.

(1) = (5): Pretpostavimo da je A\ svojstvena vrijednost operatora % i neka je e, |e] = 1
odgovarajuéi svojstveni vektor. Tada je

L= {e,e) = (U*Ue,e) = (Ue,Ue) = (\e,\e) = M\e,e) = [\

Dakle, |\ = 1.

(5) = (3): Neka je {ey,es,...,e,} ortonormirana baza u V koja se sastoji od svojstvenih
vektora normalnog operatora %, i neka je % e; = M\ies, |\i| = 1, i = 1,n. Za proizvoljan vektor
reVijex=> " (x,e)e;, paimamo

%x:ixe Ue; = Z)\ T, ;)€
i=1

Prema tome, duzina vektora % x je

U x|? = Z'A voe))? = (N e) =) |(ze)]” = |z
=1 =1

Dakle, |% x| = |x|, Vo € V, pa je % zaista izometrija prostora V. ]

Napomena 10.3.3. Iz upravo pokazanog tvrdenja slijedi da unitarni operator ima ortnormi-
ranu bazu od svojstvenih vektora. U toj bazi matrica operatora ima dijagonalni oblik, a na
dijagonali su svojstvene vrijednosti operatora, tj. kompleksni brojevi ¢ija je apsolutna vrijed-
nost 1. Imajuéi u vidu polarno predstavljanje kompleksnog broja, zaklju¢ujemo da u V' postoji
ortonormirana baza u kojoj matrica unitarnog operatora ima sljede¢i oblik

et 0 ... 0
0 2 0 -
) , ¢ €10,2m) 1,n
0 0 eion
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10.4 Ermitski operatori

Neka je V unitarni prostor i dim V' = n.

Definicija 10.4.1. Operator &7 € L(V — V) se naziva ermitskim (ili samokonjugovanim) ako
je o = o/* tj. ako vazi (A, y) = (v, dy), Vr,y € V.

Navodimo ¢injenice o ermitskim operatorima koje se neposredno pokazuju:
(i) Operator &7 € L(V — V) je ermitski ako i samo ako je matrica A u proizvoljnoj ortonormira-
noj bazi prostora V ermitska (samokonjugovana) matrica, odnosno ako je A = A*. Primjetimo
da su na dijagonali ermitske matrice realni brojevi, jer je a; = @z, i = 1, n.
(ii) Svaki ermitski operator je normalan operator.
(iii) Ako je &7 € L(V — V) ermitski operator, tada je (&z,z) € R, x € V. Naime, kako je
& = &/*, imamo

<,Q{I,Z‘> - <Z’,¢,Q7Z‘> :m‘

(iv) Realno-linearna kombinacija ermitskih operatora je takode ermitski operator, tj. ako su </
i A ermitski operatori, A\, u € R, tada je A&/ + u% ermitski operator.

Teorema 10.4.2. Sve svojstvene vrijednosti ermitskog operatora su realne. Svojstveni vek-
tori ermitskog operatora, koji odgovaraju razlicitim svojstvenim vrijednostima, su medusobno
ortogonalni.

Dokaz. Neka je /e = Xe, |e| = 1. Tada je
A=X-1=MXe,e) = {Xe,e) = (e e) = (e, ae) = (e, \e) = Me, e) = \.

Dakle, A € R.
Neka je sada o/e = Xe i & f = pf, pri ¢emu je A # pu. Tada imamo

Me, [y = QXe, [) =(Ae, f) = (e, [) = (e, uf) = Tle, ) = ple, f).
Kako je A # p, mora biti (e, f) = 0. Dakle, e L f. O]

Posljedica 10.4.3. Operator o7 € L(V — V) je ermitski ako i samo ako je normalan i sve
njegove svojstune vrijednosti su realne.

Teorema 10.4.4 (Ermitovo razlaganje operatora). Za of € L(V — V) postoje jedinstveni
ermitski operatori B 1€ € LIV — V), tako da je o = B+ i€ .

Dokaz. Neka je B = (o + %) 1€ = 5-(o — /). Lako se vidi da je B + i€ = o.
Operatori Z i € su ermitski, jer je

B = %(ﬂ+ﬂ*)* - %(wa) — B

C = (A ) = (A ) = (A ) = .
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Pokazimo sada jedinstvenost razlaganja, ali primjetimo prvo da ako su & i 1./ ermitski
operatori, tada je ./ nula-operator. Naime, kako je i/ = (i/)* = io/* = —ia/, mora biti
dr =0 VreV.

Neka je o = B+ 1€ i & = P, + 1%, pri Cemu su X i ¢ ermitski operatori. Tada je
B+iC = B, +i6), odosno B— B, = i(¢,—€). Ovo znaci dasu (61 —%) ii(6, —€) ermitski
operatori, a kako smo vidjeli, to je moguce samo ako je ¥, — € nula-operator, tj. 6, = €, pa
mora biti 1 B = 4. O

Definicija 10.4.5. Za ermitski operator & € L(V — V) kazemo da je nenegativan ako je
(Ax,x) >0, Vr € V. Za nenegativan operator o/ kazemo da je pozitivan ako je (/z,z) =0
samo ako je z = 0.

Teorema 10.4.6. Ermitski operator je nenegativan (pozitivan) ako i samo su sve njegove svo-
Jstvene vrijednosti nenegativne (pozitivne).

Dokaz. Pretpostavimo da je ermitski operator &7 nenegativan (pozitivan). Neka je A\ svo-
jstvena vrijednost, a e, |e| = 1, odgovarajuéi svojstveni vektor. Kako je

A=XA-1=Xe,e) = (He,e),

mozemo zakljuciti da ako je 7 nenegativan (pozitivan) operator, tada je A > 0 (A > 0).

Pokazimo sada obrnuto. Zbog normalnosti operatora o7 € L(V — V'), u prostoru V postoji
ortonormirana baza {ej, es,...,e,} koja se sastoji od svojstvenih vektora operatora o/. Neka
su \; odgovarajuée svojstvene vrijednosti, tj. neka je @/e; = \je;, i = 1,n. Za sve vektore
reVijer=> 7" (rv,e)e; i dw =30 (r.e)de; =" Nlw e)e. Kako su svojstvene
vrijednosti ermitskog operatora realne, imamo

n

(F,x) =Y (ze)hi(z,e) = Z A (e

i=1

Ako su sve svojstvene vrijednosti nenegativne, jasno je da imamo (&/z,z) > 0, a ako su sve
pozitivne, za x # 0 vazi (x,x) > 0. ]

Teorema 10.4.7. Pozitivan ermitski operator o7 € L(V — V) je reqularan i njegov obratni
operator o/ 1 € LIV — V) je takode pozilivan.

Dokaz. Ako je &/x =0, tada je (@/x,z) = 0, a kako je o/ pozitivan, mora biti x = 0. Dakle,
jezgro operatora &7 je trivijalno, pa je zaista rije¢ o regularnom operatoru.
Neka je y # 0. Postoji x # 6 tako da je &z = y. Kako je
(A yy) = (o7 A x, A1) = (1, ) = (S, x) >0,

to moZemo zakljuciti da je o7 ~! takode pozitivan operator. O]

Primjetimo da je nenegativna (pozitivna) linearna kominacija nenegativnih (pozitivnih)
ermitskih operatora takode nenegativan (pozitivan) ermitski operator.
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Teorema 10.4.8. Ako je operator o7 € L(V — V') nenegativan, tada postoji jedinstven neneg-
ativan operator B € L(V — V), takav da > = /. Operator B se naziva korijenom operatora
o

Oznaka: <72 ili Vo 2a korijen operatora < .

Dokaz. Neka je {ey,es,...,e,} ortonormirana baza od svojstvenih vektora operatora <7, tj.
neka je @/e; = Nieg, \; > 0, i = 1,n. Operator B € L(V — V) uvedimo na sljede¢i nacin
PBe; = /e, i = 1,n. Jasno je da je operator % ermitski, a kako je v/A; > 0, i = 1, n slijedi
da je % nenegativan. Osim toga, jasno je da vazi B? = o7, jer je B2e; = Ae;, i = 1, n.
Pokazimo sada jedinstvenost operatora %. Pretpostavimo da za nenegativan ermitski oper-
ator € vazi €° = /. Primjetimo da ako je = svojstveni vektor za € koji odgovara svojstvenoj
vrijednosti ), tada je x svojstveni vektor i za o7, ali odgovara svojstvenoj vrijednosti A\2. Ovo
znati da € i o/ imaju iste svojstvene vektore. Dakle, ortonormirana baza od svojstvenih vek-
tora za &7 je takode baza od svojstvenih vektora za %. U ovoj ortonormiranoj bazi matrice
za operatore ¥ i A su jednake, a to zna¢i da su i sami operatori jednaki. Dakle, imamo

B =%C. ]

145



10.4. ERMITSKI OPERATORI GLAVA 10. LINEARNI OPERATORI

146



Dodatak A

Klasifikacija hiperpovrsi drugog reda u
euklidskom prostoru

Hiperpovrs drugog reda u euklidskom prostoru E™ je skup tacaka x € E™ koje zadovoljavaju
sljedec¢u jednakost:
(A, x)+ (b,x) +v =0, (A1)

gdje je A simetri¢na matrica formata n x n, b € E", v € R. Dakle, prvi sabirak je kvadratna
forma, drugi linearna forma, a ~ je konstanta.

Primjedba A.0.1. Linearnom zamjenom promjenljivih i pomjeranjem koordinatnog pocetka
jednacina hiperpovr§i (A.1) se moZe svesti na jedan od sljede¢a dva oblika:

(A) MG+ +ME+7=0,r<n.
(B) )\lgf +et )\753 = 2:“’57'—0—17 r<n.

Umjesto dokaza ovog tvrdenja nize ¢emo dati nekoliko primjera postupka svodenja jednacine
hiperpovrsi. Sada razmotrimo slu¢aj (A). Jednostavnom zamjenom koeficijenata jednakost (A)
mozemo svesti na sljedeéi oblik:

A SLy...gS Sewl S o= , A2
(A) a%+ +a§ - 22 =0 (A.2)

Sada razmotrimo nekoliko sluc¢ajeva:

(Ala) Neka je rang matrice A ravan n, a indeks nula, tj. 7 = n,c = 1, p = n. Tada
jednacina (A.2) opisuje (n — 1)-dimenzionalni elipsoid.

(A1b) Neka su rang i indeks matrice A ravni n, tj. r = n,c =1, p = 0. Tada je skup
tacaka u E" koje zadovoljavaju jednacinu prazan. Reci ¢emo da je ova hiperpovr§ imaginarni
(n — 1)-dimenzionalni elipsoid.

(Alc) Neka je rang matrice A ravan n, a indeks veéi od nule i manji od n, tj. r =n, ¢ =
1, 0 < p < n. Tada jednacina (A.2) opisuje (n — 1)-dimenzionalni hiperboloid.

Sada razmotrimo sluc¢aj kada je ¢ = 0.

(AOa) Neka je r =n, ¢ =0, 0 < p < n. Ovu hiperpovr§ nazivamo (n — 1)-dimenzionalnim
konusom drugog reda.
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(AOb) Neka je r =n, ¢ =0, p = 01ili p = n. Tada samo nula zadovoljava jednac¢inu (A.2).
Reéi ¢emo da je ovo imaginarni (n — 1)-dimenzionalni konus.

Konac¢no, u sluc¢ajevima kada je r < n, re¢i ¢emo da se radi o cilindri¢ckim povrSima.

Sada razmotrimo jedna¢inu (B). Zamjenom koeficijenata, ovu jedna¢inu mozemo svesti na

oblik: ) 52 ) )
51 p+1 f
SLoy 2P =2 =28 A3
ol + a2 0412,“ a? S (A.3)

(B1) Neka je r = n — 1. Tada jednacina (A.3) opisuje (n — 1)—dimenzionalni paraboloid.

(B2) Ako je r <n — 1, tada govorimo da se radi o cilindri¢noj povrsi.

Sada ¢emo predstaviti metod svodenja jednacine hiperpovrs$i na dva primjera. Veci dio
metoda nam je dobro poznat, jer se sastoji u linearnoj zamjeni promjenljivih, tako da se
kvadratna forma u (A.1) svede na sumu kvadrata. Ostatak metoda je pomjeranje koordinatnog
pocetka kako bi se sredio linearni dio jednakosti.

Primjer A.0.2. Odrediti tip hiperpovrsi drugog reda u E? zadate jednac¢inom:
x%—x1x2+2x2x3—l—x§—3x1 —x9+6=0.

Najprije grupisemo sabirke, kako bismo kvadratnu formu sveli na sumu kvadrata metodom
Lagranza. Imamo redom:

1 1
(x1 — §$2)2 — ng + 22903 + 25 — 3] — 29 + 6 = 0.
1 2 1 2 2 2
(l’l — 51’2) — (51’2 — 21'3) + 4]}3 -+ Ty — 3%1 — X9 + 6 = 0.

Uvodeéi linearnu zamjenu promjenljivih: x; — %xg = &, %l’g — 2x3 = &, x3 = &3 dobijamo:

& —&+58 — 301 — 22+ 6=0.
U posljednjoj jednakosti zamijenimo x1, x5 na nove promjenljive:
1 251+%$2 =&+ &+ 28
Ty = 28 + 4wz = 2§ + 4E3.
Tada:
EF — €2 +560 — 36 — 36 — 683 — 26, —4& +6=0=
1, 1, 5, 1 5 5
—= =& — = = — =& =1.
651 + 652 653 + 251 + 652 + 3§3
Kako u posljednjoj jednakosti prisustvuju kvadratni ¢lanovi od sve tri promjenljive, to dodavan-

jem i oduzimanjem konstanti mozemo napisati potpune kvadrate po promjenljivima &, &o, &3¢
1 3, 3 1 9. 25 )
;&= 35) +8+6(£2+2) 51 (53 1)? + 3

Uvodeci odgovarajuc¢e smjene dobijamo (ova zamjena u stvari predstavlja pomjeranje koordi-
natnog pocetka):

——51 —52 ——53 :§ _lgl +1g2 —53 =L
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Zaklju¢ujemo da se radi o dvodimenzionalnom hiperboloidu (hiperboloidu u trodimenzionalnom
prostoru).

Primjer A.0.3. Odrediti tip hiperpovrsi drugog reda zadate jednacinom:
4mf + 9:1;5 + 4x§ — 62129 + 42123 — 62923 + 321 — 29 — 23 — 4 = 0.
Opet pocinjemo svodenjem kvadratne forme na sumu kvadrata:
(271 — 379 + x3)* — 925 — 23 + 925 + 423 + 31 — 19 — 13 — 4 = 0,
pa uvodeéi smjene & = 2x1 — 3y + 23, & = x3, {3 = —3x1 + 1o + 23 + 4
& +36 =&,

Dakle, ovdje se radi o dvodimenzionalnom paraboloidu.
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Dodatak B

Linearne operatorske jednacine u
unitarnom prostoru

Na kraju ¢emo se kratko vratiti na jedan od zadataka sa kojim smo poceli kurs Linearne alge-
bre, pitanje postojanja rjeSenja sistema linearnih jednacina. Opremljeni odredenim znanjima,
sagleda¢emo ovaj problem iz nesto drugacije perspektive. Sistem linearnih jednacina mozemo
posmatrati kao jednu operatorsku jednacinu u vektorskom prostoru.

Neka su V, W unitarni prostori i o/ € L(V — W). Razmotrimo jednacinu:

oz =u, (B.1)
gdje je u € W poznati vektor, a z € V nepoznati vektor.
Definicija B.0.1. Homogena jednacina

o w =0 (B.2)
se naziva konjugovanom ka jednacini (B.1).

Poznato nam je (Teorema 8.1.7) da:
V=KereZ @Imaz*, W =Kerag™ dIm..

Koristeé¢i ova razlaganja mozemo dokazati sljede¢u teoremu:

Teorema B.0.2 (Alternativa Fredholma). Ili jednacina <7 z = u ima rjesengje za svako u € W,
ili konjugovana jednacina </*w = 0 1ma netrivijalna rjesSenja.

Dokaz. Jednatina o/ z = u ima rjeSenje ako i samo ako u € Im /. Neka o7z = u ima rjeSenje
za svako u € W, tada Im &7 = W. Kako je W = Ker &/* & Im & imamo da je Ker &7* = {0y },
pa &/*w = 6 ima samo trivijalno rjeSenje.

Neka jednacina «/*w = 6 ima netrivijalno rjesenje. Ovo znaci da je Ker.o/* # {0}, pa
Im.o/ # W, te postoji u € W, takvo da u ¢ Im /. Ovo znadi da jednadina &z = & nema
rjesenje za svako u. O]
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Dokazana Teorema se naziva alternativom Fredholma, ovdje imamo "ekskluzivno ili" tj.
recenicu tipa "ili-ili" koja oznac¢ava da uvijek ima mjesto ta¢no jedna situacija.
Kada je V = W teorema se moze formulisati na sljede¢i nacin:

Teorema B.0.3. Neka je o € LIV — V). Tada ili jednacina oz = u ima jedinstveno
rjeSenje za svako u € V', ili konjugovana jednacina o/ *w = 0 ima netrivijalno rjesenje.

Konac¢no, mozemo formulisati i sljedecu:

Teorema B.0.4. Jednacina &/ z = u ima rjesenje, ako i samo ako je vektor u ortogonalan na
potprostor Keras/™.

Dokaz. Kako je Im.o/ 1 Ker o/ to u € Im .« ako i samo ako u 1 Kera/™. m

Zadatak B.0.5. Koristeéi prethodne teoreme provjeriti da li sljedeéi sistem ima rjesenje:

{(1 —i)z1 — 229 = i

(14142 — 2izg = —1—1i.
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