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Predgovor

Ova knjiga predstavlja udzbenik iz Linearne algebre za studente prve godine matematickih
fakulteta. Udzbenik je napisan na osnovu kursa lekcija iz predmeta "Linearna algebra 1" i
"Linearna algebra 2" koji su tokom nekoliko godina drzani studentima prve godine Prirodno-
matematickog fakulteta Univerziteta Crne Gore. Materijal koji je izloZzen u udzbeniku je,
po naSem misljenju, dovoljna osnova iz Linearne algebre za studente matematickih fakulteta.
Izrazavam zahvalnost za pomo¢ u pisanju udzbenika i dragocjene savjete svom kolegi prof.
Izedinu Krni¢u. Takodje, veliku pomo¢ u pisanju udzbenika i tehnickoj pripremi su pruzili stu-
denti Milica Kankaras, Jelena Daki¢, Nikola Konatar, Andrea Vujisi¢, Milena Bozovi¢, Velibor
Dogljak i Velimir Corovié.
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Uvod: pojmovi grupe 1 polja

Ovo je uvodno poglavlje. U njemu ¢emo uvesti neke matematicke pojmove koji ¢e nam biti
potrebni tokom kursa Linearne algebre.

Skup je jedan od svega nekoliko pojmova u matematici koji se ne definiSe. Smatramo da svi
podrazumijevamo isto kada koristimo rije¢ "skup". Skup koji sadrzi konacan broj elemenata
nazivamo kona¢nim. Kako bismo stvorili sadrzajne matematicke teorije na skupovima uvodimo
razli¢ite operacije i strukture.

Algebra je Siroka oblast matematike koja se bavi skupovima i strukturama na skupovima.
Slijede dva primjera algebarskih struktura.

Definicija 0.1. Reéi éemo da je na skupu G uvedena struktura grupe, ako je na G zadata
operacija "+ ", tako da su zadovoljeni sljedeci uslovi:

1) zaVa,be Guazia+beG;

2) zaNa,b,c € G vazia+ (b+c¢) = (a+b) + ¢;

3) 30 € G tako da zaVa € G vaZia+0=0+a=a;

4) za¥a € G I(—a) € G tako da a+ (—a) = (—a) +a = 0.

Takode ¢emo govoriti da skup G sa operacijom "+" ¢ini grupu (ili da je grupa).

Svojstvo 1) naziva se zatvorenost skupa G u odnosu na definisanu operaciju "+", svojstvo 2)
asocijativnost, element 0 iz svojstva 3) naziva se neutralnim elementom grupe, a element (—a)
iz svojstva 4) inverznim elementom k elementu a.

Definicija 0.2. Neka je (G,+) grupa. Ako Va,b € G vazi a+b = b+ a tada se grupa (G,+)
naziva komutativnom (Abelovom) grupom.

Primjer 1. Skup realnih brojeva R sa standardnom operacijom sabiranja "+" je grupa, (R, +).
Primjer 2. Skup cijelih brojeva Z sa standardnom operacijom sabiranja "+" je grupa, (Z, +).
Primjer 3. Skup prirodnih brojeva sa operacijom sabiranja, (N, +) nije grupa (npr. neutralni
element za sabiranje, 0, nije iz skupa prirodnih brojeva, takode elementi N nemaju inverzne
elemente).

Primjer 4. Skup cijelih brojeva Z sa standardnom operacijom mnozenja
voljene su sve aksiome, osim 4)).

Primjer 5. Ozna¢imo sa H skup svih rotacija geometrijske ravni za uglove ¢ € [0,27). Na
skupu H uvedimo operaciju "-" superpozicije (kompozicije) dvije rotacije. Nekasury,,ry, € H,
tada 14, - 74, = T4+, € H. Na ovaj nacin, superpozicija dvije rotacije je takode rotacija.
Potrebno je provjeriti sve ¢etiri aksiome kako bismo se ubijedili da je (H,-) Abelova grupa.

"." nije grupa (zado-
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Primjer 6. Razmotrimo konacan skup M sa n elemenata, recimo rije¢ LIST (ovaj skup ima
n = 4 elementa, tj. slova). Oznafimo sa P skup svih permutacija kona¢nog skupa M. Skup
P sadrzi n! elemenata. Na skupu P uvedimo operaciju "-" superpozicije dvije permutacije, tj.
ako su pi,ps € P, to je p; - po nova permutacija koja se dobija tako $to se na skupu najprije
izvede permutacija py, a zatim p;. Recimo, ako je p; permutacija koja rije¢ LIST preslikava u
ILST, a ps u STLI, to ¢e py - po rije¢ LIST permutovati u TSLI. Kada provjerimo sve aksiome
zaklju¢ujemo da skup P sa operacijom "-" ¢ini grupu. Provjeriti da li je ovo Abelova grupa.

Definicija 0.3. Reéi éemo da je na skupu P uvedena struktura polja, ako su na skupu P zadate
dvige operacije "+" 1 " " tako da su zadovoljeni sljedeéi uslovi:

1. (Va,beP) vazia+be Pia-bel;

2. Va,b,c € P) vazi (a+b)+c=a+(b+c)i(a-b)-c=a-(b-c);

3. (30 € P) tako da za Va € P vazia+0 = a;

4. (YVa €P) 3I(—a)e€P, tako da a + (—a) = 0;

5. (Va,beP) vazia+b=b+aia-b=">b-a;

6. (31 € P), tako da za Va € P\{0} a-1=a;

. (Va e P\{0}) 3Ja~! e P\{0} tako da vazia-a' =1;

8. zaVa,b,c € P, vazia-(b+c)=a-b+a-ci(a+b)-c=a-c+b-c.

Operacije "+" i "-" u polju se nazivaju "sabiranjem" i "mnozZenjem". Neutralni element sabi-

ranja, koji smo oznacili znakom 0, se naziva "nulom". Neutralni element mnozZenja 1 se naziva
"jedinicom".

Svojstvo 2.) se naziva asocijativno$¢u sabiranja i mnoZenja, svojstvo 5.) komutativnoséu, a
svojstvo 8.) distributivnoséu.

Primjer 1. Skup realnih brojeva, R sa standardnim operacijama sabiranja i mnozZenja, tj.
struktura (R, +,-), ¢ini polje.

Primjer 2. Skup racionalnih brojeva Q sa standardnim operacijama sabiranja i mnozenja ¢ini
polje.

Dio algebre, koji nam je dobro poznat iz Skole, koji se bavi konkretnim skupom racionalnih
brojeva sa operacijama sabiranja i mnoZenja (a, dakle, i oduzimanja i dijeljenja) se naziva
Aritmetika.

Primjer 3. Skup kompleksnih brojeva, C sa standardnim operacijama sabiranja i mnozenja,
tj. struktura (C,+,-) ¢ini polje.

Primjer 4. Razmotrimo skup S koji sadrzi ¢etiri elementa, oznaci¢emo ih simbolima O,1,A i
B. Na skupu S uvedimo operacije 4 i - uz pomo¢ sljede¢ih tabela:

+O|T|A/B| - -|O|T|A|B
O/O|IT|A|B|O|O|O|O|O
I T]O/B/A|I|]O|I|A|B
AJA|B|O|IT|A]|O]A|B]|1
BIB|/IAITIO|B|O|B|T]|A

Provjerite da skup S sa ovim operacijama ¢ini polje.

Ovim zavrSavamo uvodno poglavlje u kojem smo uveli neke osnovne pojmove iz Opste algebre
koje ¢emo dalje koristiti. Primijetimo da ¢emo u svim daljim izlaganjima koristiti samo dva
polja: to su polje realnih brojeva R i polje kompleksnih brojeva C. Pri tome pretpostavljamo da
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su studenti upoznati sa standardnim operacijama sabiranja i mnozenja (a znad¢i i oduzimanja i
dijeljenja) kako realnih, tako i kompleksnih brojeva.
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Glava 1

Vektorski prostori

1.1 Definicija vektorskog prostora. Primjeri. Osnovna svo-
jstva

U ovoj sekeiji ¢emo uvesti osnovni pojam Linearne algebre - vektorski prostor.

Definicija 1.1. Skup V naziva se vektorskim prostorom nad poljem P ako su na njemu defin-
isane dvije operacije:

(I) operacija + sabiranja dva elementa iz skupa V, tj. Y,y e Vi +y €V,

(II) operacija - mnoZenja elemenata iz skupa V' elementima iz polja P, tj. Vx € V iVa € P
a-x eV,

it pri tome su zadovoljene sljedece aksiome:

. (Ve,y,zeV)vatio+ (y+2)=(x+y)+ 2

. (Ve,2yeV)wvazix+y =y +x;

. (30 € V), takav da Vx € V vazi v+ 0 = x;

. (Vz € V) I(—=x) € V takav da vazZi v + (—x) = 0;

. (Ve,yeV), NVaeP)watia-(z+y)=a-z+a-y;

VeeV Va,fePvazi(a+p) z=a-xz+ - x;

VeeV), (NVa,feP)vazia- (- -x)=(a-8)-x;

(Vx e V) 1-x ==z, gdje je 1 neutralni element za mnoZengje u polju P.

® 2 S SR e e =

Elemente vektorskog prostora V' nazivamo vektorima.

Elemente polja P nazivamo skalarima.

Element vektorskog prostora ® nazivamo nula vektorom, za njega koristimo drugaciju oznaku
od skalara (broja) 0, kako bismo bili precizniji, a formule jasnije.

Primjedbe.

1. Naglasimo da prethodna definicija podrazumijeva postojanje dvije operacije: sabiranje dva
vektora i mnozenje vektora skalarom (brojem). Nikakve druge operacije (za sada) ne pozna-
jemo, na primjer, ne mozemo pomnoziti dva elementa vektorskog prostora V.

2. Moguce je razmatrati vektorske prostore nad bilo kojim poljem P. Ipak, u Linearnoj algebri
se obi¢no razmatraju vektorski prostori nad poljima realnih brojeva R i kompleksnih brojeva
C. Mi ¢emo se tokom ¢itavog kursa ograniciti samo na ta dva polja. Stavise, u pocetku ¢emo
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razmatrati samo vektorske prostore nad poljem realnih brojeva, i tek kasnije pre¢i i na prostore
nad poljem C. Dakle, u pocetku mozemo smatrati da su skalari realni brojevi.

Primjer 1. Razmotrimo skup V?— geometrijsku ravan ¢iji elementi su zagiljene duzi. Uvedimo
operaciju sabiranja dva geometrijska vektora (zasiljene duzi) na nacin koji nam je poznat (Slika
1.1): pravilom paralelograma (nadodavanjem jedne duZi na drugu). Dalje, uvedimo operaciju
mnozenja geometrijskih vektora realnim brojevima na poznat nacin: mnoZenje brojem ne mi-
jenja pravac vektora, ali mijenja duzinu i, u slu¢aju negativnog broja, smjer. Provjeravajuci
aksiome, utvrdjujemo da nakon uvodjenja ove dvije operacije skup V2 postaje vektorski prostor
nad poljem realnih brojeva.

Slika 1.1: Sabiranje dva vektora i mnoZenje vektora brojem u geometrijskoj ravni 2

Primjer 2. Sa C0,1] oznac¢imo skup neprekidnih funkcija na [0,1]. Uvedimo standardnu
operaciju sabiranja dvije funkcije. Poznato je da je zbir dvije neprekidne funkcije neprekidna
funkcija, dakle takodje element C10, 1]. Takode mnoZenjem neprekidne funkeije realnim brojem
« dobijamo novu neprekidnu funkciju. Na ovaj na¢in skup C[0, 1] postaje vektorski prostor

nad poljem realnih brojeva R.
x

€2
Primjer 3. Razmotrimo skup R" = { . , L1, Loy ... Ty € R}.

Tn
Dakle, ovaj skup sadrzi kolone od n realnih brojeva.
Na ovom skupu zZelimo uvesti operacije sabiranja dva elementa i mnozenje elementa realnim
brojem, tako da dobijemo strukturu vektorskog prostora. Defini§imo operacije na sljedec¢i nacin:

1 Y1 1+ % 1 Ty
T Yo T2 + Y2 To QT
+ . - . 5 (07 . - . , & S R.

Lako je provjeriti da je skup R™ sa ovako uvedenim operacijama vektorski prostor.

Osnovna svojstva.
1. Nula vektor 0 je odreden jednozna¢no (ne postoje dva razli¢ita nula vektora u istom pros-
toru).

Dokaz
Pretpostavimo da u prostoru V postoje dva nula vektora, oznac¢imo ih sa 0 1 §’.
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Tada za svaki vektor z € V imamo da z + 0 =z + 0.

Saglasno aksiomi 4 iz definicije vektorskog prostora, postoji (—x) € V. Sabiraju¢i lijevu i desnu
stranu gornje jednacine sa ovim vektorom, imamo da 0 = '.

2. Za svaki x € V njegov inverzni vektor (—z) je jednozna¢no odreden.

3. Za svaki x € V imamo: 0-x = 0.

Dokaz

Uzmimo proizvoljno a € P.

Imamo -z = (a+0)-z=a-24+0-2=0-2=0.

4. Za Vx € V imamo (—z) = (1) - z.

Dokaz
0=0-2=>01+(-1)-2=1l-z2+(-1)-z=-1-2=(-1)- 2= —z=(-1) =
5. Za Vo € P imamo « -0 = 0.

Dokaz

a-0=a-(z+(-x)=a-z4+a - (—x)=a-x—a-x=0.

6. Iz jednakosti o - x = 0 slijedi da je « =0 ili x = 0.

Dokaz
Neka je a # 0. Tada Ja~!. PomnoZimo jednakost a -z = 0 sa a™!, imamo a™! - (a - x) =
al-0=0.

S druge strane, o' - (a-2) = (! a) -2 =12 =1

Iz posljednje dvije jednakosti zaklju¢ujemo da x = 0.

1.2 Vektorski potprostori

Kao i ranije, sa V' oznacavamo vektroski prostor nad poljem P.

Definicija 1.2. Podskup W C V naziva se potprostorom prostora V, ako je W wvektorski
prostor.

Teorema 1.1. Podskup W C V' je potprostor ako i samo ako
1. Ve,yeW) z+yeW;
2. (VreW), VaeP) a-zeW.

Ova teorema se lako dokazuje direktnom provjerom svih aksioma vektorskog prostora.
Razmotrimo neke primjere vektorskih potprostora. Najprije primijetimo da svaki prostor V' ima
dva trivijalna potprostora, to su ¢itav prostor V' i prostor koji se sastoji samo od nula vektora
{0}. Vratimo se primjerima vektorskih prostora iz prethodne sekcije kako bismo prouéili njihove
potprostore.

Primjer 1. Razmotrimo neke podskupove vektorskog prostora V? geometrijskih vektora: 1.
Prvi kvadrant K nije vektorski potprostor, jer, na primjer mnozenje vektora negativnim brojem
daje vektor izvan skupa K (Slika 1.2). 2. z i y-ose su vektorski potprostori. Dalje, vidimo da
su sve prave koje prolaze kroz koordinatni pocetak takode potprostori. To su, uz dva trivijalna
potprostora ® i V2, jedini vektorski potprostori u V2,

Primjer 2. Razmotrimo neke potprostore prostora C[0, 1] neprekidnih funkcija na segmentu
0,1]:

1. Lako je provjeriti da sve funkcije konstante na [0, 1] ¢ine potprostor.
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Slika 1.2: Prvi kvadrant K nije vektorski potprostor V2, jer postoji vektor koji je element K,
ali ¢iji suprotni vektor nije element K. Sa druge strane, prava W jeste potprostor, kao i sve
prave koje prolaze kroz koordinatni pocetak.

2. Podskup M, svih polinoma stepena manjeg ili jednakog n je takode potprostor prostora
o, 1].
Primjer 3. 1. Na prostoru R" razmotrimo skup zadat sa

T1
X2
S = {J; € R"| : }
Tpn-1
0
Provjerite da li je S vektorski potprostor u R™.
2. Razmotrimo skup M C R" zadat sa:
T
T2
M—{x— : xl—x2—4xn}.
Tn—1
x"l
Provjerite da li je M vektorski potprostor u R"™.
3. Na prostoru R" razmotrimo skup zadat sa
€
X2
B = {:5 € R"| : }
Tn—1
1

Provjeriti da li je skup B potprostor.

Svojstva.

1. Ako su Wi i Wy potprostori V' tada je i njihov presjek Wi N W5 potprostor.

2. Ako su Wy i W5 potprostori tada je i njihova suma potprostor, tj. Wy, + Wy = {xl + zo|xy €
Wi, 29 € Wg} je potprostor.
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3. Primijetimo da unija dva potprostora nije potprostor, primjerom mogu sluziti x i y ose u
V2.

1.3 Linearni omotac¢ skupa

Definicija 1.3. Neka je dat skup vektora {1, xo,...,x,} €V i neka su oy, s, ..., o, proizvoljni
skalari iz polja P

Zaix,- =T + axy + ...+ oz, €V (1.1)
i=1
Izraz (1.1) naziva se linearnom kombinacijom vektora {xy,xs, ..., T, }.

Definicija 1.4. Neka je S podskup vektorskog prostora V. Linearnim omotacem skupa S naziva
se skup svih moguéih linearnih kombinacija vektora {x1,xs,...,x,} € S, tj.:

{121 + oy + ... + apxy,|  gdje oy, g, ..., € P, n— konacan cijeli broj}.

Oznaka: Linearni omota¢ skupa S oznac¢avamo sa L£(S), Lin(S) ili span(S).
Ako je S = {x1,...,2,} konacan skup vektora, tada ¢emo njihov linearni omota¢ oznacavati
sa L{x1,xs,...,xn}, Lin{wy, xo, ..., 2, } ili span{zy,za, ..., x,}.

1
0
Primjer 1. Posmatrajmo vektorski prostor R™ i dva vektora tog prostora, x; = 0 1 i
0
0
0
o= | —3 |. Linearna kombinacija ovih vektora zadata je sa:
0
(03] 0 (03]
0 0 0
Q1T1 + Qoo = 0 + | “3Ba2 | = 3B
0 0 0
2
0
23
Linearni omota¢ skupa {x1, 2} je Lin{x, 22} = [
0
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-1
0
0
Na primjer, vektor 0 pripada linearnom omotacu vektora x, i xs, za konkretne vrijed-
0
nostio; = —11ay =0.
1
0
0
S druge strane, vektor 1 ne pripada linearnom omotacu skupa {z1,x2} (ne moze se
0

predstaviti kao linearna kombinacija ova dva vektora).

Primjer 2. Razmotrimo skup {@,b,} u vektorskom prostoru V2 (vidi Sliku 1.3). Vidimo
da vektor b pripada linearnom omotacu skupa {@}, a samim tim i linearnom omotacu skupa
{d,c}. Takode, vektor @ pripada linearnom omota¢u skupa {I;}, a samim tim i linearnom
omotacu skupa {(;, c}. Ali, vektor & ne pripada linearnom omotacu skupa {@, 5}

V2

8l

Slika 1.3

Tvrdenje 1.1. Linearni omotac skupa je vektorski potprostor u V.

Dokaz:

Iz Teoreme 1.1 znamo da je dovoljno provjeriti dva svojstva.

Razmotrimo konacan skup S = {xy,...,2,}. Neka su ¢,y € Lin{xy,xs,...,2,}. Tada
y =>" dhxy iy =570 ofr,. Tadajey' +y" = > (o} + of )x;, $to znadi da je y' +y” €
Lin{xy, xg, ..., xn}.

Neka je v/ € Lin{zy,xs,...,x,}, tj. v = D>.i ,az;. Neka je § element iz polja, tada je
By =S¢ Ba;x;, $to predstavlja linearnu kombinaciju vektora {xy, z, .., x,} sa koeficijentima
Bau, Bag, .., Bag, tj. By’ € Lin{xy,xs,.., T}

Zakljuéujemo da je Lin{wxy,xs, .., x,} vektorski potprostor.

Tvrdenje 1.2. Ako S C W, gdje je W potprostor V, tada je Lin(S) C W.
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Dokaz:

Neka je y € Lin(S), tada y = >, oy, gdje su {x1,...,z,} € S = {x1,...,2,} C W. Posto
je W potprostor, to i linearna kombinacija vektora {xi,...,z,} takode lezi u W, dakle y € W.
Dokazali smo da za proizvoljan vektor y € Lin(S) vazi y € W. Odavde slijedi Lin(S) C W.
Zakljucak. Iz prethodnog mozemo izvesti jednostavan zakljuc¢ak da je linearni omota¢ skupa
najmanji vektorski potprostor koji sadrzi taj skup.

1.4 Linearna zavisnost 1 nezavisnost vektora

U ovoj sekciji ¢emo uvesti kljuéne pojmove linearne zavisnosti i nezavisnosti vektora.

Neka su xq,xs,...,z, vektori u vektorskom prostoru V. Razmotrimo linearnu kombinaciju
a1+ - -+ T, sistema vektora {1, ..., x,} € V. Govori¢emo da je ova linearna kombinacija
trivijalna, ako a; = ap = - -+ = o, = 0 i netrivijalna, ako 3 = 1, n, tako da a; # 0.

Definicija 1.5. Sistem vektora x1,xs,...,x, se naziva linearno nezavisnim ako iz jednakosti:

&1$1+O&2$2+"‘+C¥n$n:®

slijedi da je oy = ag = -+ = a,, = 0.
Definicija 1.6. Sistem vektora x1,xo,...,x, se naziva linearno zavisnim, ako postoje koefici-

jenti oy, ..., € P, opri ¢emu Joy; #0, 1€ {1,2,...,n}, tako da
a1 + asxy + -+ ax, = 0.

Drugim rijecima, sistem vektora se naziva linearno zavisnim, ako postoji njihova netrivijalna
linearna kombinacija koja daje nula vektor.

Primjeri.

1. Sistem od dva vektora u geometrijskoj ravni V? je linearno zavisan ako i samo ako su oni
kolinearni.

Sistem od tri vektora u V2 je uvijek linearno zavisan.

2. U trodimenzionalnom geometrijskom prostoru V? tri vektora su linearno zavisni ako i samo
ako su komplanarni (leze u istoj ravni).

Sistem od ¢etiri vektora u V3 je uvijek linearno zavisan.

Dakle, pojam linearne zavisnosti u geometrijskoj ravni ili prostoru ima jasnu geometrijsku
interpretaciju.

Na Slici 1.4 vidimo da je sistem vektora { '@, b } linearno zavisan, dok je sistem { '@, ¢} linearno
nezavisan.

Primjer. U R3 posmatramo sistem od dva vektora:

1 0
T = 1 , Lo = 0
0 3
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|
<
N\

sl

Slika 1.4

Da bismo provjerili linearnu nezavisnost ovog sistema, izjednac¢i¢emo njihovu linearnu kombi-
naciju sa nulom:

1 0 0
0T + s = 1 +as| O = 0
0 3 0

Izjednacavajuéi koordinate dobijamo sistem linearnih jednacina:

041:()
04120
30&2:0.

Odavde je lako zakljuciti da oy = as = 0 i, saglasno definiciji, sistem {zy, 22} je linearno
nezavisan.
Sada razmotrimo sistem {x1, z9, 3}, gdje je:

-3
T3 = -3
3
Da bismo ispitali linearnu zavisnost ovih vektora, posmatramo njihovu linearnu kombinaciju:
o121 + oy + asrs = 0.

Dobijamo sistem linearnih jednacina:

041—304320
&1—304320
3ag + 3az = 0.

Ovaj sistem ima beskona¢no mnogo rjeSenja, a jedno od moguéih je (ay, s, a3) = (3,—1,1).
Zakljucujemo da postoji netrivijalna linearna kombinacija vektora x1, xo, x3 koja rezultira nula
vektorom. Saglasno definiciji, ovaj sistem vektora je linearno zavisan.

Vidjeli smo da provjera linearne zavisnosti i nezavisnosti u prostoru R™ dovodi do neophodnosti
rjeSavanja sistema linearnih jednacina. U tre¢em poglavlju ¢emo detaljno prouciti teoriju i
metode rjeSavanja sistema linearnih jednacina.

Sada ¢emo dokazati nekoliko teorema o linearnoj zavisnosti i nezavisnosti vektora.
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Teorema 1.2. Sistem wvektora {xy,xs,...,2,} je linearno zavisan ako i samo ako se jedan
vektor moZe predstaviti kao linearna kombinacija ostalih.

Dokaz

Neka su vektori xq, xs, ..., z, linearno zavisni, tada ayx; + asxs +- - -+ a2z, = 01 uz to postoji

bar jedno «a; # 0. Tada je:
QT = —T1 — Qg — *+» — Q1Ti—1 — Qj41Ti41 — = — Qplp.

Ako podijelimo jednacinu sa «; # 0 dobijamo:
« Qp,
T; = (—;)$1+( Ja2 4+ (= )it + (—— )T+ ().

7 7 7 7 Q;

(078 (072N ]

Qg

Dakle, z; je linearna kombinacija ostalih vektora.
Sada dokazimo tvrdenje i u drugom smjeru. Ne umanjujuéi ops$tost, uzmimo da se vektor x,,
moze predstaviti kao linearna kombinacija ostalih, tj:

Tp =11+ Ty + -+ Qp 1Ty 1 = Q171 + QoTy + -+ + Q1T 1 — T, = 0. (1.2)

U (1.2) koeficijent uz x,, je —1 # 0, samim tim radi se o netrivijalnoj linearnoj kombinaciji, $to

znadi da je skup vektora {xq,xs,...,z,} linearno zavisan.

Teorema 1.3. Sistem vektora {x1,2a,...,x,} 12V je linearno zavisan ako i samo ako u V
postoji vektor koji moZe biti predstavijen kao linearna kombinacija vektora x1, xo, ..., x, na bar
dva razli¢ita nacina.

Dokaz

Neka su x1, s, ..., 7, linearno zavisni. Tada ayxy + asws + -+ - + @z, = 0, pri cemi Ja; # 0.
S druge strane, imamo i drugo razlaganje nula vektora 0 -z; +0-29 4+ ---+0-2, = 0. Dakle,
napisali smo nula vektor kao linearnu kombinaciju vektora xz1,...,x, na dva razli¢ita nacina.

Dokazimo tvrdenje i u drugom smjeru. Neka je y € V' vektor koji ima dva razlaganja, tj:
Y =171 + Qo+ -+ + QpTp, Yy = L1271 + oo + -+ + Buy,
pri ¢emu 37 : «; # F;. Oduzmimo drugu jednacinu od prve:
0 = (a1 — Bi)r1 + (ag — Bo)ra + -+ - + (an — Bn)Tn-

Posto je bar jedna od razlika a; — f3; # 0, ovo je netrivijalna linearna kombinacija, pa su prema
definiciji vektori x1, zo, ..., x, linearno zavisni.

Teorema 1.4. Neka je {z1, 2o, ...,x,} linearno zavisan sistem vektora i neka su Ty 1, Tpio,. .., Ty
prozivoljni vektori w V. Tada je sistem vektora {x1, o, ..., ZTp, Tpi1, Tpia, ..., Tn} linearno za-
visan.

Dokaz

Kako su vektori x1, s, ..., x, linearno zavisni, tada o;x; + ez + -+ - + a2, = 0, pri cemu

postoji bar jedno «; # 0. Tada je
oxy + gty + -+ apx, +0-2p0 +0-xp0+ - +0-2, =0

netrivijalna linearna kombinacija jer 3i € {1,2,...,p}, takvo daa; # 0. Slijedi da je sistem
vektora zy,...,x, linearno zavisan.
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Posljedica 1.1. Neka je sistem vektora S = {z1,...,x,} linearno nezavisan i neka je QQ C S.
Tada je skup ) takode linearno nezavisan.

Dokaz ove posljedice je jednostavan, pa ga ostavljamo za vjezbu.

Teorema 1.5. Neka je S linearno nezavisan skup vektora izV,u € V iu ¢ S. Tada je SU{u}
linearno zavisan ako i samo ako u € Lin(S).

Dokaz
Neka je S = {21, 22, ...,2,} skup linearno nezavisnih vektora i SU {u} linearno zavisan. Tada:

Q121+ - Ty + opu =0 (1.3)

pri ¢emu Fi € {1,2,...,p+ 1}, takav da a; # 0.

Ako pretpostavimo da je a,+1 = 0 tada 3i € {1,2,...,p} tako da a; # 0, dakle linearna
kombinacija ayx; + - - - + oz, = 0 je netrivijalna. To znadi da je skup vektora {z1,z2,...,2,}
linearno zavisan, $to je kontradikcija sa pretpostavkom Teoreme. Zaklju¢ujemo da je i1 # 0.
Tada iz (1.3) imamo:

a
= (——Jan e (-,
Ap+1 Ap+1
Sto znaci da je u € Lin{xy, xo,...,x,} = Lin(S).
Neka je sada u € Lin(S). Tada je u = aqzy + -+ + aprp, = aqxy + -+ + apz, —u = 0. Jasno
je da su vektori {z1, 2, ..., x,, u} linerano zavisni jer je koeficijent uz v u navedenoj linearnoj

kombinaciji —1 # 0. Dakle, S U {u} je linearno zavisan sistem vektora.

Primjena. (preuzeto iz Insel i ostali: Linear algebra. Fourth edition.)

U ¢lanku B. K. Watt i A. L. Merrill, objavljenom u Agriculture Hand-book, N. 8, Washington,
D.C., 1963. data je sljedeca tabela sadrzaja pet osnovnih vitamina (vitamina A, By, By, C' i
niacina) u nekim prehrambenim namirnicama:

namirnica A B By | niacin | C
Jabukov maslac 0 [0.01)0.02] 0.2 2
svjeze jabuke 90 | 0.03]0.02] 0.1 4
¢oko slatki$ sa kokosom 0 [0.02)0.07] 0.2 0
meso iz $koljki 100 | 0.1 [0.18 | 1.3 |10
kola¢ od vafli 0 [0.050.06| 0.3 0

kasa sa zitaricama 0 |0.010.01 0.1 0
marmelada 10 | 0.01 | 0.03| 0.2 2

pita od kokosa sa prelivom | 0 | 0.02 [ 0.02 | 04 0
sirovi crni pirinac 0 [034)0.05] 4.7 0
soja sos 0 02 1025| 04 0

kuvane Spagete 0 [0.010.01] 0.3 0
sirovi divlji pirina¢ 0 [081063] 6.2 0

U tabeli su ukazane koli¢ine vitamina koje se nalaze u 100 grama svake od namirnica.
Sada sadrZzaj vitamina u 100 grama namirnice moZemo posmatrati kao vektor u R°. Tada,
na primjer, mozemo uociti da se vektor sirovog divljeg pirin¢a moze predstaviti kao linearna
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kombinacija vektora kolac¢a od vafli, pite od kokosa, sirovog crnog pirinca i soja sosa:

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.05 0.02 0.34 0.20 0.81
006 [+ 002 |+ 005 [+2] 025 | =] 0.63
0.30 0.40 4.70 0.40 6.20
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Ovo nas dovodi do zakljucka da 100 grama kolac¢a od vafli, 100 grama kokosove pite sa prelivom,
100 grama sirovog crnog pirinc¢a i 200 grama soja sosa zajedno sadrze istu koli¢inu pet osnovnih
vitamina kao 100 grama sirovog divljeg pirinca.

Za vjezbu pokazite da je vektor mesa iz Skoljki linearna kombinacija jabukovog maslaca, svjezih
jabuka, ¢okoladnog slatkisa sa kokosom, kase, marmelade i kuvanih Spageta.

1.5 Baza i dimenzija vektorskog prostora

Definicija 1.7. Govoricemo da sistem vektora {x1,xs,...,x,} generie vektorski prostor V
ako je Lin{xy,xq,...,x,} = V.

Definicija 1.8. Sistem vektora {1, s, ..., 2,} se naziva bazom vektorskog prostora V', ako je:
1. {xy,z9,...,2,} sistem linearno nezavisnih vektora;
2. {x1,x9,...,2,} generise prostor V.

Teorema 1.6. Neka je V vektorski prostor i S = {x1,xs,...,2,} C V. S je baza u'V ako
i samo ako se svaki vektor uw € V moZe predstaviti kao linearna kombinacija vektora iz S na
jedinstven nacin.

Dokaz
Neka je S baza. Tada Lin(S) = V. Ovo znadi da se svaki vektor v € V' moze predstaviti kao
linearna kombinacija vektora iz S:

U= 01T + Ty + -+ aply. (1.4)

Pretpostavimo da se u moze predstaviti kao linearna kombinacija vektora iz S na jo§ jedan
nacin, tj:

u = p1x1 + oy + -+ + Bun, (1.5)
pri emu Ji € {1,2,...,n} tako da je a; # f3;. Oduzmimo (1.5) od (1.4):

0= (a1 — Bi)ry + -+ (i = Bi)zi + -+ + (an — Bn) T

Kako je a; # f; to je a; — B; # 0, §to znadi da je sistem vektora S = {x1,xs,...,z,} linearno
zavisan, tj. S nije baza u V.

Dokazimo tvrdenje i u drugom smjeru. Neka se svaki vektor u € V moze predstaviti kao
linearna kombinacija vektora iz S = {xy,...,2,}. Ovo znac¢i da Lin{zy,...,z,} = V, tj.
S = {x1,...,x,} generiSe prostor V. Vektor 8 € V, pa se on moze predstaviti kao linearna
kombinacija vektora iz S: 0 = a1x1 + @oxg + -+ + @, za jedinstvene oy, i € {1,2,... n}.
Ocigledno oy = ay = -+ = a,, = 0, a to znadi da su vektori {x1, z9,...,x,} linearno nezavisni.
Zakljuéujemo da je S = {x1,29,...,2,} bazau V.
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Definicija 1.9. Neka je {x1,22,...,2,} baza wV, u € V. Linearna kombinacija
U= a1T1 + aTy + -+ -+ anTy

se naziva razlaganjem vektora u po bazi {x1,xs,..., x,}.
Skalari aq, ag, . . ., ap se nazivaju koordinatama vektora u uw bazi {x1,xa,... ,x,}.

Sada mozemo preformulisati Teoremu 1.6 na sljedeéi nacin:
Razlaganje vektora po bazi je jedinstveno.

Teorema 1.7. Neka je V generisan nekim konacnim skupom vektora S = {x1,x2,...,2,}.
Tada Q) C S takav da je Q baza v V. Znaci, V ima konacnu bazu.

Dokaz
Iz skupa S = {x1,...,z,} izdvojimo maksimalan podskup linearno nezavisnih vektora, tj.
podskup Q = {x1,...,2,},m < p, takav da je @ linearno nezavisan i za bilo koji vektor u € S,

skup Q U {u} je linearno zavisan. Nije tesko zakljuciti da ovakav podskup @) postoji.
Zbog jednostavnosti oznaka pretpostavimo da skup @) sadrzi prvih m vektora skupa S i pred-

stavimo S kao S = {x1,..., Ty }U{Tm11, ..., 2,}. Popretpostavei x,,11 € Lin{zy,...,2n},..., 2, €
Lin{xy,...,z,}, §to znadi da:
T =iz + by + -+ al z,, zaVi € {m+1,m+2,...,p}. (1.6)

Neka je u € V proizvoljan vektor. Kako S generiSe ¢itav prostor V', to se u moze predstaviti
kao linearna kombinacija vektora iz S:

u= 1z + -+ Bplm + B 1Tt + -+ Bpyp.
U posljednju jednakost uvrstimo (1.6), dobijamo:
U=+ A+ BT+ Brerol @+ Brra a4+ Bpofmn £+ Byon T,
tj.:
u= (81 + B+ + Boad)zy 4+ (B + BT 4+ Bl )T,

Ako uvedemo oznake v; = 1 + Bna1al" T+ 4+ Bl Y = B+ BT+ 4 Boal
imamo:

U=+ -+ YmTm = u € Lin{xy, 29, ..., 20} = Lin(Q).

Kako je vektor u bio izabran proizvoljno, ovo znaci da je Lin(Q) = V.
Dakle, sistem vektora @ je linearno nezavisan i Lin(Q) = V. Po definiciji @ je baza u V.

Teorema 1.8. Neka je V' wvektorski prostor koji je generisan skupom K od n vektora i neka je
L CV skup od m linearno nezavisnih vektora. Tada je m < n ¢+ 3dH C K koji sadrzi n —m
vektora, tako da L U H generise V.
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Dokaz

Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po m.

1. Baza indukcije: Neka je m = 0. Tada je L prazan skup, L = © = H = K, pa je jasno da
L U H generiSe Citav prostor V.

2. Korak indukcije: Pretpostavimo da teorema vazi za neko m > 0. Treba je dokazati za m + 1
vektora u L.

Neka je L = {v1,v9,...,0p41} C V skup od m + 1 linearno nezavisnih vektora. Tada je
po Posljedici 1.1 skup {vy,...v,,} takode linearno nezavisan. Po induktivnoj pretpostavci
m < n i postoji podskup skupa K od n —m vektora {uy,...,u,_n}, tako da {vy,...,v,} U

{uy, ..., up—m} generise prostor V. Izrazimo vektor v,,.; kao linearnu kombinaciju vektora
{v1, .0 Uy Uty oo U 1
U1 = Q101 + - QU+ Brtn + -+ Bl (1.7)

Primijetimo da je n —m > 0. Zaista, kada bi n = m, imali bismo:
Um+1 = Q101 + ot AU,

a to bi znadilo da je skup {vq,vs,...,vy41} linearno zavisan, sto je kontradikcija sa pretpost-
vakom da je skup L linearno nezavisan. Dakle, m < n. Na isti nacin zaklju¢ujemo da postoji
Bi # 0. Zbog jednostavnosti oznaka pretpostavimo da je to ;. Podijelimo jednakost (1.7) sa
B

- 0512} Qm 62u ﬁn—mu + v
L=ty Ty Py — B Uit

B B B B s
Ozna¢imo H = {ug,us, ..., uy—m}. Iz gornje jednakosti vidimo da w; € Lin(L U H) i znadi
{v1,v9, ..., Uy U, U, oo Up—m } € Lin(L U H). PoSto ovaj sistem generise V', to zna¢i da i

L U H generise V. Kako H sadrzi n —m — 1 vektor, to je Teorema tacna i za m + 1.
Saglasno principu indukcije, Teorema je dokazana.

Prethodna Teorema je zahtijevala nesto tezi dokaz, ali sada zahvaljujué¢i njoj mozemo relativno
jednostavno izvesti vazne zakljucke o bazi vektorskog prostora.

Posljedica 1.2. Neka V ima konacnu bazu od n vektora. Tada svaka baza u 'V ima n vektora.

Dokaz

Neka je @ = {v1,v9,...,v,} baza u vektorskom prostoru V' i neka je R druga baza u istom
prostoru. Znamo da () generiSe prostor V. Na osnovu Teoreme 1.8,imamo da R sadrzi m <n
vektora.

Ako sada u dokazu zamijenimo uloge () i R na isti na¢in mozemo dokazati da n < m. Zakljucu-
jemo da je m = n, tj. Qi R sadrZe jednak broj vektora.

Upravo dokazana Posljedica nam omogucava da uvedemo jo$ jedan vazan pojam Linearne
algebre.

Definicija 1.10. Vektorski prostor V' se naziva konacnodimenzionalnim ako ima bazu od kon-
acnog broja vektora. Broj vektora u bazi vektorskog prostora se naziva dimenzijom tog prostora.
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Oznaka: Dimenzija vektorskog prostora V' se oznacava sa dimV'.

Vektorski prostor koji nema bazu od konacnog broja vektora se naziva beskonacnodimenzion-
alnim.

Primjer 1. Razmotrimo geometrijsku ravan V2. Vektori €] i € su linearno nezavisni. Uz
to, svaki vektor se moze predstaviti kao linearna kombinacija ova dva vektora, drugim rije¢ima
Lin{ei, e3} = V2. Zakljuéujemo da je ovo baza u V2. Dakle, V? je dvodimenzionalan prostor.
Svaki vektor u V? se moZe na jedinstven nacin predstaviti kao linearna kombinacija ova dva
vektora. Koeficijenti razlaganja po ovoj bazi se nazivaju Dekartovim koordinatama vektora.
Naravno, ovo nije jedina baza u V2. Bilo koji sistem od dva linearno nezavisna vektora je
takode baza u V2. Na Slici 1.5 vidimo da i sistem vektora {e7, €5} i sistem { @, ?} ¢ine baze
prostora V2.

y VQ
@
b G
e_f x
Slika 1.5
Dakle, dimV? = 2.
Primjer 2. Razmotrimo vektorski prostor
T
T2
Rn—{ . ) Ty, T2, 7‘rn€R}
Tn
Lako je provjeriti da sljedeci sistem vektora:
1 0 0
{ 0 1 0 }
0 0 1

generisSe R", uz to su linearno nezavisni. Za ovu bazu u R"™ ponekad kazemo da je standardna
baza. Bilo koji drugi sistem od n linearno nezavisnih vektora je takode baza u R™. Dakle,
prostor R" je n-dimenzionalan, dimR".

Primjer 3. Na vektorskom prostoru C]0, 1] razmotrimo sistem vektora {1,¢,¢%,...}. Ovo su
oCigledno neprekidne funkcije na [0, 1], dakle pripadaju C[0, 1]. Primijetimo da je ovaj sistem
funkcija (vektora u C[0, 1]) linearno nezavisan, a ima ih beskona¢no mnogo. Dakle, na prostoru
C'[0, 1] ne postoji baza od konacnog broja vektora, ovaj prostor je beskona¢nodimenzionalan.
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Primjer 4. (preuzeto iz Shikin: Lineinie prostranstva i otobrazheniya)

Jedna mala oblast nauke, pod nazivom Kolorimetrija se bavi "mjerenjem" boja, primjenjujuci
Linearnu algebru. "Izmjeriti" boju X znaci na¢i nacin na koji se ta boja moze dobiti mijeSanjem
tri osnovne boje. Pri tome se tri osnovne boje mogu izabrati na razli¢ite nacine. Tipican izbor
je: crvena, zelena, plava (red, green,blue - RGB). Recimo da se boja X dobija mijeSajuci
koli¢ine «, 3,7 crvene, zelene i plave boje respektivno:

X=aR+pBG+~vB, a,B,7v>0.

U praksi, neke boje se mjere tako $to se najprije njima doda izvjesna koli¢ina jedne ili dvije
od osnovnih boja, a zatim se ta nova boja dobije od preostalih (jedne ili dvije) osnovne boje.
Recimo, boji X se najprije dodaje crvena boja, a zatim se ta boja dobija mijeSanjem zelene i
plave. U tom slucaju se boja X mjeri na sljedeé¢i nacin:

X+CYR:5G+737:>X:_@R+£G+VB> a>ﬁ7720-

Vidimo da Kolorimetrija na skupu boja fakticki uvodi strukturu vektorskog prostora, gdje op-
eracija sabiranja vektora predstavlja mijesanje dvije boje, a mnozenje boje brojem je promjena
intenziteta boje. Tri osnovne boje su baza ovog prosora. Pri tome RGB nije jedini mogudi
izbor za bazu. Recimo, moguce je umjesto zelene boje uzeti zZutu i razlagati boje po bazi RYB.
Bilo koje tri boje koje su "linearno nezavisne" mogu biti izabrane kao osnovne, tj. kao baza
prostora boja. Zaklju¢ujemo da je prostor boja trodimenzionalan. S druge strane, sistem YGB
ne moze biti bazom ovog prostora, jer su te tri boje linearno zavisne.

Primjer 5. Oznacimo sa M, skup polinoma stepena < n sa standardnim operacijama sabi-
ranja i mnozenja polinoma brojem. Lako je provjeriti da M, sa ovim operacijama ima strukturu
vektorskog prostora nad poljem realnih brojeva. Elementi ovog prostora su oblika

f(t) =ap + art + apt® + -+ + apt™, ag, . . ., a, € R.

Standardna baza u prostoru M, je {1,¢,¢%,...,t"}, dakle dimM, =n + 1.

Primjer 6. Vratimo se za momenat na Primjenu iz Sekcije [.4. Sada mozemo rec¢i da, proucava-
judi sadrzaj osnovnih vitamina, mozemo uvesti 5-dimenzionalni vektorski prostor namirnica. Za
vjezbu nadi dvije razli¢ite baze u tom prostoru.

Primjedba. Linearna algebra se bavi proucavanjem konac¢nodimenzionalnih prostora i lin-
earnih preslikavanja u njima. Posto smo vidjeli da prostor C|0,1] nema kona¢nu bazu, to
izucavanje ovog prostora ne spada u predmet Linearne algebre. Zato u daljem izlaganju vise
necemo pominjati ovaj prostor.

Nastavimo sa jos jednim vaznim tvrdenjem koje nam daje klju¢ne odgovore o strukturi vek-
torskog prostora.

Posljedica 1.3. Neka je V wvektorski prostor dimenzije n. Tada:

(1) Svaki skup koji generise V' sadrzi najmanje n vektora, pri tome skup koji generise V i sadrZi
tacno n vektora je baza u V.

(IT) Svaki skup linearno nezavisnih vektora koji sadrzi n vektora je baza u V.

(III) Svaki skup linearno nezavisnih vektora u V' moZe biti dopunjen do baze u V.
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Dokaz

Sa @ = {vy,vs,...,v,} oznac¢imo bazu u V.

(I) Neka K generise V. Po Teoremi 1.7 3H C K koji je baza u V. Po Posljedici 1.2 skup
H sadrzi ta¢no n vektora. Kako je H C K, to K sadrzi > n vektora. Ako K sadrzi ta¢no n
vektora tada je H = K, tj. K je bazau V.

(IT) Neka je L skup koji sadrzi n linearno nezavisnih vektora. Po Teoremi 1.8 3H C @ koji
sadrzi n —n = 0 vektora, tako da L U H generise V, tj. L generiSe V. Zaklju¢ujemo da je L
baza u V.

(IIT) Ako je L skup od m linearno nezavisnih vektora to po Teoremi 1.8 postoji skup H C @
tako da LUH generiSe V, odakle slijedi da LUH sadrzi m+(n—m) = n vektora. Po dokazanom
tvrdenju (I) ove Posljedice, L U H je baza u V.

Zadatak. Posmatrajmo prostor R* i ¢etiri vektora iz tog prostora:

—_
=}

V1 =

1

0 =
1 ’UQ_

3

N O Ot
— W W N

Ispitajmo da li su ovi vektori linearno nezavisni. Sastavimo njihovu linearnu kombinaciju i
izjednac¢imo je sa nula vektorom:

+ oy

~N O Ot O
— W W N
o O O O

Ovo nas dovodi do sistema linearnih jednacina:

a1+ as + 204 =0

—a9 + 5a3 +3a4 =0
a1+ 3a, =0

3o — 3as + Taz + ay = 0.

Rjesavajué¢i ovaj sistem, dobijamo samo trivijalno rjeSenje a; = ay = a3 = a4 = 0. Dakle,
vektori vy, v9, v3, v4 su linearno nezavisni. Posto su to 4 linearno nezavisna vektora u ¢etvorodi-
menzionalnom prostoru, to znac¢i da su oni baza u R*.

Teorema 1.9. Neka je W potprostor u prostoru V. Tada je dimW < dimV', a ako je dimW =
dimV tada je W =V.

Dokaz
Ozna¢imo n = dimV. Ako je W = {0}, tada je dimW = 0 < n. U suprotnom W sadr7i bar
jedan vektor x; # 0, koji je sam po sebi linearno nezavisan. Dopunimo z; do baze u W, tj.
W = Lin{zy,xs,...,2,}. Ovaj skup vektora je linearno nezavisan u V, §to znaci da je m < n.
Imamo da je

dimW =m < n = dimV.
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Ako je dimW = n, to znaéi da u W postoji baza od n vektora {x1, 2, ..., x,}, §to znadi da je
i{z1,x9,...,2,} baza u V. Zaklju¢ujemo da je

W =V = Lin{zy,xq,...,2,}.

Posljedica 1.4. Ako je W potprostor u V', tada W sadrzi konacnu bazu koja moZe biti dopun-
jena do baze u V.

Dokaz
Dokaz slijedi po Teoremi 1.9 i Posljedici 1.3 (III).
T

Primjer 7. Posmatrajmo vektorski prostor R? = { To | ,x1,%0,23 € R}.
T3
g
Neka je W = { To | ,x1,%9 € R} vektorski potprostor u R3. Lako vidimo da je dimW = 2,
0
dok je dimR3 = 3.
1 1
Jasno je da vektor | —4 | pripada W, dok 0 ne pripada. Takode primijetimo da su
0 —1
vektori:
3 -3
5 1, 5
0 0

linearno nezavisni, pa ¢ine bazu u W. Takav sistem vektora moze se dopuniti do baze u V, s

tim Sto se mora izabrati treé¢i vektor koji je sa navedena dva vektora linearno nezavisan. Taj
1

tre¢i vektor moze biti 0 ¢ Ww.
-1

Teorema 1.10. Neka je potprostor W zbir potprostora Wy i« Wy vektorskog prostora V. Tada
je dimW = dimWy + dimWy — dim (W7 N Ws).

Dokaz
Neka je B = {ey, ..., e} baza potprostora Wi N Wy, Kako je Wi N Wy C Wy i Wy N Wy C W,
po Posljedici 1.4, bazu B mozemo dopuniti do baza By = {ey,...,em, €mi1,..,en} 1 By =

{e1, .. em, €nit, .., €} W W71 i Wy, respektivno. Dokazimo da je By = €1, ..., €my €mi1y oy €ny €ty -

baza u W.
1. Uzmimo proizvoljni element x € W. Tada postoje x1 € Wi ixy € W5 takvi da je x = 21+ x5.
Kako je x E Wi, i By baza u Wi, to postoje koeficijenti ay,...ap,, i1, ..., € R takvi

da je 1 = Za e; + Z a;e;.  Analogno, kako je xo € Ws, i By baza u Ws, to postoje

=1 i=m+1
koeficijenti 51, ...0m, Bt ---Bx € R takvi da je x5 ZBZGL + Z Bie;. Na kraju, imamo
i=n+1
x=> (a;+ Bie; + E e + Z Bie;. Dakle, vektor x pripada linearnom omotacu skupa
=1 i=m-+1 i=n—+1

BW7 paJeWC‘C< )

y Ck
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2. Treba jos dokazati da je sistem vektora ey, ..., €, €mi1, -y €ny €nit, ..., € linerano nezavisan.

Neka je
Zazeﬂr Z Biei + Z vie: = 0.

i=m-+1 1=n+1

Uvedimo oznake a = Y ae;,, b= >, [iejic= Z v;e;- Imamo da je a+b+c = 0, odnosno
=1 i=m-+1 1=n—+1
a+b=—c Kakojea+be Wy, tojeice Wy, apostovaziic e Wy, tojece Wy UWs.

Dakle, vektor ¢ mozemo razloziti po bazama B i By. Kako je razlaganje vektora po bai prostora
jedinstveno, zakljuc¢ujemo da je v,11 = ... = v = 0. Dakle, ostaje nam izraz

Zaze@ + Z Biei = 0,

1=m-+1

a kako su vektori e, ..., €y, €mai1, ..., €, linearno nezavisni (jer ¢ine bazu potprostora Wi), to
jea; = ... =y = Bpa1 = ... = B = 0. Iz prethodnog zakljuc¢ujemo da je sistem vektora
€1y eees iy €1y -y €y €ty .-+, € liNEATNO Nezavisan.

Iz 1. 1 2. slijedi da je sistem vektora ey, ..., €y, €ma1, -, €n,s €nt1, ..., € baza potprostora W.
Zaklju¢ujemo da je dimW =n+ k —m = dimW; + dimWy — dim (W, N Ws)

1.6 Izomorfizam vektorskih prostora iste dimenzije

Neka su V' i V' vektorski prostori nad poljem P.

Definicija 1.11. Vektorski prostor V' naziva se izomorfnim vektorskom prostoru V- ako postoji
"1 =17 preslikavanje ¢ : V — V' tako da Yu,v € V i Va € P vaZi:

L. p(u+v) = p(u) + ¢(v)
2. plau) = ap(u).

Preslikavanje ¢ se naziva izomorfizmom.
Oznaka: V = V' ¢ita se: "Prostori V' i V' su izomorfni".

Tvrdenje 1.3. p(0) =0, gdje su ® i 0 nula vektori u prostorima V i V', respektivno.

Dokaz
Neka je v € V i neka je ¢ : V — V' izomorfizam vektorskih prostora V' i V’. Tada:

p(0) = p(0-v) =0-p(v) =0".
Primjedba. Izomorfizam je relacija ekvivalencije.

Teorema 1.11. Vektorski prostori V i V' su izomorfni ako i samo ako dimV = dimV".

Dokaz:
Neka je dimV = dimV’ = n i neka su By = {e1,ea,...,e,} 1 By = {€],€},...,¢€),} baze u V i
V', respektivno. Izaberimo proizvoljni vektor v € V, tada se v razlaZe po bazi u svom prostoru:

n
v = E Q€.
i=1
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Defini§imo preslikavanje ¢ na sljedeéi nacin: p(v) = v/, gdje je v/ = >~ | a;e}. Dakle, preslika-
vanje ¢ je definisano tako da se svaki vektor iz V' slika u vektor sa istim koordinatama u V.
Preslikavanje ¢ je 71 — 17, jer je razlaganje po bazi jedinstveno.

Neka su dalje u,v € V, tj. u=> 1 e; iv=> " [Bie;. Tada je:

plu+v) =0 e+ Y Bier) = o) (i + Bi)er) =

i—1 i—1 i—1
= Z(ai + B)e; = Zaie; + Zﬁie’i =u +v" = p(u) + pv).
i—1 i—1 =1

Slicno ¢emo pokazati da je ¢(av) = ap(v):

plav) = pla )y Bie) = 0()_afie) =Y afici=a) fie; = av’ = ap(v).
i=1 i=1 i=1 i=1

Dakle, dokazali smo da su prostori iste dimenzije izomorfni, tako Sto smo konstruisali jedan
takav izomorfizam.

Neka je sada dimV = n > n’ = dimV’. Tada izomorfizam ¢ slika bazu B; u vektore
{p(e1),...,p(en)}, koji su linearno zavisni jer u V' baza po pretpostavci ima n’ < n vektora.
To znadi da 3i € {1,2,...,n}, tako da je o; # 0 i da:

z”: 0%@(67:) =0
i=1

Posto je ¢ izomorfizam, imamo da:

go(zn: ae) = 0.
i—1

Kako je ¢ 71 — 17 preslikavanje, to se samo jedan vektor iz V slika u nula vektor u V', a to je
nula vektor iz V. Slijedi:

Z o;e; = @,

i=1

i posto 3i € {1,2,...,n}, tako da je oy # 0, to znaci da sistem vektora Bj nije baza, jer su
linearno zavisni. Ovo je kontradikcija koja pokazuje da n < n'.

Na isti na¢in se pokazuje kontradikcija i za pretpostavku n < n’. Ovo dokazuje da prostori
razli¢itih dimenzija nisu izomorfni.

Zakljucak. Na kraju prvog Poglavlja podsjetimo da smo se upoznali sa kona¢nodimenzional-
nim vektorskim prostorima, njihovom strukturom i svojstvima. Rezultat o izomorfizmu vek-
torskih prostora nam omogucava da poistovjetimo dva vektorska prostora iste dimenzije. Uz
pomo¢ izomorfizma, sve rezultate o jednom prostoru mozemo lako prenijeti na drugi. To nam
otvara mogucnost da dalje skoro iskljuc¢ivo radimo sa prostorima R" i skoro zaboravimo na
geometrijske prostore, prostore boja, prostore prehrambenih namirnica i slicno. Tacke u ge-
ometrijskom prostoru, boje, namirnice, itd. mozemo poistovjetiti sa koordinatnim kolonama u
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R™, gdje je lakse vrSiti operacije sabiranja vektora i mnozenja brojem. Takode, operacije nad
vektorima u R™ je lako isprogramirati na rac¢unaru, i tako (koriste¢i izomorfizam) kreirati pro-
grame za operacije nad geometrijskim vektorima, za mjerenje boja ili sastavljanje optimalnog
rezima ishrane. Dakle, ubuduée ¢emo se baviti isklju¢ivo Linearnom algebrom, znajuci da se
njeni rezultati mogu primijeniti na mnoge oblasti, uklju¢ujué¢i Analiticku geometriju, Kom-
pjutersku grafiku, Kolorimetriju ili Dijetologiju.

1.7 Direktna suma vektorskih potprostora

U prethodnoj sekciji smo naveli da je suma dva potprostora Wy i Wy vektorskog prostora V'
potprostor prostora V. Analogno, suma kona¢no mnogo potprostora prostora V' je potprostor
prostora V. Defini§imo direktnu sumu potprostora.

Definicija 1.12. Ako su Wiy, W, ..., Wy potprostori prostora V i ako se svaki vektor x iz W =
Wi+ Ws + ... + Wi moZe na jedinstven nacin predstavite u obliku zbira

$:$1+$2+...+$k, xiEVVi, 1§Z§k,
tada se kaZe da je W (unutra$nja) direktna suma potprostora Wy, Wy, ..., Wy, i pise

W=wWeWy,d...e W,

Primjer 1. Prostor V2 je direktna suma potprostora W, = {(g) |z € R}(z-osa) i Wy =

(§) e Rrosa
0

Primjer 2. Prostor R” je direktna suma potprostora W; = {| z; | |z; € R}, 1 <i < n.
0

Teorema 1.12. Neka je polprostor W direktna suma potprostora Wy © Wy vektorskog prostora
V. Tada je W1 N Wy = {0}. Takode, dimW = dimW; + dimW,

Dokaz:

Prvo, kako je W = W; @ W, zaklju¢ujemo da je ® = 0 + 0 jedinstveno predstavljanje vektora
® € W preko vektora ® € W, i 0 € Ws.

Dalje, uzmimo vektor x € W7 U W,. Tada, postoje x1 € Wi i xy € Wy, takvi da je z = 21 i
—x = x9. Odavde je x1 + o = 0, pa na osnovu jedinstvenog predstavljanja elementa ® € W,
zakljutujemo da je 1 = xo = x = 0. Dakle, WiNW, = {0}. Na kraju, dokazimo da je dimW =
dimWi + dimWs. 1z Teoreme 1.10 imamo da je dimW = dimW; + dimWy — dim(W; UWs), a
kako je Wi N Wy = {08}, to je dim(W; UWs) =0, pa je dimW = dimW; + dimW.

Prethodnu teoremu mozemo uopstiti za direktnu sumu kona¢no mnogo potprostora, odnosno:
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Teorema 1.13. Neka je potprostor W direktna suma potprostora Wi, Ws, ..., W), wvektorskog
prostora V. Tada je (Y, W;)UW; =0. Takode, dimW = dimW; + dimWs+ ...+ dimWj,.

1<i<k,i#j
Dokaz ove Teoreme je analogan dokazu Teoreme 1.12, pa ga ostavljamo citaocu.

Definicija 1.13. Ako se vektorski prostor V moZe predstaviti kao direktna suma svojih potpros-
tora Wy i Wy, tada kaZemo da je potprostor Wy (odnosno Ws) direktna dopuna za Wy (W1 ), ili
da su Wy 1 Wy komplementarni potprostori prostora V.

Teorema 1.14. Za proizvoljan netrivijalan potprostor W prostora V' postoji komplementaran
potprostor.

Dokaz:

Neka je dimW = m, dimV = n. Kako je W netrivijalan potprostor V, to je m < n. Neka
je e, ..., en, baza potprostora W. Po Posljedici 1.4, ovu bazu mozemo dopuniti do baze pros-
tora V' vektorima e,,1,...,e,. Neka je W potprostor prostora V ¢ija je baza sistem vektora
€m+1, -+, €n. Kako je razlaganje proizvoljnog vektora z € V' po bazi ey, ..., €, €mi1, ..., €, jedin-
stveno, zaklju¢ujemo da postoje jedistveni vektori z; € W, xo € Wj takvi da je x = z1 + xs.
Odavde slijedi da je V =W & Wh.
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Glava 2

Matrice

2.1 Definicija. Operacije nad matricama.
Definicija 2.1. Matricom nad poljem P naziva se tablica m x n elemenata iz polja P.

Oznaka: A € P™*" oznacava da matrica A nad poljem P sadrzi m vrsta i n kolona.

Matricu A € P™*" koja sadrzi isti broj vrsta i kolona ¢emo nazivati kvadratnom. U suprotnom,
matricu ¢emo nazivati pravougaonom.

Uvedimo sada tri osnovne operacije nad matricama.

1. MnoZenje matrice brojem

Neka je a € P, A € P™*". Matricu A moZemo pomnoziti brojem a:

a1 a1 ... Q01p

a1 a9y ... QAgp
aA = ) i

Alm1 AQmo ... OQmynp

2. Sabiranje matrica istih dimenzija
Neka su A i B matrice istih dimenzija, A, B € P™*". Tada mozemo sabrati ove dvije matrice
na sljedeé¢i nacin:

ay +bnn ap+bie ... a, +0i,
A4 B ao1 + b1 ag + b ... g, + bay,
am1 + bml Am2 + me e Qmp + bmn

Matrica A + B takode pripada P™*™.

Naglasimo da, ukoliko matrice nemaju iste dimenzije, operacija sabiranja se ne moze uvesti.
3. Mnozenje dvije matrice

Nesto slozenija je operacija mnozenja matrica. Proizvod A - B je definisan samo ako je broj
kolona matrice A jednak broju vrsta matrice B. Dakle, neka je A = (a;;) € P™*"1 B = (b;;) €
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ank .
a;x a2 ... QGip bin bz ... bk
A Q21 Q22 ... dgp B bai by ... by
= ,B =
m1 Am2 ... Gmp bnl bn? cee bnlc

Tada je proizvod A - B € P™** matrica definisana na sljedeéi naéin:

n n n
Do @b Yy anbin oo D0 aiibik
n n n
A.B— Zizl az;bi1 Zizl agibio ... Zizl a2;bi,
B : : : )
n n n
Zizl Amibi1 Zizl Amibia - .. Zizl Amibik

gdje je Z?:l a1;bi1 = a11b11 + aiebay + aisbsy + - - + aipby.
Izmedu ostalog, razmotrimo mnozenje vektora matricom. Neka je A € P™*" b € P":

a1 192 N AT bl
921 22 ... QA2pn bQ
A - s b —
Aml Gm2 - CGmn by,
Tada je:
n
i1 01ib;
n
> i Q2ibi
=1 [
Ab = )
n
i1 Gmibi

Vidimo da Ab € P™.
Jos jednom naglasimo da je proizvod C' - D matrica C' € PP*9 1 D € P"° definisan samo u
slucaju kada q¢ = r.
€11 ... €1pn
Matricu [ = : : kod koje je e;; = 11 e; = 0 za ¢ # j nazivamo jedini¢om
€ml -+ CEmn
matricom.
Svojstva sabiranja matrica:
Za proizvoljne matrice A, B,C' € P"™*" vazi:
a) A+ B=B+ A
b) A+ (B+C)=(A+B)+C
) A+O=0+A=A, Oe P
d)VAe pmm J(=A) e P " A+ (-A)=—-A+A=0¢€ p™m.
e)
f)

04( ) (aB)A, a,BE P
g) a(A+B)=aA+aB, a€P
h) (a+p)A=aA+ BA, a,f€P
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Svojstva mnoZenja matrica:

Za proizvoljne matrice A € P™*", B € P™* i C € P! vaii:
a) A(BC) = (AB)C

b) A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC

c) M(AB) = (M)B = A(AB), A€ P

d) za VA € P™™ i e P"" vazi Al =TA = A.

Primjer 1. Neka su date matrice A € R34 i B € R¥2:

6 2 0 -3 _81 g
A= -2 51 -1 ], B=| |
5 7 4 2 s s

Tada je lako naci proizvod A - B:

37 49
A-B= -9 -19
—21 =22

Primijetimo da u ovom slu¢aju nije definisan proizvod B - A.
Zadatak. Da li je skup R™ " svih realnih kvadratnih matrica dimenzije n sa operacijom
mnozenja grupa?

2.2 Sistem linearnih jednacina. Metod Gausa.

U ovoj sekciji ¢emo kratko razmotriti jedan metod rjeSavanja sistema m linearnih jednacina sa
n nepoznatih. Detaljnije ¢emo se ovim zadatkom baviti u sljede¢em Poglavlju.

111 + a19T9 + ... + ATy = b1

211 + 22X 2 + ...+ AonTy = b2

(2.1)
Am1T1 + Qoo + oo + ATy = by,
Matricom ovog sistema nazovimo sljedeé¢u matricu:
a1 a1 ... Qip
921 A29 ... Q9
A=
Am1 Am2 ... Qmp
b1 T1
bg i X2
Vektor b = } nazovimo vektorom desne strane, a vektor X = . vektorom nepoz-
by Ty

natih promjenljivih.
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Znajuéi operaciju mnozenja matrica i, izmedu ostalog, mnozenja vektora matricom, sada za-
datak (2.1) mozemo zapisati krace, u vektorskom obliku na sljedeé¢i nac¢in:

AX =0b.

2.2.1 Metod Gausa

Posmatrajmo proSirenu matricu sistema (2.1) (Alb):

ailz a2

ag1  A22
A=

Am1 Am2

A1n
Aon

amn

Pretpostavimo da je a;; # 0. Prvu vrstu pomnoZenu sa

drugoj, trecoj, ..., m—toj vrsti, dobijamo:
a1 a2
A - 0 22
0 ame

Q1n

Qon

amn

(2.2)

by
ba
b

—a2  —4ml dodajemo respektivno
ail ail

Pod pretpostavkom da je asy # 0, ponavljamo postupak sve dok ne dobijemo tzv. stepenasti
oblik matrice (u svakoj novoj vrsti ispred prvog nenultog elementa postoji jedna bar jedna nula

vi§e nego u prethodnoj vrsti), tj.:

a1 a2

0 ag

A= 0 0
0 0

Q1n
Q2p,

Q2n,

—
—

amn

U slucaju da se u nekom momentu dogodi da a;; = 0, to ¢emo vrstu ¢ zamijeniti sa nekom od
donjih vrsta j > ¢, takvom da aj; # 0. Ukoliko se dogodi situacija da svi a;; = 0, j > ¢, to
prelazimo na sljede¢u kolonu. Na ovaj nacin uvijek svodimo matricu na stepenasti oblik, $to se

jasno vidi iz narednih primjera.
Primjer 1. Neka je dat sistem jednacina:

21‘1—1’2+3l’3:—3
I1+4$3:0
21’1+2.T2—l’3:—2

Svedimo matricu sistema na trougaoni oblik:

-1 3 |-3

2
1

L0 4|0 | = v (=5) +1Tvi o (<1) + IT1v =

2 2

—1|-2

S O N
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3
— IIv-(—6)+I[Ilv— |0 L 3 |32
0 0 —19|-8

Odavde nalazimo da je —19x3 = —8, tj. =3 = %. Uvrstimo ovo u drugu jednacinu i dobijamo
%l‘g + gl% = % odakle imamo x5 = %. Iz prve jednacine 2xy; — z9 + 3x3 = —3 zamjenom
konkretnih vrijednosti za x5 i 3 dobijamo da je z; = _%' Na ovaj nacin smo nagli rjeSenje

sistema linearnih jednacina koriste¢i metod Gausa.

Primjer 2. Neka je dat sistem jednacina:

201 + 229 — 323 — 24 =5
3x1+ 31y —x3—bxry =1
Ty — 29— 24 =0

4y — 3x3 — 314 =0

Svedimo matricu sistema na trougaoni oblik:

2 2 =3 —-1|5

3 3 -1 —=5|1 3 1

1 -1 0 —-1lo —>IU-(—5)4—][1),]@-(—§)+IIIU,IU~(—2)+IVU%

4 0 -3 =30
2 2 =3 —-1| 5 2 2 -3 —-1| 5
o o0 I _T|_1 0 —2 2 _1] _3
0 —9 3 1] ¢ | = HIv(=2)+1Vuv v v — 00 [ A

2 2 2 2 2|72

0 4 3 —-1|-10 0O 0 0 0| -5

Na osnovu posljednje matrice zakljuCujemo da sistem nema rjeSenje.

Primjer 3. Neka je dat sistem jednacina:

3.’13'1—3{E2—.T3:1
r1+ 223 = —1
41’1—3[E2+l’3:0

Svedimo matricu sistema na trougaoni oblik:

3 =3 —1|1
1 0 2|1
4 =3 1|0

Zamijeni¢emo mjesta prve i druge vrste, a onda prvu vrstu pomnozenu sa —3 dodajemo drugoj,
pa zatim pomnozenu sa —4 trecoj, dobijamo:

1 0 2 ]-1 1 0 2 ]-1
0 -3 —-7| 4 —Ilv-(-1)+1[Iv— | 0 =3 —-7| 4
0 -3 —-7| 4 0 0 071]0
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Odavde zaklju¢ujemo da je —3xy — Tx3 = 4, tj. z9 = —%xg — %, a iz prve jednacine imamo
x1 + 2x3 = —1, tj 1 = —1 — 2z3. Opste rjesenje sistema je
—1- 25(33
—gl’g — % , T3 € R
T3

Zakljucak. Metod Gausa je algoritam rjesavanja sistema linearnih jednacina, putem svodenja
matrice na stepenasti oblik. Pri tome se koriste tri operacije nad vrstama matrice:

1. mnoZenje jedne vrste brojem \ # 0;

2. zamjena dvije vrste mjestima;

3. dodavanje jedne vrste, pomnoZzene brojem «, drugoj vrsti.

Ove tri operacije nad vrstama nazivamo elementarnim transformacijama vrsta.

Osim elementarnih transformacija vrsta, mogu se razmotriti i elementarne transformacije kolona
matrice. Koristeé¢i elementarne transformacije i vrsta i kolona, matrica se moze svesti na joS$
prostiji oblik.

Tvrdenje 2.1. Neka je A € P™*". Elementarnim transformacijama vrsta i kolona matrica A
se moZe svesti na sljedeci oblik:

10 00 ...0°0
0 1 00 ...0°0
G=|00 ..10 00 |,
00 0 ...00
00 ...00..00

gdje je G matrica dimenzija m X n, na ¢ijoj glavnoj dijagonali stojr r < m jedinica © m — r
nula, a svi ostali elementi su jednaki nuli.

Umyjesto strogog dokaza, ovdje ¢emo navesti primjer koji ilustruje postupak svodenja.
Primjer.

2 2 31 5 2 2 —
3 3 —-10 —>]v-(—§)+lfv;]v-2+lllv—> 0 0 Z g —
—4 —4 -1 1 00 -7
3 . 2.0 0
— Ik (=1) + ITk; Ik - 5+ IIIk; Tk - (—§)+1Vk—> 00 I —g —
00 -7 3
2 00 0 5
— Iv-2+11Tv; 1Tk 11Tk — [ 0 £ 0 =2 | > 1Ik-—+1Vk—
7
000 0
2 000 5 1000
-1 0% 00 —>II<:—Hk-?—> 0100
0000 0000
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2.3 Determinanta kvadratne matrice

Na pocetku se podsjetimo pojma permutacije konacnog skupa. Skup K’ se naziva permutacijom
kona¢nog skupa K = {1,2,3,...,n} ako je K’ dobijen iz K zamjenom elemenata mjestima.
Prostom permutacijom se naziva skup u kome su samo dva elementa zamijenila mjesta. Skup
od n elemenata ukupno ima n! permutacija.

Skup K’ se naziva parnom permutacijom skupa K, ako se on moze dobiti putem parnog broja
prostih permutacija elemenata iz skupa K. U suprotnom, skup se naziva neparnom permutaci-
jom, ako nam treba neparan broj takvih permutacija.

Sada uvedimo pojam determinante kvadratne matrice A = (a;j)nxn- lzaberimo n elemenata
matrice A, tako da bude ta¢no po jedan iz svake vrste i kolone i formirajmo prozivod ob-
lika: ay;, - agi, - - ang,, gdje je {i1,ia,...,0,} permutacija skupa {1,2,... ,n}. Na ovaj nacin
mozemo formirati n! razli¢itih proizvoda. Dalje, saberimo svih n! proizvoda, pri ¢emu ¢emo
svaki proizvod uzeti sa odgovaraju¢im znakom. Pravilo odredivanja znaka svakog od proizvoda
je sljedece: ukoliko je permutacija {i,4s,...,4,} parna, taj proizvod ¢e uéi sa znakom plus,
ukoliko je neparna, proizvod ¢e ué¢i sa znakom minus.

Dobijeni zbir od n! sabiraka, uzetih sa odgovarajuéim znakovima, se naziva determinantom
kvadratne matrice A € R"*".

ajp a2 ... Qip a1 Q12 ... Qi1p
. Qg1 Q22 ... Q2q .| @21 Q22 ... Q2p

Oznaka: detA ili det ) o ] ili |, . ]
ap1 Gp2 ... Gpp Ap1 Gp2 ... Gpp

Primjedbe.

1. Determinanta matrice je broj, tj. element polja P.

2. Determinantu imaju samo kvadratne matrice. Nema smisla govoriti o determinanti pravougaone
matrice, tj. matrice koja ima razli¢it broj vrsta i kolona.

Primjer 1. Neka je A = (aj;) € R matrica dimenzija 1 x 1. Tada detA = ay;.

Primjer 2. Neka je A € R**2. Tada, saglasno definiciji:

a1x a2
detA = det = @11022 — A12G21.
Q21 Q22

11 Aiz2 13
Primjer 3. Neka je A = R33, A = Qo1 G2 QA23

a31 daz2 a33

11 Q12 0413

detA = | as; a9 Qo3 | = E Sgn(m)ayj, 2j, 4354 -
as1 Q3o Aass3 w€ Skup permutacija{1,2,3}
U ovom slucaju determinanta matrice ¢e biti jednaka zbiru 3! = 6 proizvoda. Oznacimo sa
m,...,Te sve permutacije skupa {1,2,3}, sa P(m;) broj inverzija u permutaciji m;. Znak

(parnost) permutacije m; je (—1)P(™).

m:l 2 3 P(m)=0=sgnm =(-1)"=1
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Tl 3 2 P(m)=1= sgnm=(-1)'=-1

m3:2 1 3 P(m)=1= sgnmy = (—1)' = -1

m:2 3 1 P(m)=2=sgnm=(-1)>=1

m5:3 1 2 P(ms)=2= sgnms = (—1)> =1

6:3 2 1 P(mg) =3 = sgnmg = (—1)> = —1
Kona¢no, imamo:

detA = a11a22a33 — a11023032 — Q12021033 + 12023031 + A13021A32 — Q13022031 -

Zadatak. Odredimo determinantu matrice

1 0 7
A= 0 2 -1
-1 -1 3

Determinanta ove matrice se dobija sabiranjem 3! = 6 proizvoda. Rac¢unajuci parnost svake od
permutacija, dobijamo:

detA=1-2-340-(=1)-(=1)+7-0-(=1) = (=1)-2-7=0-0-3—(=1) - (=1) -1 = 10.

Neka je A = (a;;) € R™*". Sa ;17] € R=Dx(=1) gzna¢imo matricu dobijenu iz A izbacivanjem
1—te vrste i j—te kolone.

Teorema 2.1. Determinanta kvadratne matrice A se moZe izracunati razlaganjem po bilo kojoj
vrsti, 4. Vi € {1,2,...,n} vaZi:

detA = Z(—l)”jaij . d@t;{;j.
j=1

Definicija 2.2. Broj (—1)"7 . d@t;l\;j naziva se algebarskom dopunom elementa a;;.

Nastavak zadatka. Odredimo determinantu matrice

1 0 7
A= 0 2 -1
-1 -1 3

razvijajuci je po drugoj vrsti:

0 7 1 7 1 0
detA = —O-det( 13 >+2-det< 1 3 )—(—1)-det< 1 1 ) = —0-74+2:10+1-(—-1) = 19.
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2.3.1 Geometrijski smisao determinante

A) Razmotrimo dva vektora @i b u eometrijskom prostoru V2. Izaberimo standardnu bazu
g

{e1,e2} u V2. Tada se @ i b razlazu po bazi: @ = a1€] + as6s, b = b1€) + byés.

Oznacimo sa P povrsinu paralelograma koji je navuc¢en na vektore @ i b. Tada:

. a; as
P—|det( b by >|

Dakle, kako bi se izra¢unala povrSina paraleleograma koji je navucen na dva vektora, dovoljno
je koordinate tih vektora uvrstiti u vrste matrice i izracunati determinantu dobijene matrice
dimenzija 2 x 2. Istina, determinanta matrice moze biti negativhom, zato ¢e povrSina biti
apsolutna vrijednost determinante.

Primijetimo da povrsina zavisi od izbora baze. Kada se govori o povrsini obi¢no se podrazumi-
jeva da je izabrana standardna baza {é}, €>}, ako nije naglaseno drugacije.

Zadatak 1. Izraunati povrsinu paralelograma navucenog na vektore @ = (=1, 2) i b = (5, 2).
Imamo:

V2

Slika 2.1

1 2
P-]det( - 2>y_|—2—10|_12.

Zadatak 2. Izracunati povr§inu paralelograma navucenog na vektore @ = (3, 1) i b = (6, 2).
Lako je provjeriti da je trazena povrs§ina nula. Ovo je bilo ocekivano, s obzirom da su vektori @i b
kolinearni. (B) U geometrijskom trodimenzionalnom prostoru V3 paralelopiped je geometrijsko

b

€1

Slika 2.2
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—

tijelo navuceno na tri vektora: @ = (a1, as, az), b = (by, by, b3), @ = (¢4, ¢, c3). Uvrstivsi
koordinate ovih vektora u vrste matrice, mozemo izrac¢unati zapreminu V' ovog paralelopipeda:

ay asg as
V= ’th bl bg b3 ‘
C1 Co2 C3

_>
Na Slici 2.3 je prikazan paralelogram navucen na vektore a,bi7.

Slika 2.3

Zadatak 3. Izracunati zapreminu paralelopipeda navucenog na vektore @ = (3, 0, —6), b =
(1, =3, —2), = (1, 6, —2).

Uvrstimo koordinate vektora @, b, ¢ u vrste matrice i nadimo determinantu:

3 0 —6
V=ldet| 1 =3 =2 ||=0.
1 6 -2

Dobijeni rezultat je ocekivan, ako uo¢imo da su vektori @, b i ¢ komplanarni (linearno zavisni).
Posto leze u istoj ravni, paralelopiped koji je navucen na njih je, u stvari, paralelogram i
zapremina mu je nula.

(C) Tako se nasa geometrijska intuicija zavrSava na trodimenzionalnom geometrijskom pros-
toru, moguée je razmotriti zapreminu apstraktnog paralelopipeda u geometrijskom prostoru
V™. Ovaj paralelopiped je navucen na n vektora: @ = (ai1,...G15),.-., 0y = (Gp1y ..., Qnp)-
Ocekivano, zapremina ovog apstraktnog n-dimenzionalnog paralelopipeda se moze izracunati
pomocu determinante:

ay;r a2 ... Qip
V- ‘det (1.21 22 ... Q2pn
ap1 Qp2 ... Gpp
Sada ve¢ mozemo pogoditi da ¢e ova zapremina biti jednaka nuli, ako su vektori-vrste ay, ..., d,

linearno zavisni.
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2.3.2 Svojstva determinante

Nakon ovih geometrijskih ilustracija pojma determinante, vratimo se algebarskim razmatran-
jima. Najprije ¢emo dokazati dva jednostavna tvrdenja o determinanti matrice.

Tvrdenje 2.2.
Tvrdenje 2.3. Ako matrica A sadrzi vrstu koja se sastoji iskljucivo od nula, tada je detA = 0.

Tvrdenje 2.4. Neka je matrica B dobijena iz A mnoZenjem jedne vrste brojem \. Tada je
detB = X\ - detA.

Dva prethodna tvrdenja direktno slijede iz definicije determinante.

Tvrdenje 2.5. Ako matrica A sadrzi dvije identicne vrste, tada je detA = 0.

Dokaz
Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po dimenziji matrice.
Neka je A = (a;;) € R**? matrica sa dvije iste vrste. Tada je

det ( @ > =
a; Qg
Pretpostavimo da tvrdenje vazi za matricu dimenzije (n — 1) x (n — 1) i dokazimo za matricu
A dimenzije n X n koja ima dvije iste vrste. Imamo:

detA = Z(—l)iﬂ T det;l\;j.
j=1

Po pretpostavci indukcije matrica EZJ dimenzije (n — 1) x (n — 1) ima dvije iste vrste, pa je
detA;; = 0. Iz ovoga jasno slijedi da je detA = 0.

Dalje ¢emo zbog jednostavnosti sa a; (i = {1,...,n}), oznacavati i—tu vrstu matrice A: a; =
(ail, PN ,&m).

Teorema 2.2. Determinanta matrice A = (a;j)nxn je linearna funkcija svake vrste, tj. za
svako r € {1,2,...,n} i svako o € P imamo:

ai ai ai
a2 a2 a2
Ap_1 Ar_q Ar_1
det " = det " + « - det "
U+ v U v
Qr41 Qr41 Qr41

Qn, Qn Qn
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Dokaz
Dokaz Teoreme izvodimo indukcijom po n.
Za n = 1 tvrdenje je ofigledno. Pretpostavimo da Teorema vazi za matricu dimenzije (n —

1) x (n —1). Neka je A matrica dimenzije n X n sa vrstama aj,as, ...,a,. Neka za neko
re{1,2,...,n} imamo da je a, = u+ «-v i gdje su u i v vektori zadati sa u = (by, bs,...,b,)
iv=/(cy,co,...,¢,). Oznacimo sa B i C' matrice dobijene iz A tako $to je vrsta a, zamijenjena

vrstom u i v respektivno. Treba dokazati da je:
detA = detB + « - detC.

Pretpostavimo da je r > 1. Tada su matrice Zg,/B\; i CT] iste osim (r — 1)—ve vrste. Vrsta
(r — 1) matrice 1/4\1;je oblika (by+a-cy,...,bj_1+a-cj_1,bjp1 +a-cjr1,...,bp+a-c,). Jasno
je da je ovo suma (r — 1)—ve vrste matrice /BT] i (r —1)—ve vrste matrice CTJ-, pomnozene sa .
Dimenzije matrica 1/417, /B\; i CNU su (n—1) x (n— 1), pa za njih vazi pretpostavka indukcije, tj.

det;llvj = det/B\g + - detCNlj.

Sada imamo:

detA = Z(—1)1+j SGVE detz:; = Z(—1)1+j < Q- det/é:; + - Z(—1)1+j cayyj e deté;l/j =
=1

j=1 7=1

S (=1 by detBry+a Y (=) ey detChy = detB + o - detC.

Jj=1 Jj=1

Jednakost a1; = by; = ¢1; vazi, jer se matrice Ay;, By; 1 Cy; razlikuju samo po visti (r — 1), a
elementi a;, 01, 1 ¢;; nisu u toj vrsti.

Posljedica 2.1. Neka je matrica B dobijena zamjenom mjestima dvije vrste u matrici A. Tada
je detA = —detB.

Dokaz
Neka su aq, as, ..., a, vrste u matrici A i neka se B dobija zamjenom mjesta vrsta a, i ag, tj.:
ai ai
as as
a, as
A = , B =
as a,

Qp Qp
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Posmatrajmo matricu C' dobijenu iz A zamjenom vrsta a, i a, vrstom a, + a,:

A, + Qg

a, + ag

ai
a2

Qn

Determinanta matrice C je 0, jer ima dvije iste vrste, dakle:

0 = detC = det

a1
a2

a
= det "

ay

an

+ det

a, + Qg

a, + Qg

ai
ag

Qy

Qs

an

ai
a2

+ det

= det

ay
az

Qs

Ay

Qn

ai
a2

+ det

ai
a2

as

as

Qn

ay
a2

+ det =

=0+ detA + detB + 0.

Odavde imamo da je detA + detB = 0, tj. detA = —detB, §to je i trebalo dokazati.

Posljedica 2.2. Neka je matrica B dobijena dodavanjem jedne vrste matrice A, pomnoZene
brojem «, drugoj vrsti matrice A. Tada je detA = detB.

Dokaz

Neka su aq, ao, . .

., a, vrste u matrici A i neka se B dobija dodavanjem vrste a,, pomnoZzene sa
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a, vrsti ag u A, tj.:

Tada je:
a1
a2
a’T’
detB = det )
as + aa,
an

ai
as

= det

a1
Q2

Qy

Qs

an

ai

a2

Q.

as + aa,

Qp,
a1
a2
a’l”

+ « - det

Qr
Qp,

=detA + a0 =detA.

Posljedica 2.3. Neka se u matrici A jedna vrsta moZe izraziti kao linearna kombinacija ostalih.

Tada je detA = 0.
Dokaz

Neka su aq,as,...,a, vrste u matrici A. Neka je vrsta a, linearna kombinacija ostalih, tj.
a, = a1a1+- -+ o101+ Q110,41+ - - +,a,. Formirajmo matricu B na sljedeéi nacin: vrsti
a, dodajmo vrstu a; pomnozenu sa —aq, vrstu ag pomnozenu sa —qs,...,vrstu a,_; pomnozenu
sa —au._1, VIstu a,y; pomnozenu sa —Qyy1,..., VIstu a, pomnoZenu sa —«,. Determinante
matrica A 1 B su jednake po Posljedici 2.2 Imamo:

detA = detB = det

jer u B imamo vrstu u kojoj su sve nule.

Qp — Q11 — = Op_1Gp—1 — Qpy1Upy1 — 0 — Qply

ai
as

Ar—1
Qr41

Qn

Zakljucak. Ukoliko su vrste matrice A linearno zavisne tada je detA = 0.
Primjer. Posmatrajmo matricu:

1
A=10
1

3 3
7 2
—-18 -3
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Vrste ove matrice su a; = (1 3 3),ac=(0 7 2)iaz=(1 —18 —3). Primijetimo da
je az = a; — 3as, Sto znaci da je detA = 0.

2.4 Matrice elementarnih transformacija

Neka je zadata matrica A € R™*":

a1 a19 N AT

a921 922 Ce Aoy,
A=

m1 Am2 ... Gmp

U ovoj sekciji ¢emo se baviti transformacijama vrsta matrice A. Razlikova¢emo elementarne
transformacije vrsta tri tipa:

1. tip: mnoZenje jedne vrste matrice A brojem A # 0;

2. tip: zamjena dvije vrste matrice A mjestima;

3. tip: dodavanje jedne vrste matrice A, pomnozene brojem «, drugoj vrsti.

Primjedba. Metod Gausa, svodenje matrice na stepenasti oblik, se sastoji od kona¢nog broja
elementarnih transformacija vrsta matrice A.

Sada ¢emo pokazati da se elementarne transformacije vrsta mogu dobiti mnozenjem matrice A
nekim kvadratnim matricama. Te matrice ¢emo nazivati matricama elementarnih transforma-
crja.

1. tip: Matrica elementarne transformacije mnoZenja vrste brojem \ # 0.
Oznacimo sa F, kvadratnu dijagonalnu matricu dimenzije m, na ¢ijoj dijagonali su sve jedinice,
osim r-te vrste, gdje se nalazi broj \:

10 0 0
0 1 0 0
Ea=1 90 .. A .. 0
00 ... 0 ... 1

Pomnozimo matricu A € R™*"™ matricom E, € R™* sa lijeve strane:

10 ... 0 ... 0 a " . . . )
o1 ... 0 ... 0 1 IV 1n 11 12 ... n
EaA - 0 0 . )\ ) ] 0 Ar Aro ... Qpp = )\CLM )\(]JTQ . >\arn
00 .. 0 .. 1) \@m Gma o am Gmi Gm2 -ee G

Vidimo da je proizvod ove dvije matrice matrica dobijena iz A mnoZenjem r-te vrste brojem .
Konacno, primijetimo da je detE, = X # 0.
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2. tip: Matrica elementarne transformacije zamjene dvije vrste mjestima.

Oznacimo sa FEj, kvadratnu matricu dimenzije m u kojoj u svakoj vrsti stoji tacno po jedna
jedinica. Pri tome u svim vrstama, osim r-te i s-te, jedinice stoje na dijagonali, dok u vrsti r
jedinica stoji u s-toj koloni, a u vrsti s u r-toj koloni:

10 0o - 0 0

01 0 0 0

0 0 0 1 0
Ey = :

0 0 1 - 0 0

0 0 0 0 1

10 ««- 0 - 0 --- 0 . . . . . .
o1 -0 -0 --- 0 1 2 - ?n 11 12 -.- Qin
0 0 0 - 1 0 r1 Gr2 @rn 51 s sn
00 1 0 0 o1 s sn 1 G Qrn
00 0 0 1 Gt m2 tmn 1 A @

Vidimo da je proizvod E,A matrica dobijena iz A zamjenom vrsta r i s mjestima.
Primijetimo da detE, = —1.
3. tip: Dodavanje jedne vrste, pomnoZene brojem «, drugoj vrsti.

Oznacimo sa F, kvadratnu matricu dimenzije m u kojoj na dijagonali stoje sve jedinice, ostalo
su nule, osim elementa na poziciji r, s, koji je jednak a:

1 0 0 0 0

01 0 0 0

0 0 1 0 0
Ec: .

0 0 a - 1 0

0 0 0 1
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Pomnozimo matricu A matricom F, sa lijeve strane:

10 --- 0 -~ 0 --- 0 . ) .
11 12 e 1
01 -+ 0 -+ 0 -0 n
| Ar1 Qpo ... @
00 1 0 0 T T rn
E.A= _ _
. as1 Qg ... Q,
O O « 1 0 s s sn
oo --- 0 -+ v .1 m1 Am2 .- Gmn
a11 12 A1y
Qr1 aro Ay,
Qg1 + Qa1 Ao+ QQry ... Agy + Qlpp
(m1 Am2 A,

Vidimo da je proizvod E.A matrica dobijena iz A dodavanjem vrste r, pomnozene brojem «,
vrsti s.

Primijetimo da detFE,. = 1.

Primjer. Neka je data matrica A € R3*4. Pretpostavimo da je u matrici A potrebno prvoj
vrsti dodati drugu, pomnozenu brojem 2.

1 3 10
A=| 6 -5 2 2
1 -1 0 7

Formirajmo matricu E,. elementarnih transormacija treceg tipa:

E. =

o O =
(e R \)
—_ o O

Rezultat proizvoda E.A je upravo matricu koju smo trazili.

13 -7 5 4
EA=| 6 -5 2 2
1 -1 07

Zakljucak. Prilikom rjesavanja sistema linearnih jednac¢ina smo koristili metod Gausa. Sada
vidimo da se metod Gausa svodenja matrice A € R"™*™ na stepenasti oblik moze zapisati kao
mnozenje matrice A matricama elementarnih transformacija sa lijeve strane.

Primjedba. MnozZenje matrice A matricama elementarnih transformacija sa desne strane
odgovara elementarnim transformacijama kolona.
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Zadatak. Zadata je matrica

3 -7 8 4
A=14 -5 0 2
1 —-11 0 7
Zapisati matrice elementarnih transformacija Fy,..., E,, kojima je potrebno pomnoziti A s

lijeve strane kako bi se ova svela na stepenasti oblik.

2.5 Obratna matrica

U ovoj Sekciji ¢emo nastaviti da se bavimo isklju¢ivo kvadratnim matricama iz R™*".

100 ... 0
010 0

Definicija 2.3. Matrica [ = 001 ...0 dimenzija n X n, na ¢ijoj dijagonali se
000 ... 1

nalaze jedinice, a izvan dijagonale nule, se naziva jedinicnom matricom.

Definicija 2.4. Neka je A € R™™". Ako postoji matrica Q) € R™"™ takva da je Q-A = A-Q =1,
tada éemo Q nazivati obratnom (ili inverznom) matricom matrice A.
Matricu koja ima obratnu éemo nazivati invertibilnom.

Oznaka: Obratna matrica se oznacava Q = A™%.

Teorema 2.3. Matrice elementarnih transformacija su invertibilne © njihove obratne matrice
su matrice elementarnih transformacija istog tipa.

Dokaz

Dokaz ¢emo izvesti tako Sto ¢emo za svaki od tri tipa matrica elementarnih transformacija
neposredno naci njihove obratne matrice.

1. Razmotrimo najprije matricu F, elementarnih transformacija prvog tipa.

1 0 0 ... ... 0
0 1 0O ... ... 0
2 S W
0 0 0 1
Tada:
1 0 0 0
0 1 0 0
Ea_lz : : :
0 1 0
0 0 0 1
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2. Neka je Ej, matrica elementarnih transformacija drugog tipa, tj. zamjene dvije vrste mjes-

tima. Tada je lako provjeriti da Ej, = Eb_l.
3. Kona¢no, razmotrimo matricu elementarnih transformacija treéeg tipa.

10 ««-- 0 «-- 0 --- 0 10 - 0 - 0 --- 0
01 - 0 -+ 0 --- 0 o1 - 0 - 0 --- 0
00 1 0 0 L 00 1 0 0
E. = B X
00 o) 1 0 00 —a 1 0
00 0 1 00 0 1

Na ovaj nacin je pokazano da su matrice elementarnih transformacija invertibilne. Vidimo da

su obratne matrice E; !, E, ', E-! takode matrice elementarnih transformacija.

2.6 Rang matrice

Neka je zadata pravougaona matrica A € R™*™:

a1 a2 ... Qip

21 Q22 ... Q2q
A=

Am1 Am2 ... Qmnp

Iz A izaberimo k vrsta i k kolona, tj. podmatricu M, dimeznije k x k. Ozna¢imo sa i1, io, . . .

indekse izabranih vrsta, a sa ji, j, ..., Jr indekse kolona.
Qir5; - Qgqgy

M, = :
Qigjr -+ Qiggy,

Definicija 2.5. Determinanta matrice My naziva se minorom reda k matrice A.

Definicija 2.6. Reéi éemo da matrica A ima rang jednak r, ako:
1. postoji minor reda r razli¢it od nule;
2. svaki minor reda s > r matrice A je jednak nuli.

Drugim rije¢ima, rang matrice je dimenzija najveée kvadratne podmatrice ¢ija je detemninata

razli¢ita od nule.
Oznaka: r = rankA.
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2.6.1 Bazisne vrste 1 kolone

Matrica A ranga r ima bar jednu kvadratnu podmatricu M, dimenzija r x r, takvu da je
detM, # 0. Vrste i kolone matrice A na ¢ijim se presjecima nalaze elementi matrice M, nazivaju
se bazisnim vrstama i bazisnim kolonama.

Primjer. Posmatrajmo matricu:

1 3 -7 1
A= 1 0 5 2
-1 3 —-17 =3

Najvec¢a kvadratna podmatrica matrice A je dimenzije 3 x 3. Medutim, direktnim ra¢unanjem
determinanti mozemo vidjeti da su sva Cetiri minora reda 3 jednaka nuli. Izdvajajuéi iz A
podmatrice dimenzije 2 X 2, dobijamo minore drugog reda koji nisu jednaki nuli. Kao bazisne
vrste 1 kolone mozemo uzeti, recimo, prvu i drugu vrstu i prvu i drugu kolonu. Tada:

1 3

M2 = ,d@tMg = -3 7é 0.
10

Sada iz definicije slijedi da je rang matrice A jednak 2. Primijetimo da izbor bazisnih vrsta

i kolona nije jednoznacan. Na primjer, mozemo izabrati drugu i tre¢u vrstu i prvu i ¢etvrtu

kolonu i one ¢e takode biti bazisne. Zaista, na ovaj nacin smo izabrali podmatricu

1 2
Mé:(—1 —3)’

Teorema 2.4. VaZe sljedeca tvrdenja:
1. Bazisne vrste (bazisne kolone) matrice A su linearno nezavisne.
2. Svaka vrsta (kolona) matrice A se moZe predstaviti kao linearna kombinacija bazisnih vrsta

(kolona).

Dokaz

1. Neka je rankA = r, i a;,,...,q;, bazisne vrste matrice A. Tada je podmatrica M, koja
sadrzi ove vrste takva da det M, # 0. Saglasno Posljedici 2.3 (takode vidi Zaklju¢ak nakon ove
Posljedice) vrste matrice M, su linearno nezavisne. No, tada su i vrste a;,,...,a; matrice A
linearno nezavisne.

2. Pretpostavimo da je rankA = r. Tada su svi minori reda r+1 jednaki nuli, tj. detM,; = 0,
gdje je:

¢ija je determinanta jednaka -1.

aypr ... Q1 Q1g
M, = ' o ., p>r, S>T.
Ar1 o-. Gpp  Gpg
Api .- Gpy  Gps
Oznac¢imo sa Ay,, Ags, ..., Ars, Ayg algebarske dopune elemenata ays, ags, . . ., Grs, Qps 1 izracu-

najmo determinantu M, , razlazuéi po koloni s:

detM, 1 = 15015 + agsDos + -+ - + arsAps + aps Aps = 0. (2.3)
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Podijelimo jednacinu (2.3) sa detM, # 0:

a :_Alsa i A2sa L Arsa
pe detM,” *  detM, ** detM, "
A s .o .
Ako uvedemo oznake —Gernr. = Qs ke {1,2,...,r} dobijamo:
Ups = Q10715 + Qoags + - -+ Qplys.
Uvrstavajuéi u prethodnu jednakost redom s = 1,2,...,n dobijamo:
apl = Q1011 + - - + QG
Qpp = A101p + ot QG
Posljednjih n jednakosti mozemo zapisati kao vektorsku jednakost:
ap = Q101 + * -+ + Q.
Znadi, vrsta a, je linearna kombinacija bazisnih vrsta a4, ..., a,.
Teorema 2.5. Ako se svaka vrsta ay, as, . .., a, moZe predstaviti kao linearna kombinacija vrsta
bi,ba, ..., by i p >k, tada su vrste ay, aq, ..., a, linearno zavisne.
Dokaz
Po pretpostaveci:
a; = Cllbl +---+ Clkbk
(2.4)
ap = Cp1b1 +---+ Cpkbk
Formirajmo matrice:
C1 ‘i G2 ... Cig
b=(b1by...b,)1iC = : =
Cp Cp1 Cp2 ... Cpk
Oznadimo sa ¢y, . .., ¢, vrste matrice C, tada se jednakosti (2.4) mogu zapisati u obliku:
(
a)p = bCl
a; = bCZ‘
| ap = bey,

Jasno je da je rankC < k < p. Posto C' ima p vrsta, to jedna moze biti predstavljena kao
linearna kombinacija ostalih. Recimo:

Ci = 1€ + -+ Q1Ci—1 T Qip1Cig1 + -+ QpCp.
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Tada:
a; = be; = blaer + -+ + Qi 1Ci1 + QG+ pey) =
= ay(ber) + aa(bea) + - -+ + a1 (bei—1) + @ip1(beiyr) + - - + ap(bey) =
=Q1ay + o+ Q101+ Q1 T Qply,
odakle slijedi da su aq, as, ..., a, linearno zavisne.

Teorema 2.6. Neka je A € R™™. Rang A je maksimalan broj linearno nezavisnih vrsta
(kolona) matrice A.

Dokaz

Neka je rankA = r i neka su ay, ag, . .., a, bazisne vrste matrice A. Neka je a;,, ..., a;, proizvol-
jan skup s vrsta matrice A, gdje je s > r. Po Teoremi 2.4, svaka vrsta a;,...,a;, se moze
predstaviti kao linearna kombinacija vrsta aq,...,a,. Posto je s > r, to su po Teoremi 2.5
i, , . ..,a;, linearno zavisne.

Teorema 2.7. Ako se svaka vrsta (kolona) matrice A moZe izraziti kao linearna kombinacija
vrsta (kolona) matrice B, tada rankA < rankB.

Dokaz

Neka su aq, as, . . ., a, bazisne vrste u matrici A, a by, bo, . .., b, bazisne vrste u B. Treba pokazati
da je r < s.

Pretpostavimo suprotno, da je » > s. Po uslovu svaka vrsta aq,...,a, moze se predstaviti
kao linearna kombinacija b, ..., b, pa su po Teoremi 2.5 vrste aq,...,a, linearno zavisne. Ali,

to su po pretpostavci bazisne vrste, pa imamo kontradikciju, koja dokazuje da je r < s, tj.
rankA < rankB.

Teorema 2.8. Neka je A € P™", B € P™*. Tada rank(A - B) < rankA i rank(A - B) <
rankB.

Dokaz

1. Vrste matrice A - B su linearna kombinacija vrsta matrice B ($to direktno slijedi iz definicije
mnozenja matrica).

2. Vrste matrice A- B su linearna kombinacija vrsta matrice A ($to direktno slijedi iz definicije
mnozenja matrica).

Na osnovu Teoreme 2.7, imamo da je rank(A - B) < rankB i rank(A - B) < rankA. Sli¢no
vazi i za kolone.

Teorema 2.9. Neka je A € P™*™,
Ako je B € P™™ qnvertibilna matrica, tada rank(B - A) = rankA.
Ako je C € P™™ - invertibilna matrica, tada rank(A - C) = rankA.

Dokaz

Na osnovu prethodne Teoreme je rank(B - A) < rankA.

Posto je B invertibilna, to matricu A mozemo predstaviti u obliku A=7-A=(B™'-B)-A=
B~'-(B-A).

Dakle: rankA = rank(B~'- (B - A)) < rank(B - A).

Posljednja nejednakost slijedi iz prethodne Teoreme. Dvije dobijene nejednakosti dokazuju nasu
Teoremu.
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Posljedica 2.4. Elementarne transformacije vrsta ¢ kolona ne mijenjaju rang matrice.

Dokaz slijedi iz ¢injenice da su matrice elementarnih transformacija invertibilne (Teorema 2.3).
Zadatak. Odredimo rang matrice A zadate sa:

1 3 =7 1
A= 1 0 5 2
-1 3 —-17 =3

Primijetimo da tre¢u vrstu mozemo izraziti kao linearnu kombinaciju prve i druge. Naime, ako
prvu vrstu oduzmemo od druge i dodamo trec¢oj, imamo:

1 3 -7 1
0 -3 12 1
0 6 —-24 -2

Dodavanjem druge vrste, pomnozene brojem 2, tre¢oj, dobijamo:

1 3 -7 1
0 -3 12 1 |,
00 0 0

Vidimo da je rang posljednje matrice jednak 2, a posto elementarne transformacije ne mijenjaju
rang matrice, to znaci i da je rang matrice A jednak 2.

2.7 Singularne i regularne matrice
U ovoj Sekciji ¢emo se vratiti kvadratnim matricama.

Definicija 2.7. Kvadratna matrica A naziva se reqgularnom, ako je detA # 0. Ako je detA = 0,
matrica A se naziva singularnom.

Tvrdenje 2.6. Matrica A € R™*" je regularna ako i samo ako je rankA = n.

Dokaz

Ukoliko je rankA < n, to su njene vrste linearno zavisne, dakle jedna vrsta je linearna kombi-
nacija ostalih. Iz Posljedice 2.3 slijedi da je detA = 0, tj. A je singularna.

S druge strane, ako je rankA = n, to, po definiciji ranga, postoji minor reda n koji je razlic¢it
od nule. Po$to je dimenzija matrice n X n, ovo znaci da je detA # 0.

Teorema 2.10. Svaka reqularna matrica se moze predstaviti kao proizvod matrica elementarnih
transformacija.

Dokaz

Neka je A regularna. Iz prethodnog Tvrdenja imamo da je rankA = n. Prema Tvrdenju 2.1,
matrica A se elementarnim transformacijama vrsta i kolona moze svesti na jedini¢nu matricu
(ovdje smo osim pomenutog Tvrdenja iskoristili ¢injenicu da elementarne transformacije vrsta
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i kolona ne mijenjaju rang matrice). Podsjetimo da elementarne transformacije vrsta odgo-
varaju mnozenju matricama elementarnih transformacija F1, ..., E, sa lijeve strane. Takode,
elementarne transformacije kolona se mogu zapisati kao mnoZenje matricama elementarnih
transformacija G, ..., G, sa desne strane. ZapiSimo sve receno u obliku jednakosti:

[=FE, By E-A-Gy-Gy---Gy, (2.5)

Medutim, matrice Ei,..., E,, Gy, ...,G, su, kao matrice elementarnih transformacija, invert-
ibilne. Sada jednakost (2.5) mnozimo redom sa E;', ..., ;! sa lijeve strane. Imamo:

E'E'=A.G -G, (2.6)
Dalje mnozimo (2.6) sa G,',...,G7" sa desne strane:

~1 “1 -1 —1
ErtEJN-GOUGT = A

Po Teoremi 2.3, matrice E7%, ..., By Gy .., G, ' su matrice elemetarnih transformacija, §to

¢ini dokaz kompletnim.

Sada smo u moguc¢nosti da dokazemo da je determinanta proizvoda matrica jednaka proizvodu

determinanti.

Teorema 2.11. Neka su A, B € P™". Tada je
det(A- B) = detA - detB.

Dokaz

Dokaz ¢emo podijeliti u tri dijela. Najprije ¢emo dokazati Teoremu za slucaj kada je A matrica
elementarnih transformacija. Zatim ¢emo razmotriti sluc¢aj kada je matrica A singularna i
konacno, koriste¢i prethodnu Teoremu, razmotri¢cemo slucaj kada je A regularna.

(I) Po¢nimo od slu¢aja kada je A matrica elementarnih transformacija.

(Ia) Neka je A matrica elementarnih transformacija prvog tipa. Tada je A-B matrica dobijena iz
B mnozenjem jedne vrste brojem A # 0. Imajuéi to u vidu, lako je vidjeti da det(A-B) = A-detB
(Tvrdenje 2.4). Prisjetimo se da je determinanta matrice elementarnih transformacija prvog
tipa jednaka A, pa imamo det(A - B) = X - detB = detA - detB.

(Ib) Neka je A matrica elementarnih transformacija drugog tipa. Tada je detA = —1, a matrica
A - B je dobijena zamjenom mjestima dvije vrste u B. Pozovimo se na Posljedicu 2.1 da
zaklju¢imo:

det(A- B) = —detB = —1 - detB = detA - detB.

(Ic) Neka je A matrica elementarnih transformacija treceg tipa. Tada je detA = 1, a matrica
A - B dobijena iz B dodavanjem i—te vrste, pomnozene brojem «, j— toj vrsti. Poznato je da
se determinanta matrice ne mijenja od takve operacije (Posljedica 2.2), prema tome:

det(A- B) =detB =1-detB = detA - detB.
(IT) Razmotrimo slu¢aj kada je A singularna, tada je (Tvrdenje 2.6) rankA < n:

rank(A - B) < rankA < n,
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odakle zaklju¢ujemo da je matrica A- B singularna, tj. det(A-B) =0 = 0-detB = detA-detB.
Dakle, Teorema vazi i za sluc¢aj kada je A singularna matrica.

(IIT) Konacno, ako je matrica A regularna, ona se moze predstaviti kao prozivod matrica ele-
mentarnih transformacija, tj. A = E;--- E,. Tada na matrice Fi,..., Fs, mozemo primijeniti
punkt (I) ovog dokaza:

detA- B = det(E, -~ E, - B) = detE, - det(Ey - - - E,B) = detE, - detEy - det(Bs - E, - B) =
= .. =detE, -detFEsy---detE; - detB = det(E, - Ey - - - Ey) - detB = detA - detB.

1
detA”

Teorema 2.12. Matrica A je invertibilna ako i samo ako je reqularna i detA=! =

Dokaz

Neka je A singularna, tj. detA = 0. Pretpostavimo da postoji matrica A~!. Tada A™1- A =1,
pa po Teoremi 2.11, imamo det(A™! - A) = detA™! - detA = 1. No, kako je detA = 0, to je
posljednja jednakost nemoguéa, §to dokazuje da matrica A~! ne postoji.

Neka je A regularna. Ponovo se pozovimo na Teoremu 2.10: A = F; --- E, gdje su Fy, ..., E
matrice elementarnih transformacija. Ozna¢imo A~' = E;'..-E;'. Lako je provjeriti da
A~1. A =TI, dakle A je invertibilna. Dalje, imamo da je det(A™'-A) = det A~ -detA = det] = 1
(detA # 0). Odavde je detA™ = 1.
Konac¢no, kombinuju¢i Tvrdenje 2.6 i Teoremu 2.12 izvodimo sljedeci zakljucak o vezi izmedu
ranga matrice, njene determinante i invertibilnosti.:

Zakljucak. Neka je A € P™*", Tada:

1. A je regularna <= A je invertibilna <= A je punog ranga, tj. rankA = n.

2. A je singularna <= A nema obratnu matricu <= rankA < n.

Sada se mozemo vratiti metodima provjere da li je sistem vektora u R” linearno nezavisan, da li
je baza i sli¢no. Kako smo se uvjerili u Glavi 1, zadaci ove vrste se svode na rjeSavanje sistema
linearnih jednacina. Koriste¢i pojam ranga matrice i metod Gausa, ove zadatke sada mozemo
efikasnije rjesavati.

Zadatak 1. U R” je zadat sistem od m < n vektora ai,as,...,a,. Potrebno je provjeriti da
li su vektori aq,as,...,a,, linearno nezavisni.

ay

a2
Od vektora aq, ..., a,, formirajmo matricu A oblika A = . , A e R,

A

Ako je rankA = m tada su vektori linearno nezavisni.
Ako je rankA < m tada su vektori linearno zavisni.

1 8 0

e . . . 1 -1 7

Na primjer, ispitajmo linearnu zavisnost sistema a; = 0 | 2= 1 a3 =1 _4
7 —7 49

Formirajmo matricu ¢ije su vrste koordinate zadatih vektora i na nju primijenimo algoritam
Gausa:

11 0 7 11 0 7 11 0 7
8§ -1 1 -7 |—=-{0 -9 1 —63]—=[0 -9 1
0 7 —1 49 0 7 -1 49 0 0 -2 0
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Rang ove matrice je 3, $to znaci da je ovaj sistem vektora linearno nezavisan.

Zadatak 2. U R" zadato n vektora aq,as,...,a,. Provjeriti da li ovi vektori ¢ine bazu.
aq
o . az . . . ..
Formirajmo matricu A = . |. A je kvadratna matrica dimenzije n x n.
G,

Provjeru mozemo izvrsiti na dva nac¢ina: rac¢unanjem determinante ili ranga matrice A.

Ako je detA = 0, tada je rankA < n, dakle navedeni vektori su linearno zavisni, pa ne mogu
¢initi bazu. Ako je detA # 0 tada vektori aq,as, - -+ ,a, ¢ine bazu prostora R”.

Primijetimo da je u veéini sluc¢ajeva brzi nacin za provjeru koristenje metoda Gausa, buduéi da
racunanje determinante u opStem slucaju zahtijeva vise operacija.

Zadatak 3. U R" je zadato m vektora ay,as,...,a, pri ¢emu je m > n. Provjera linearne
zavisnosti ovih vektora se vrsi nalazenjem ranga matrice:

a1
Q2

A= . ,A e R™
am
Najve¢i mogudéi rang ove matrice je n, a kako je m > n, to su ovi vektori sigurno linearno

zavisni. Ovo je u skladu sa ¢injenicom koja nam je veé poznata da je sistem od m > n vektora
u n-dimenzionalnom prostoru uvijek linearno zavisan, pa ne mogu biti baza.

2.7.1 Determinanta transponovane matrice

11 Q12 ... QAip aix a2

. s ) g1 G2 ... Q2p . a1z 92
Definicija 2.8. Neka je A = ] ] ] . Tada se matrica AT = )

Am1 Am2 .. QAmn Q1p  A2p

naziva transponovanom matricom k matrici A.
Tvrdenje 2.7. Ukoliko se matrice A i B mogu pomnoZiti, to vazi: (A- B)T = BT . AT.
Teorema 2.13. Neka je A matrica dimenzija n x n. Tada je detA = det AT .

Dokaz

Ako je A singularna, tada je rankA < n, paje rankA? < n, pa zakljuéujemo detA = 0 = det A”.
Ako je A regularna matrica tada je moZemo predstaviti kao A = E;---E,. Tada je AT =
(Ey---Eg)"' = ET ... E¥. Po Teoremi 2.11 je:

detA = detE, - - detE,, detA” = detET - detET.

Za matrice elementarnih transformacija je lako provjeriti da vazi detE; = detET, ... detE, =
detET| pa zaklju¢ujemo da je detA = detA”.

Am1
Am2

amn
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2.7.2 Algoritam nalaZenja obratne matrice

Sada ¢emo na konkretnom primjeru objasniti jedan od algoritama nalazenja obratne matrice.
Primijetimo da navedeni algoritam nije jedini, postoji jo§ nekoliko nacina da se nade obratna
matrica.

Neka je zadata sljede¢a matrica:

1 7 0
A= 0 -9 -1
-1 2 2

Pored matrice A dopiS$imo jedini¢nu matricu i nad vrstama nove matrice vr§imo elementarne
transformacije, sve dok na mjestu gdje se nalazila matrica A ne dobijemo jedini¢nu matricu:

1 7 0]100 1 7 0100
0 -9 =110 1 0 |—=IHlv+Iv— |0 -9 =110 1 0 | —
-1 2 2001 009 2]101
1 7 0100 1 7 0[1 00 7
IHiv+Irfv;—- {0 -9 =110 1 0 | »IIv+Illv— | 0 =9 0|1 2 1 —>IU—|—[[’U~§—>
0 0 1|1 11 0 0 1|1 11
) 4 7 4 7
1 0 of 4 I 1 1008 M I
0 =9 011 2 1 ) =T (=5)= (010 -5 —5 —%
0 0 1|1 1 1 0011 1 1

Matrica koja je dobijena na desnoj strani je obratna k matrici A, dakle:

6 17
e B R
- 9 9 9
111

Primijetimo da je ovaj algoritam moguée dovesti do kraja, osim u slu¢aju kada je rankA < n.
tj. kada je matrica A singularna. U tom sluc¢aju neéemo dobiti jedini¢nu matricu na lijevoj
strani (umjesto toga, pojaviée se vrsta u kojoj su svi elementi nule), pa nam algoritam nece
dati rezultat. Naravno, to nam ukazuje da matrica A nema obratnu.

2.7.3 Teorema o obratnoj matrici
Teorema 2.14. Neka je A € R™" regularna matrica. Tada je

T

A oo A
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aiq ce A15—1 A1541 ce QA1n
.. 4 a;—-11 .. QAj—15—-1 Qj—1j+1 ... A1 . . . .
gdje je A;; = (—1)"*det | " Y =it T minor koji je nastao izbaci-
Qi+11 -+ Qit15—-1 Qit1j41 -+ Qitln
(075} e Qpj—1 Apj41 e Apn,

vanjem i-te vrste i j-te kolone iz matrice A.

Dokaz: .
All e Aln
NekajeB:ﬁ : : ,1 AB = (. Tada je
A o0 Ap
ann ... Qip
n n a;_11 ... Qj—1
1 1 J Jmn 1
Cij = Zaikbkj = m ZaikAjk = mdet Qi1 N Qin = detAdetX.
k=1 k=1 aj+11 -+ Qj+in
an1 Ce Apn

Za i # j, X je matrica koja ima dvije iste vrste (i-tu i j-tu), pa je detX =0,i¢;; =0. Zai=j
je X = A, pajec; = @detA = 1. Dakle, matrica C' je jedini¢na matrica, i AB = I.

AH . Aln
Analogno dobijamo da je BA = I, pa zaklju¢ujemo da je B = A™!, odnosno A™! = 1 :
A ... A
2.8 Zamjena baza. Formule prelaska.
Neka je V' vektorski prostor, e = {ej,ea,...,e,} 1€ = {e],€,,...,¢e.} baze u V. Razlozimo
vektore iz baze €' po bazi e:
6; = Zaij6i> VJ S 1,_’)'1,,
i=1
ili
e = ayjer + -+ apjen, Vj € I,n.
Formirajmo matrice ¢/ = (e}...€e/) i e = (e1...e,) 1 zapisimo prethodne jednakosti u ma-
tricnom obliku:
a1 Q12 ... Oqp
Qg1 Qg2 ... Qop

(e1ey...e)=(e1er...€,)

apn1 Op2 ... QOpp
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11 12 ... Oqp
s . Q21 Q22 ... Q2p . . .
Definicija 2.9. Matrica A = ] . ] se naziva matricom prelaska iz baze e u
Ap1 Op2 ... Opp
e.
Teorema 2.15. Neka je {e1,...,e,} baza u V, A regularna matrica dimenzija n x n. Tada

kolone matrice € = eA c¢ine bazu u V.

Dokaz

Posto su ranke = n, rankA = n, to je po Teoremi 2.9 ranke’ = n. To znac¢i da su vektori

{e}, ¢, ..., e} linearno nezavisni, pa oni ¢ine bazu u V.
Primjer. Razmotrimo dvije baze ¢ i ¢/ u R%:

et (D)o ()
= (4) (1)

Razlozimo vektore iz baze ¢’ po bazi e:

/ /
e;=1-eg—1-eye5=1-e;+2-e,.

Dakle, matrica prelaska iz baze e u € je

A:(_ll ;)

. . 3 .
Razmotrimo sada vektor x sa koordinatama ( 1 ) u bazi eq, es.

3 _ 1 n 1 7
1 )Tl 4 Q| 5 | T 0= §7a2

vektora u bazi €], e

Dakle, koordinate vektora = u bazi €/, €}, su ( ;?g ) :

Koriste¢i matricu prelaska, imamo:

(o) (32)-(5)

Nadimo koordinate ovog

Kao $to smo vidjeli na prethodnom primjeru, koordinate vektora u jednoj bazi se mogu dobiti

iz koordinata u drugoj uz pomo¢ matrice prelaska.

Tvrdenje 2.8. Oznacimo sa x(e) i x(e’') koordinate vektora x u bazama e i €. Neka je A

matrica prelaska iz baze e u bazu €. Tada x(e) = Ax(€).
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Teorema 2.16. Neka je A matrica prelaska iz baze e u €', ¢ = eA. Tada e = e’ A7,

Dokaz
Posto je A matrica prelaska, to je ona regularna, dakle i invertibilna. Mnozeéi jednakost ¢/ = e A
sa A~! s desne strane, dobijamo nagse tvrdenje.

Definicija 2.10. Govoricemo da su baze e i €, gdje je € = eA, jednako orjentisane, ako
detA > 0. Ako je detA < 0, tada kaZemo da su baze suprotno orjentisane.

2.9 Ekvivalentne matrice

Definicija 2.11. Matrice A i B dimenzija m X n se nazivaju ekvivalentnima, ako postoje
reqularne matrice P dimenzije m X m ¢ ) dimenzije n X n takve da:

A= PBQ.

Teorema 2.17. Neka je data matrica A dimenzija m xn i rankA = r. Tada postoje reqularne
matrice P, dimenzije m x m i @), dimeznije n X n takve da:

I 0
G:PAQ:(02 o;,)

gdje je I, jedinicna matrica dimeznija v X r, 01,09,03 nula matrice odgovarajucih dimenzija,
rx(n—r),(m—r)xr,(m—r)x(n—r), respektivno.

Dokaz

Pozovimo se na Tvrdenje 2.1 da elementarnim transformacijama vrsta i kolona matricu A
svedemo na oblik G. Dakle: G = E,---Ey-A-Gy---G, gdjesu By, ... Es, Gy, ...,G, matrice
elementarnih transformacija. Buduéi da elementarne transformacije ne mijenjaju rang matrice,
to ¢e matrica G imati taéno r = rankA jedinica na glavnoj dijagonali.

Sada ozna¢imo P = Es---Fy, a @ = Gy ---Gy. Ocigledno, P i @ su, kao proizvodi matrica
elementarnih transformacija, regularne. Ovim je Teorema dokazana.

Teorema 2.18. Matrice A i B dimeznija m X n su ekvivalentne ako i samo ako rankA =
rankB.

Dokaz

Neka su A i B ekvivalentne. Tada po definiciji postoje regularne matrice P i @), takve da
A = PBQ. Posto mnoZenje regularnim matricama ne mijenja rang (Teorema 2.9), to vazi da
je rankA = rankB =r.

Neka je sada rankA = rankB = r. Po prethodnoj Teoremi imamo:

G = PlAQla G = PQBQQa
gdje su P, Py, (Q1, Q2 regularne matrice. Izjednacavajuci, dobijamo:
PlAQl = PQBQQ = A = PI_IPQBQQQI_I.

Matrice P = P 'Py i Q = Q2Q;" su regularne. Sada iz definicije slijedi da su A i B ekviva-
lentne.



Glava 3

Sistemi linearnih jednacina

U prethodnim glavama smo vidjeli da se mnogi konkretni zadaci Linearne algebre svode na
rjeSavanje sistema linearnih jednacina. Zato nam je potrebno da podrobno proucimo taj za-
datak. U Glavi 2 smo objasnili metod Gausa kao jedan od metoda rjeSavanja sistema linearnih
jedncina (to je u opStem slucaju i najefikasniji metod). U ovoj glavi ¢emo se fokusirati na
pitanja o postojanju i jedinstvenosti rjeSenja ovog zadatka, kao i strukturi skupa rjeSenja.
Neka je dat sistem od m jednacina i n nepoznatih sa koeficijentima a;; iz polja P:

a1171 + a12%2 + -+ + A1 Ty = by;

2171 + Qo2To + -+ + AonTy = by;

(3.1)
Am1T1 + ApmaZe + -+ + ATy = bm
Matrica sistema je:
ann a2 ... dip
21 QG222 ... d2p
A= (3.2)
Am1 Am2 ... Qmn
bl x
. by . e Z2
Vektor desne strane je b = . , a vektor nepoznatih promjenljivih z = . . Sada
bm Tn,
(3.1) mozemo zapisati u matri¢nom obliku kao:
Az =b. (3.3)

3.1 Homogeni sistem linearnih jednacina
Sistem jednacina se naziva homogenim, ako je desna strana nula vektor:

Az =0, Ac P
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1171 + a12x2 + - -+ + a1z, = 0;

9121 + G99%s + -+ - + Gopxy, = 0; (3.4)

Am1T1 + AmaTo + -+ -+ QG Ty, = 0.

Najprije primijetimo da homogeni sistem uvijek ima makar jedno rjeSenje, to je trivijalno
rjeSenje r1 = r9 = -+ =z, = 0.

Teorema 3.1. Neka je S skup rjesenja sistema (3.4). Tada je S vektorski potprostor.

Dokaz

1. Neka su z,y € S. Tada vazi Axr =0, Ay = 0. Tada A(zx+y) = Az + Ay = 0+ 0 = 0, dakle
r+yes.

2. Neka jex € Sia € P. Tada Ax = 0. Odavde A(ax) = aAz = 0. Dakle, az € S.

Iz 1. i 2. slijedi da je S vektorski potprostor.

Nakon sto smo utvrdili da je skup rjeSenja homogenog sistema vektorski potprostor prirodno
je zapitati se ¢emu je jednaka dimenzija tog potprostora.

Teorema 3.2.
dimS =n — rankA.

Dokaz

Oznacimo sa S; direktnu dopunu potprostora S u odnosnu na prostor R™. Imamo da je S; =
{0} U {z € R"|Ax # 0}. Neka je By = {ey, ..., ex } baza potprostora Sy, B = {ej41, ..., €, } baza
potprostora S, i By = By U B baza u R". Iz \{Ae; + X\oAes + ... + \pAep, =0, \; € R, Vi,
imamo A(Aje; + ... + Agex) = 0, odnosno da Aje; + ... + \gep, € S. Posto e; € 51, 1 <i <k,
to Ajep + ... + A\ger € Sl, pa e+ ..o+ e, € SN Sy, Po Teoremi 1.12 vazi SN S| = {@},
pa je Aier + ... + \per, = 0. Sistem vektora e, ..., e, je linearno nezavisan, kao baza Si, pa

zaklju¢ujemo da je A\; = ... = A\ = 0. Dakle, sistem vektora Ae;, Aes, ..., Ae;. je linearno

nezavisan.

Dokazimo sada da je dimS; = rankA. Pretpostavimo suprotno, da je dimS; # rankA.
0

Posmatrajmo vektore f; = | 1(i-ta pozicija) | , 1 < i < n. Vektor Af; € R™ predstavlja
0

i-tu kolonu matrice A. Kako je By U B baza prostora V, to f; € L(eq, ..., €k, €xs1, -y €n),
pa Af; € L(Aey,..., Aex, Aegyq, ..., Aey), odnosno a Af; € L(Aey, ..., Aeg). Dakle, medu
kolonama Af, ..., Af, matrice A postoji sistem od najvise k linearno nezavisnih kolona, pa
je rankA < k = dimS;.

Pretpostavimo da je rankA < dimS;. Tada matrica A ima r < k linearno nezavisnih kolona,
pa ostale kolone mozemo izraziti kao linearnu kombinaciju tih r kolona. Posmatrajmo matricu
B=A (61 ey ... ek). Po Teoremi 2.8 imamo da je rankB < rankA = r, odnosno da B ima
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najvise r < k linearno nezavisnih kolona. Odavde zakljutijemo da je sistem vektora Aeq, ..., Aey
linearno zavisan, $to je u kontradikciji sa prvim dijelom naseg dokaza. Dakle, rankA = dim.S;.
Na kraju, kako je V = 5 & Sy, to je dimV = dimS + dimSy, odnosno dimS = n — rankA.

Posljedica 3.1. Neka je u sistemu (3.4) m < n. Tada sistem (3.4) ima netrivijalno rjesengje.

3.1.1 Homogeni sistem linearnih jednacina sa kvadratnom matricom
Razmotrimo sada homogeni sistem od n jednacina sa n nepoznatih:

Ar =0, Ae P™" (3.5)
Teorema 3.3. Sistem (3.5) ima netrivijalno rjesenje ako i samo ako je matrica A singularna.

Dokaz
Ako je matrica A regularna, tada rankA = n i iz prethodne Teoreme imamo da je dimS =
n —n = 0. U ovom slucaju skup rjeSenja sadrzi samo trivijalno rjeSenje x1 = --- = z,, = 0.
Ako je matrica A singularna, tada je rankA < n, tj. dimS = n — rankA > 0. Ovo znadi da
skup rjesenja S sadrzi netrivijalno rjeSenje sistema (3.5).
Primjer. Posmatrajmo sistem od 2 jednacine i 2 nepoznate:

xry — x9 = 0;

3r1 — 315 = 0.
Zl’) ::1)) ) € R2*2, ¢ji je rang 1.
Ocigledno, ovaj sistem ima netrivijalna rjeSenja. Skup rjeSenja ovog sistema S potprostor
dimenzije n — rankA=2—-1=1.
S druge strane, sistem

Matrica sistema je A =

1 — Tg = O,
3.%'1 + 31’2 =0
. . e . . 1 -1
1ma samo tI‘lVlJ&lHO rjesenje jer je matrica sistema A= 3 3 regularna.

3.2 Nehomogeni sistem linearnih jednacina

Sistem jednacina se naziva nehomogenim, ako desna strana b u toj jednacini nije nula vektor:
Ar=0b, AeP™" be P" xe P (3.6)

Za razliku od homogenog, nehomogeni sistem ne mora uvijek imati rjesenje.
Primjer. Sistem
T1 — X9 = 1,
5ZL’1 - 51’2 =2
nema rjesenja.
Uz nehomogeni, razmotrimo i homogeni sistem jednacina sa istom matricom:

Az = 0. (3.7)
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Teorema 3.4. Neka je S skup rjeSenja sistema (3.7) i w neko rjeSenje sistema (3.6). Tada
skup rieSenja K sistema (3.6) ima oblik:

K ={w}+S={w+s|se S}

Dokaz

Neka je w neko rjesenje sistema (3.6) i z € K. Tada A(z — w) = Az — Aw = b — b = 0. Dakle,
z —w je rjeSenje sistema (3.7), tj. z —w € S. Dakle, postoji s € S, takav da z —w = s.
Odavde, z =w +s € {w} + 5, pavazi K C {w} + 5.

S druge strane, neka je z € {w} + 5, tada z = w+ s za neko s € S. Ali, tada Az = A(w+s) =
Aw+ As=b+0 =10, pa z € K. Odavde {w} + S C K. Znadi, K = {w} + S.

Definicija 3.1. Skup K se naziva opstim rjeSenjem sistema (3.6).

Primjer. Posmatrajmo dva sistema:

201 — Dy = 1; 211 — dxy = 0;

—4[E1 + 10(1]2 = -2 —41’1 + 101‘2 = 0.
Jedno od rjesenja nehomogenog sistema je w = {x1, 22} = {3,1}.
S druge strane, lako je nac¢i da je opSte rjesenje homogenog sistema oblika S = {gxz, T}, gdje
je x2 € R proizvoljno.
Odavde imamo da je opste rjeSenje nehomogenog sistema oblika K = {w + s|s € S} = (3 +
gIQ, 1 + 132).

Definicija 3.2. Skup oblika K = {w} + S, gdje je S potprostor se naziva linearna afina
mmnogostrukost.

Primjer. Podsjetimo da su u prostoru V2 potprostori sve prave koje prolaze kroz koordinatni
pocetak. Ukoliko neku pravu koja prolazi kroz koordinatni po¢etak pomjerimo za vektor w # 0,
dobi¢emo pravu koja ne prolazi kroz koordinatni pocetak. Takve prave i jesu linearne afine
mnogostrukosti u V2 (Slika 3.1).

2
K V

el

Slika 3.1: S je vektorski potprostor, a K = {w} + S je afina mnogostrukost u V2.

Dakle, opste rjeSsenje nehomogenog sistema linearnih jednacdina ima strukturu linearne afine
mnogostrukosti (u slu¢aju da nije prazan skup).

Sada razmotrimo pitanje kada sistem nehomogenih jednacina ima rjesenje. Sa (A|b) oznac¢avamo
prosirenu matricu sistema (3.6) dimenzija m x (n + 1).
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Teorema 3.5 (Kroneker-Kapeli). Sistem linearnih jednacina (3.6) ima rjeSenje ako i samo

ako rankA = rank(Alb).
Dokaz

Neka je sistem (3.6) saglasan. Tada postoje A1, ..., A, € R takvi da je ) a})\; = b;, odnosno
j=1

Yo Aja; = b. Iz ovoga se vidi da je kolona b linearna kombinacija kolona matrice A, pa je
j=1

rankA = rank(A|b).

Dokazimo tvrdenje i u drugom smjeru. Neka je rankA = rank(A|b) = k. Iz ovoga slijedi da
postoji k linearno nezavisnih kolona u A, a time i u (A|b). Bez smanjenja opStosti mozemo
pretpostaviti da se radi o prvih k£ kolona. Svaka kolona (A|b) je linearna kombinacija baznih,
pa je specijalno i b = A\ja; + ... + A\pag, pri ¢emu je bar jedno \; # 0. Odavde je b = \ja; + ... +
Akag + 0 agyr + ... + 0+ ap, odnosno (A, ..., A, 0,...,0) € R" je rjeSenje sistema (3.6).
Primjer 1. Razmotrimo nehomogeni sistem linearnih jednacina:

Ty — T+ 14 =1;

3r1 — Ty —x3+ x4 = —1;

5x1 — 319 — X3+ 314 = —T.

Odredimo rang matrice (A|b):
1 -1 0 1|1 1 -1 0 1 1
3 -1 =1 1|=1 | 5 Tv-(=3)+ITv:Iv-(=5)+IITlv— | 0 2 —1 —2| —4
5 =3 -1 3|7 0o 2 -1 —-2|-12
1 -1 0 1|1

ITv-(-V)+ITv— [ 0 2 -1 —2|—4
00 0 0|-8

Sada vidimo da je rankA = 2 i rank(A|b) = 3, pa po Kroneker-Kapelijevoj teoremi sistem
nema rjeSenja.
Primjer 2. Razmotrimo nehomogeni sistem linearnih jednacina:

T1— Xy + x4 =1;

3rx1 — X9 — X3+ x4 = —1;

5r1 — 31y — 13 + 314 = 1.

Odredimo rang matrice (A|b):

1 -1 0 1|1 1 -1 0 1 1
3 -1 -1 1|-1 | =1Iv-(=3)+1Iv;Iv-(=5)+1IIv— | O 2 -1 —2|—4
> =3 -1 3|1 -1 —2| -4

0 O
Dakle, rankA = 2 i rank(A|b) = 2, sistem ima rjeéenje.

0
1 -1
IIv-(=1)+1ITv— | 0 2 —1 —2 -
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3.2.1 Nehomogeni sistem linearnih jednacina sa kvadratnom matri-
com

Posmatrajmo nehomogeni sistem linearnih jednacina od n jednacina sa n nepoznatih:

Axr =0b, gdjeje Ae P"" be P",x € P". (3.8)
Teorema 3.6. Neka je matrica A u sistemu (3.9) regularna. Tada sistem (3.9) ima jedinstveno
rieSenje x = A~'D. Obratno, ako sistem (3.9) ima jedinstveno rjesenje, tada je matrica A
reqularna.
Dokaz

Neka je matrica A regularna. Uvr§tavajuci x = A7'b u (3.9), imamo A(A7'0) = (AA~1)b =b.
Dakle, A7'b je rjeSenje (3.9). Neka je w proizvoljno rjesenje (3.9), tj. Aw = b. Mnozedi
posljednju jednakost sa A~! imamo w = A~'b. Dakle, sistem ima jedinstveno rjesenje A~!'b.
Obratno, neka sistem (3.9) ima jedinstveno rjeSenje w. S je skup rjeSenja homogenog sistema
Ax = 0. Tada po Teoremi 3.4 imamo da je {w} = {w} + S. To je moguce jedino ako je
S = {0}. Dakle, sistem Az = ® ima samo trivijalno rjeSenje, pa je po Teoremi 3.3 matrica A
regularna.

Razmotrimo sada jedan metod rjeSavanja sistema (3.9) sa regularnom matricom.

Teorema 3.7 (Kramerovo pravilo). Neka je matrica A u sistemu (3.9) regularna. Oznacimo

sa My, Ms, ..., M, matrice dobijene iz A zamjenom prve, druge,..., n—te kolone kolonom b,
redom. Tada je jedinstveno rjesenje sistema zadalo sa:
det M, detM,,
YT detA T T detA
Dokaz
Ako je A regularna to sistem Ax = b ima jedinstveno rjeSenje po Teoremi 3.8. Oznacimo sa
ai, ..., a, kolone matrice A, a sa X oznac¢imo matricu dobijenu iz jedini¢ne matrice zamjenom

k-te kolone vektorom nepoznatih © = (z;...x,). Tada je lako provjeriti da

10 ... &y ... 0
4 aw ... an 01 ... 25 ... 0
a1 Qg ... Qg R
Ap1 Gp2 ... Gpp Do : : :
0 0 . Ty 1
n
ay; a1 ... Zi:l a;X; ... Qip ai; aig ... bl .. Qrp
n
ao1 Q22 ... Zi:l Ao; L; ... QAgpn o1 Q22 ... b2 .. Qop
‘ = = M,
n k-
a1 ago2 ... Zi:l Qpil; .. Qkn ar1 Az ... bk R O .

n
A1 Qpa oo Doy Qi oo Gy Apl Qpa ... by ... app
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Sada, razlazuci po k-toj koloni, nadimo determinantu matrice Xj:
det X, = zpdetl, | = xp.

U prethodnoj jednakosti smo sa [I,,_; oznacili jedini¢nu matricu dimenzije n — 1.
Primjenom Teoreme 2.11 dobijamo:

det My, = det(AX}) = detA - det Xy, = xpdet A.

Dakle, xk:%zakzl,l...,n.

3.2.2 Nehomogeni sistem linearnih jednacina sa kvadratnom matri-
com

Posmatrajmo nehomogeni sistem linearnih jednacina od n jednacina sa n nepoznatih:

Ar =10, gdjeje Ae PP, be P",x € P". (3.9)
Teorema 3.8. Neka je matrica A u sistemu (3.9) regularna. Tada sistem (3.9) ima jedinstveno
riefenje x = A~'b. Obratno, ako sistem (3.9) ima jedinstveno rjesenje, tada je matrica A
reqularna.
Dokaz

Neka je matrica A regularna. Uvrtavajuéi x = A'b u (3.9), imamo A(A~'b) = (AA1)b =b.
Dakle, A7'b je rjesenje (3.9). Neka je w proizvoljno rjesenje (3.9), tj. Aw = b. MnoZeéi
posljednju jednakost sa A~! imamo w = A~'b. Dakle, sistem ima jedinstveno rjesenje A~'b.
Obratno, neka sistem (3.9) ima jedinstveno rjeSenje w. S je skup rjeSenja homogenog sistema
Az = 0. Tada po Teoremi 3.4 imamo da je {w} = {w} + S. To je moguce jedino ako je
S = {0}. Dakle, sistem Az = 0 ima samo trivijalno rjeSenje, pa je po Teoremi 3.3 matrica A
regularna.

Razmotrimo sada jedan metod rjesavanja sistema (3.9) sa regularnom matricom.

Teorema 3.9 (Kramerovo pravilo). Neka je matrica A u sistemu (3.9) regularna. Oznacimo

sa My, Ms, ..., M, matrice dobijene iz A zamjenom prve, druge,..., n—te kolone kolonom b,
redom. Tada je jedinstveno rjesenje sistema zadato sa:
det M, detM,,
Ty = ey Ty = .
T et AT T detA
Dokaz
Ako je A regularna to sistem Ax = b ima jedinstveno rjesenje po Teoremi 3.8. Oznacimo sa
ai, ..., a, kolone matrice A, a sa X oznac¢imo matricu dobijenu iz jedini¢ne matrice zamjenom
k-te kolone vektorom nepoznatih = = (z;...x,). Tada je lako provjeriti da
10 ... xy ... 0
(21 Q2 ... Q2p S O S S
AN — Do S
F 00 ... 2, ... 0
Ap1 Ap2 ... Qpn . . . ’ .
0 0 Ty 1
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- b
aiyp aig ... Zi:l ay Xy ... Qip ai; aig ... 1 ... Qin
n
ag1 A22 ... Ei:l Ao; Ly ... QAgp o1 Q22 ... bg o Qo
' = =M
n k-
Qr1 QA2 ... Ei:l AriX; ... Qgn a1 Qg2 ... bk oo Qpn
n
Ani Qpa oo Dy Qi oo Gy Ap1 Qpa ... by ... app

Sada, razlazuci po k-toj koloni, nadimo determinantu matrice Xj:
detX;, = xpdetl,_1 = xp.

U prethodnoj jednakosti smo sa I,,_; oznagcili jedini¢énu matricu dimenzije n — 1.
Primjenom Teoreme 2.11 dobijamo:

det My, = det(AX},) = detA - det Xy, = xpdet A.

Dakle, =) = d;zfik zak=1,2...,n.



Glava 4

Linearni operatori u
konacénodimenionalnim vektorskim
prostorima

U ovoj glavi ¢emo se upoznati sa preslikavanjima jednih vektorskih prostora u druge. Za
preslikavanje ¢emo korisiti rije¢ operator. Linearna algebra se bavi linearnim operatorima.

4.1 Definicija i osnovna svojstva

Neka su V' i W vektorski prostori nad poljem P.

Definicija 4.1. Preslikavanje </ iz vektorskog prostora V u vektorski prostor W se naziva
linearnim operatorom, ako Vx,y € V i Va € P vazi:

) (x+y) =dx+ Ay;
2) o (ax) = ad .

Oznaka: Skup linearnih operatora iz prostora V u prostor W oznac¢avamo sa L(V — W).
Dakle, zapis o7 € L(V — W) oznacava da je </ linearan operator iz prostora V' u prostor W.
Oznaka: Linearne operatore ¢emo uvijek oznacavati velikim latinskim pisanim slovima, to jest
o, B, itako dalje.

Svojstva linearnih operatora

1) Linearni operator preslikava nula vektor u nula vektor: &0y = 0y .

Dokaz

GOy = (v —x)=dr+ o (—x)=dr+ (—1) Fr = dx — Fx = Oy.

2) Operator &7 iz V u W je linearan, ako i samo ako za svako z,y € V i svako a € P vazi
o (ax+y) =adx + dy.

Primjeri linearnih operatora.

1. Razmotrimo linearni operator 7 iz prostora R™ u R" zadat sa .&@/x = 2x za svako z € R™.
Za svako x,y € R" vazi:

A (r+y)=2(x+y)=20+2y=dr+ Ay
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o (ar) =2 (ax) = a(22) = adx.

Dakle, 7 je linearni operator, &/ € L(R" — R").
2. Razmotrimo operator & iz prostora R? u R? zadat na sljedeci nacin:

Vx:(?)ERz,ﬁzx:(xol).
2

[ Tt . I AL e 7 W W A 5 Y1\
x+y—<x2+y2>1<@(9&+y)—< 0 )—(O>+(O)_ﬁx+9y.

ar= (2 ) iz = (% ) =a () =z

Dakle, & je linearni operator iz R? u R%2. Operator & se naziva operatorom projekcije.

3. Na prostoru geometrijskih duzi V2 razmotrimo operator rotacije za ugao 5 suprotno kazaljci
na satu. Oznacimo ovaj operator sa %r/». MoZemo provjeriti da je ovo linearni operator, to
jest Zrpp € L(VE—V?).

4. Na prostoru M, svih polinoma stepena < n razmotrimo operator diferenciranja Z. Iz
svojstava operacije diferenciranja znamo da za svako f,g € M, i svako a € R vazi:

D(f+9)=2f+ P9, Z(af) =a2f.

Ovo znadi da je Z linearni operator, tj. 2 € L (M,, — M,_1).

4.2 Jezgro i slika linearnog operatora

Neka su V' i W vektorski prostori nad poljem Pie/ € L(V — W).
Definicija 4.2. Skup Kero/ ={u eV : @/u=0} CV se naziva jezgrom linearnog operalora.

Definicija 4.3. Skup vektora Imo/ = {w € W takvih da Ju € V : o/u = w} C W se naziva
slikom linearnog operatora.

Drugim rije¢ima, jezgro operatora je skup svih vektora iz V' koji se slikaju u nula vektor, dok
je slika skup svih vektora iz W u koje se neki vektor iz V slika.

Primjeri

1. Za operator rotacije u ravni za ugao 7/2 imamo:

Kerzjo = {0}, Im%r)o = V2.

2. Razmotrimo operator projekcije 22 € L(R? — R?) zadat sa

A(2)-(3)
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Q|

s))

Slika 4.1: Operator rotacije za ugao 7

Y

el

Slika 4.2: Operator projekcije na z- osu.

Lako je vidjeti da je

Ker? ={r eR* .z = ((3 )}, ImP ={zecR*: 2= <£B1 )}
2
3. Jezgro operatora Z € L (M, — M, _1) ¢ne svi polinomi konstante, dok su u njegovoj slici
svi polinomi stepena < n — 1. Dakle, Ker? = {f = const},Im% = M,,_,.
Ukoliko jezgro operatora sadrzi samo nula vektor (kao, na primjer, u slu¢aju operatora %g),
govori¢emo da je jezgro trivijalno.

Teorema 4.1. Jezgro i slika linearnog operatora su vektorski potprostori.

Dokaz

1. Neka su u,v € Kerde/, tj. u=0, o/v=0. Tada &/ (u+v) = Fu+Fdv=0+0=0, pa
jeu+ve Kerd .

2. Neka je u € Kere/,a € P. Tada u = 0, pa je &/(au) = a/u = a® = 0. Dakle,
au € Kerd .

Na osnovu 1. i 2. zaklju¢ujemo da je Kerg/ vektorski potprostor. Sada dokazimo isto i za
sliku operatora.

3. Neka su w, z € Img/. Tada postoje u,v € V tako da &/u = w, v = z. Tada Fu+ v =
w + z, pa je zbog linearnosti operatora </ (u + v) = w + z. Dakle, vektor u +v € V se slika u
w+z, pajew+z € Ima.

4. Neka je w € Ime/,a € P. Tada Ju € V, tako da je #u = w. Odavde as/u = aw. Zbog
linearnosti, ae/u = &7 (au) = aw, pa se vektor au slika u aw, pa je aw € Ima/.

Iz 3. i 4. slijedi da je Im.</ je vektorski potprostor.
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Teorema 4.2. Neka je o7 € LV — W), {ur,us,...,u,} baza v V. Tada je Imeo/ =
Lin{e/uy, Aus, ..., u,}.

Dokaz
Neka je w € Ime/. Tada Jv € V : w = &/v. Razlazuéi v po bazi, imamo:

w=Adv = <zn:aiui) = aizn:,fzfui.
i=1 i=1

Odavde w € Lin{a/uy, A us,...,du,}. Posto je w proizvoljan vektor iz Imef/, odavde za-
klju¢ujemo da Im</ C Lin{o/uy, A uy, ..., up,}.
Uzmimo sada proizvoljno v € Lin{&/uy, S us, ..., u,}. Tada je

v = Zn:ai%’ui = (i:%m) )
i—1 i=1

tj. v € Img/. Zbog toga Lin{/uy, A us, ..., u,} C Ime/.Dakle, Lin{ o uy, A us, ..., du,} =
Imaf .

Primjeri.

1. Razmotrimo operator projekcije &2 € L (R? — R?). U R? izaberimo bazu

Tada

Konacno,

jetimo da
Hze = €y, Hzey = —€).
No, Lin{€,, =€} = V? = ImZx.
3. Razmotrimo standardnu bazu 1,¢,t2,...,t" u prostoru polinoma M,. Vidimo da 21 =
0,2t =1,9t> =2t,...,2t" =nt"" . No, Lin{0,1,2t,...,nt" '} = M,,_, = ImZ.

n

Teorema 4.3. Neka su vektoriug, ..., u,, € V linearno zavisni. Tada su vektori &/ uq, ..., u,, €
W linearno zavisni.

Dokaz

Neka su uq,us, ..., u, € V linearno zavisni, tj. neka aju; + asus + - - - + i, = 0, pri ¢emu

Ja; # 0. Ako na posljednju jednakost djelujemo operatorom <7, imamo:
A (aquy + oty + -+ - + Q) = @1 Uy + s us + -+ + QA Uy, = 0,

pri ¢emu Joy; # 0. Dakle, vektori &/uq,. .., u,, su linearno zavisni.
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Definicija 4.4. Rangom linearnog operatora o/ nazivamo dimenziju njegove slike: ranke/ =

dimImsf .

Definicija 4.5. Defektom linearnog operatora o/ nazivamo dimenziju njeqovog jezgra: defects/ =
dimKerd .

Teorema 4.4. Neka je o7 € L(V — W). Tada ranks? < dimV.

Dokaz
Neka je dimV = n, a sistem vektora uy, .. ., u, bazau V. Po Teoremi 4.2 Im.«/ = Lin{a/uy, o us, ..
pa je:
rankse/ = dimImef = dimLin{/uy, S us, ..., A u,} <n.
Ukoliko su vektori {</uy, o us, ..., u,} linearno nezavisni, ovdje vazi znak jednakosti, a

ukoliko su linearno zavisni, tada je ranke? < n.

Teorema 4.5. Neka je uq,us,...,u, baza vV, a fi, fa,...fn proizvolyni vektori v W. Tada
postoji tacno jedan linearan operator <, takav da

Wui:fi,i:L_W

Dokaz
Neka je v € V proizvoljan vektor, v = > | a;u,;. Defini§imo operator &/ € L(V — W) na
sljedec¢i nacin:

dv=w= i%’fi.
i=1

Lako je neposredno provjeriti da je operator o7, koji je definisan na ovaj nacin, linearni operator.
Dalje, &u; = o (0-u1+0-ug+- -+ 1w+ +0-up) = 0- f1+0- fo+---+1-fi+---+0-f,, = fi,
za svako i = 1, n.

Konacno, pretpostavimo da postoji linearni operator & € L(V — W) takav da Bu,; = f;, i =
1, n. Izaberimo proizvoljno v € V, v = 31" | a;u;. Tada,

PBv =R (i%’%’) = i&i%’% = iaifi = .
i=1 i=1 i=1

Dakle, &/v = PBv,Yv € V, pa & = A.
Teorema 4.6. o7 € L(V — W). Tada:

ranks/ + defected = dimV.

Dokaz
Neka je dimV = n,dimKer</ = k. Izaberimo bazu u Kers/ : uj, us,...,u;. Dopunimo ovaj
sistem vektora do baze u V: wqy,us, ..., Uk, Ugs1, ..., U,. Tada vektori &uyyq,..., A u, ¢ine

bazu u Im./. Zaista,

Imo/ = Lin{/uy, A us, ..., u, A ugs1, ..., Au,} =

o un},
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Lin{®,...,0, Fupi1,...,Su,} = Lin{ A upyq,...,Au,},

pa vektori &/ ug 1, ..., u, generisu Imof .
Ostaje da se pokaze da su ugyq,...,u, linearno nezavisni. Formirajmo njihovu linearnu
kombinaciju i izjedna¢imo sa nula vektorom: oy 1 up1 + - + apu, = 0 ili

o($ ) o

1=k+1

Odavde: )", .| au; € Kerg/, pa se ovaj vektor moze razloziti po bazi u Kerg/:

n k
E QU; = E @Uz
i=1

i=k+1
Odavde,

k n

E Biu; — E a;u; = 0.

i=1 i=k+1
Ali, vektori u;,7 = 1,n ¢ine bazu u V, pa su linearno nezavisni, odakle imamo da su svi

koeficijenti a; = 0,4 = k+ 1,n, B; = 0,i = 1, k. Dakle, vektori .@uj,1,. ..,/ u, su linearno
nezavisni i ¢ine bazu u I'mg/. Na osnovu toga, dimIm</ =n — k, tj. rank o/ =n — k.
4.3 Operacije na skupu linearnih operatora
1) Neka je & € L(V — W), a € P. Tada operator &/ mozemo pomnoziti skalarom a:
PB=odc L(V—->W).
Dakle, Z je linearni operator, koji svaki vektor u € V slika u vektor iz W na sljedeé¢i nacin:
PBu = (ad )u = oA u).
2) Neka su o7, # € L(V — W). Tada mozemo definisati zbir operatora o7 i %:
C=o+BecL(V—->W).
Na svaki vektor u € V operator € djeluje na sljede¢i nacin:
Cu= (A +B)u=du+ PBuecW.

3) Interesantnija i zna¢ajnija od prethodnih je operacija mnoZenja dva operatora. Neka je
o € LV W), B e LW — Z). Tada moZzemo definisati operator Z - o7 € L(V — Z) na
sljedec¢i nacin:

zaYu € V oznac¢imo w = Ju € Wiz=%we Z. Tada (B )u=RB(Au) = PBw==z¢€Z.
Operator B4/ se naziva proizvodom (ili superpozicijom) operatora % i 7.
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T

Primjer. Neka su %2, Py—osa € L(V? — V?) operatori rotacije za ugao 5 i projekcije na
r—osu. Tada je moguce razmotriti dva proizvoda: %2 i P LRy .
Provjerite da su za prvi operator jezgro i slika sljedeci:

Ker%. )y = {y —osa}; Im%A.;, P = {y — osa}.

Za drugi operator su jezgro i slika sljedeéi:

KerP Ry = {x —osa}; ImPR.;» = {r —osa}.

A

Slika 4.3: Dejstvo operatora P Xro 1 Xrj2 P .

4.3.1 Rang proizvoda linearnih operatora

Teorema 4.7. Neka su o/ € L(V — W), a B € LW — Z). Tada:
1. rank(Bd) < min(ranks , rankAB);

2. rankel = dimW = rank(B<f) = rank%;

3. rankPB = dimZ = rank(BA) = rankd .

Dokaz

Ovdje ¢emo predstaviti jedan od moguéih dokaza ove teoreme, uskoro ¢emo moéi da dokazemo
ovu teoremu koristeéi teoreme o rangu matrica 2.8 i 2.9.

1. Znamo da je Im«/ C W i razmotrimo suzenje %’ operatora & na Imof, tj. B' = Blime -
Primijetimo da I'm(%A|mw) = Im(AB<), pa imamo

dimIme/ > dimIm%B = dimIm(B).

Dakle, rank(#A.</) < rankg/. Druga jednakost rank(2A.</) < rank2 slijedi iz toga sto Im(AB) C
Im3A.

2. Neka ranke? = dimW. Tada Imo/ =W i Im(B) = ImPB = rank(B) = rankAB.

3. Neka rank# = dimW. Tada, W = ImPB C Z. Ali, operator &£ ne mijenja dimenziju, tj.
dimW = dimIm%B, pa je Imot = Im(BA).

Odavde dobijamo ranke/ = rank(#8<).

Primjer.

rank(#£x2 ) = 1, dok je rank P = 1, %o = 2.
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4.4 Obratni operator

U ovoj sekciji ¢emo razmatrati operatore koji slikaju prostor V' u isti prostor, dakle &7 € L(V —

V).

Definicija 4.6. Operator % € L(V — V) se naziva jedini¢nim operatorom (ili operatorom
identiteta), ako za svako v € V wazi Sz = x.

Definicija 4.7. Neka je of € L(V — V). Ako postoji linearni operator 2 € L(V — V), takav
dao 29 = o 2 =7, tada se 2 naziva obratnim operatorom operatoru <f .

Oznaka: 2 = o7/ !

Ukoliko operator o7 ! postoji, govori¢emo da je <7 invertibilan operator.

Primjeri.

1.) Za operator Zy;» € L(V? — V?) rotacije geometrijske ravni za ugao 7 je lako vidjeti da je
'%;/12 =K /2-

2.) Operator & € L(V? — V?) projekcije vektora na z-osu nema obratni operator, jer nije

uzajamno jednoznacan.
3.) Operator 2 € L(M, — M,) takode nije invertibilan.

Teorema 4.8. Neka je o7 € L(V — V). Sljedeci uslovi su ekvivalentni:
1. & je invertibilan;
2. o je uzajamno jednoznacan;

3. Kera/ ={0};
4. Imot =V, tj. ranke/ = dimV.
Dokaz

Ne pocetku dokazimo implikaciju 1. = 2. Neka je &/ invertibilan. Tada 3./~ ! : &1 = .7,
Neka je o1, = o xs.
Pomnozimo posljednju jednakost sa .o/~ :

o Yot = A Vg = 1) = 29,

Ovo znaéi da je operator uzajamno jednoznacan.

2. = 4. o/ je uzajamno jednoznacan. Tada svaki vektor v € V ima jedinstvenu obratnu sliku,
pa Img/ =V.

4. = 1.: Neka je Ima/ = V. Tada, Vv € V3Iu : &/u = v. Defini§imo operator & ! po sljede¢em
pravilu: & ~'v = u. Tada:

a) @' je obratan za &, jer & 'Fu = w=uYu eV, pa A 1A =.7.

b) &1 je linearan operator.

Iz a) i b) slijedi da je o invertibilan.

2. = 3.: Ako je o/ uzajamno jednoznacan, tada svaki vektor ima samo jednu obratnu sliku, pa
i nula vektor ® € V. Ovo znadi da se samo nula vektor slika u nula vektor, pa je Kere/ = {0}.
3. = 2.: Neka je Kera/ = {0}. Pretpostavimo da je &/u = o/v. Tada, /u — /v = 0, pa je
o (u—v)=0.Dakle, u —v € Kere/, pajeu—v=0=— u=u.

Definicija 4.8. Operator o7 € L(V — V') éemo nazvati singularnim ako je Kero/ # {0}. Ako
je Kerge/ = {0} operator nazivamo regularnim.
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Iz navedenog kona¢no mozemo izvesti sljedeci:

Zakljucak.

Operator &7 € L(V — V) je singularan <= & nije invertibilan <= & nije uzajamno
jednoznacan <= ranks/ < dimV.

4.5 Matrica linearnog operatora

Neka je o7 € L(V — W),e = {e1,...,e,} bazau V, a f = {f1,..., fm} baza u W. Vektori
</ e; leze u prostoru W, pa ih mozemo predstaviti preko vektora baze tog prostora:

Qf@j = Zaijfia VJ € 1,_71
i=1

Definicija 4.9. Matricom operatora o7 € L(V — W) u bazama e i f naziva se matrica

11 19 . A1p

91 oy ... op
Ale, f) =1 .

AOm1 Om2 ... Omnp

Vidimo da su dimenzije matrice linearnog operatora o € L(V — W) jednake m x n =
dimW x dimV .
Primjer 1
Neka je dat operator projekcije 2 € L(R? — R?). Primijetimo da ¢e dimenzije matrice ovog
operatora biti 2 x 2.

. . 1 —4 . .
Izaberimo bazu u prostoru R?. Neka je e = {e¢; = | )2 = ( 9 )} Kako bismo nasli
matricu operatora u ovoj bazi, potrebno je naéi slike svih vektora iz baze:

e () ()

Dalje, potrebno je dobijene vektore razloziti po izabranoj bazi:
1 1 —4
961:(0)20511(1)4—0521( 9 )
1

ayp — 4ag = 1, a1 + 2091 = 0= a1 = g, Qg1 = —6.

Dobijene koeficijente «q1,as; mozemo upisati u prvu kolonu matrice. Nastavimo sa slikom
narednog vektora u bazi:

e () -on(1) e (3).

Odavde:
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Tada: 5
g — 4oy = —4, apg + 200 = 0= g = ——, agy = .

3 3
Sada mozemo zapisati matricu operatora &2 u bazi e:

ra= (2% S5

Sada nadimo matricu istog operatora u standardnoj bazi ¢’ = {e] = ( (1) ) L€y = < (1) )} Tada

vazi: Pe| = ( é ) =ej=1-€e+0-€, Pe,= ( 8 ) =0-¢€} 4+ 0-e,. Matrica operatora u
bazi € je:
W (10
P(e) = (0 NE
Primjer 2

Nadimo matricu operatora rotacije %, € L(R* — R?) u standardnoj bazi ¢ = {e| =

(1 ()

Lako je vidjeti da Z,)s¢] = €5 =0- €} +1- €5, Hrppeh = —€) = —1-¢] +0-¢5.
Dakle:
0 -1
v (0 3),
Primjer 3
Razmotrimo operator diferenciranja ¥ € L(M, — M,), i izaberimo u prostoru M, bazu

f={1,t,t* ...,t"}. Tada

P1=0=0-14+0-t+---+0-t"
Pt=1=1-140-t+---+0-t%
DtP=2=0-14+2-t+0-1>+---+0-t"
PP =3 =0-14+0-t++3-t*+---+0-t"

Dt =nt" 1 =0-14+0-t+---4+n-t""1+0-t"

Uvrstavajuéi dobijene koeficijente razlaganja redom u kolone, dobi¢emo matricu operatora &
u bazi f:

010 0 ...0
002 0 ...0
000 3 ...0
piHy=1|. . . . . .
000 0 n
000 0 0

Matrica D(f) je dimenzija (n + 1) x (n + 1).
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Sada napisimo matricu istog operatora u drugoj bazi g = {1,1, ;, g—?;%} Nadimo slike vektora
baze i njihova razlaganja:

n

PL=0=0-14+0-t++0-
n:

@t:1:1~1+0-t+--~+0-—';
n!
t2 t2 tn
3 t? tr
-2 —0-1 Tl — e L
.@3! 5 0-1+0-t+ 2!—1- +0 mE
" tn_l tn—l n
- (0140t 4+t ]l — 40—
n! (n—1)! * e (n—1)! * n!
Uvrstimo u kolone i dobijemo matricu:
010 O 0
001 O 0
000 1 0
D(g) =
000 O 1
000 O

Napomena

Sada smo nasli nac¢in da linearne operatore zapiSemo uz pomo¢ matrica. Ovo je vazno za
nas, budué¢i da matrice mozemo jednostavno zapisati i da imamo prilicno znanja o njima.
Ipak, vidimo da situacija nije tako jednostavna, budué¢i da matrica operatora zavisi od izbora
baze. Kako smo vidjeli na primjeru operatora projekcije, u razli¢itim bazama njegove matrice
izgledaju potpuno razli¢ito.

Oznaka: Podsjetimo da smo se dogovorili da operatore oznac¢avamo velikim latinskim pisanim
slovima. Njihove matrice ¢emo oznacavati odgovarajué¢im velikim Stampanim slovima. Uz to,
u zagradama ¢emo pisati oznaku za bazu, kako bi bilo jasno da je matrica upravo u toj bazi.
Recimo, ako sa & oznac¢imo operator diferenciranja, sa D(f) ¢emo oznaCavati matricu tog
operatora u bazi f. Naglasimo da ¢emo oznaku za bazu u zagradi izostavljati u slucajevima
kada je jasno u kojoj bazi radimo.

Nakon sto smo zakljucili da matrica operatora zavisi od izbora baze, vidjecemo da matrica
operatora ipak zadrzava neke osobine tog operatora, bez obzira na izbor baze. Recimo, mogli
smo primijetiti da u gore navedenim primjerima matrice istog operatora uvijek imaju isti rang
i da je taj rang jednak rangu operatora. Obije matrice operatora projekcije imaju rang 1,
matrica operatora rotacije je ranga 2, dok su obije matrice operatora diferenciranja ranga n.
To nas navodi da formulisemo sljedecu:

Teorema 4.9. Rang matrice A(e, f) ne zavisi od izbora baza e i f i jednak je rangu operatora

i
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Dokaz

Saglasno definiciji ranke/ = dimImg/, a po Teoremi 4.2 Imof = Lin{<l e, A ey, ..., A e,},
pa je ranke/ = dimLin{<l e, A es, ..., ode,}.

Medutim, po definiciji matrice linearnog operatora A(e, f) = (e (f)Lea(f), ..., e (f)),
gdje su sa /e;(f) oznacene koordinate vektora 7e; u bazi f.

rankA(e, f) je broj linearno nezavisnih kolona, tj. broj linearno nezavisnih vektora medu
vektorima { ey, ey, ..., A e,}.

Odavde, rankA(e, f) = dimLin{ ey, ..., de,} = ranks .

4.5.1 Vektorski prostor linearnih operatora

U Sekciji 4.3 smo uveli operacije sabiranja linearnih operatora i mnozenja operatora skalarom iz
polja P. Sada primijetimo da smo na ovaj nacin uveli strukturu vektorskog prostora na skupu
LV —W).

Teorema 4.10. Skup svih linearnih operatora L(V — W) sa operacijama sabiranja i mnoZenja
operatora brojem iz P ¢ini vektorski prostor nad poljem P dimenzija dimW - dimV.

Za dokaz je potrebno prosto provjeriti aksiome vektorskog prostora.

Kada se radi o dimenziji ovog prostora, potrebno je fiksirati baze e u V' i f u W. Tada svakom
operatoru &/ € L(V — W) odgovara tacno jedna matrica A(e, f) dimenzija dimW x dimV.
Tada operacije sabiranja operatora i mnozenja operatora brojem prelaze u operacije sabiranja
matrica i mnoZenja matrica brojem. Dakle, skup svih linearnih operatora £(V — W) sa ovim
operacijama je vektorski prostor izomorfan prostoru matrica dimenzija dimW x dimV.
Odavde slijedi da je skup L£(V — W) vektorski prostor dimenzije dimW - dimV.

4.6 Transformacija matrice linearnog operatora pri prelasku
na nove baze

Posto smo se u prethodnoj sekciji ubijedili da matrica operatora zavisi od izbora baze, vidjeli
smo da ipak ne moze bilo koja matrica biti matricom datog operatora. Matrice zadrzavaju
neka svojstva operatora, nezavisno od baze, recimo rang. U ovoj sekciji ¢emo se baviti pitanjem
kako se mijenja matrica operatora prilikom zamjene baze. Po¢nimo od slucaja kada se osnovni
prostor i prostor slika razlikuju, tj. kada je dimV # dimW.

Neka je o7 € L(V — W), eiée baze uV, fi f' baze u W, a A(e, f) i A(€/, f') su matrice
operatora </ u ukazanim bazama.

Teorema 4.11. Neka je S € P™*™ matrica prelaska iz e u € i Q € P™™ matrica prelaska iz
baze f u f'. Tada:

Ale, /)5 = QA(E, [).

Dokaz
Neka je y = oz, v € V, y € W. Fiksirajmo baze e u V' i f u W i ozna¢imo sa x(e) i y(f)
koordinate vektora x i y u bazama e i f. Tada je

y(f) = Ale, flz(e),  y(f') = A, f)z(€). (4.1)
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Posto su S i ) matrice prelaska, to (po Tvrdenju 2.8) vazi:
2(e) = Sa(e),  y(f) = Qu(f). (4.2
Kombinujuéi (4.1) i (4.2), dobijamo:
Qy(f') = Ale, f)Sz(e').
Ako u posljednju jednakost uvrstimo drugu jednakost iz (4.1), dobijamo:
QA(E, f)e(e') = Ale, f)Sz(e).
Posto je vektor x proizvoljan, to iz posljednje jednakosti imamo
QA(e, f') = Ale, f)S.

Zakljuak. Neka je o € L(V — W), gdje je V # W. Tada su sve matrice operatora <7
medusobno ekvivalentne i njihov rang je jednak rangu operatora </ (podsjetimo na Teoremu
2.18 prema kojoj ekvivalentne matrice imaju jednak rang).

Teorema 4.12. Neka je o7 € L(V — W) i ranks/ = r. Tada postoje baze e vV i f u W,

takve da matrica Ae, f) = G = <1;; 8) .

Dokaz
Dokaz ove teoreme je jednostavan, ako se pozovemo na Teoremu 2.17. Neka je A(¢/, f') matrica
operatora </ u bazama €' i f’. Po Teoremi 2.17 postoje regularne matrice P i ) takve da je:

A, fY=P-G-Q. (4.3)
Izaberimo nove baze na sljede¢i nacin: e = €Q~' i f = f'P. Tada po Teoremi 4.11:
Ale, )@ = PUA, ).
Uvrstimo posljednju jednakost u (4.3):
Ale, f) = PTA(E, Q' = P PGQQ™ = G.

Sada razmotrimo sluc¢aj kada operator djeluje iz V' u V. U tom slucaju imamo samo jedan
prostor, pa nemamo slobodu izbora dvije baze, ve¢ samo jedne.

Teorema 4.13. Neka je o/ € LIV = V), ebazauV, ae =e- S baza u V. Tada:
A(e) = ST A(e)S.

Dokaz
Neka je x proizvoljan vektor iz V', y = o&/x. Neka su e i ¢ = eS dvije baze u V. Tada:

yle) = Ale)z(e), yle') = A(e)x(€),
a takode
z(e) = Sz(e'), yle) = Sy(¢).
Kombinujuéi prethodne jednakosti dobijamo:

S~ tA(e)Sz(e') = A(e)x(e).

Posto je x € V proizvoljan, to iz posljednje jednakosti slijedi tvrdenje teoreme.
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Definicija 4.10. Matrice P i QQ dimenzija n X n se nazivaju slicnima, ako postoji reqularna
matrica S € P™", takva da P = S7'QS.

Zakljucak.

Sve matrice operatora &/ € L(V — V) u razli¢itim bazama su medusobno sli¢ne.
Svojstva sli¢nih matrica.

1. Za sli¢ne matrice A1 A’ vazi detA’ = det A.

Dokaz

detA' = det(S™'AS) = det A.

2. Za svako t € P vazi det(A —tl) = det(A’ — tI), gdje je I jedini¢na matrica.
Dokaz
Iz jednakosti A’ = S71AS slijedi da za svako t € P A" —tI = S™Y(A —tI)S.

Definicija 4.11. Determinantom linearnog operatora 7 € L(V — V') se naziva detA(e).

Definicija je korektna, jer, saglasno svojstvima sli¢nih matrica, determinanta matrice operatora
ne zavisi od izbora baze. Dakle, nije vazno koja konkretno baza e je izabrana u prethodnoj
definiciji.

Oznaka: det.o/ oznacava determinantu operatora .o/

Konacno, zaklju¢ujemo da je, i pored odredenih nijansi, situacija sa operatorima iz V u V
analogna situaciji sa kvadratnim matricama. Izmedu ostalog, uz Zakljucak na kraju Sekcije 4.4
mozemo dodati i sljedece:

Tvrdenje 4.1. Neka je o € LIV — V). Tada je dets/ = 0 ako i samo ako je operator <f
singularan.

Primjeri.
1. Vratimo se na primjer operatora & iz prethodne sekcije. Jasno, ovaj operator je singularan.
Njegove matrice u razli¢itim bazama su medusobno sli¢ne. Provjeriti da za matrice

[ 1/3 —4/3 n (10
P(e)_<—1/6 2/3)’ P(e)_(o 0)‘
vazi da je P(e) = S71P(¢')S, gdje je S matrica prelaska iz baze e u €.

2. Operator Z,» € (V? — V?) je regularan, det%y/» = 1.
3. Operator Z € (M,, — M, je singularan.
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Spektralna teorija linearnih operatora u
konac¢nodimenzionalnom prostoru

5.1 Invarijantni potprostori
U ¢itavoj ovoj glavi ¢emo razmatrati operatore koji djeluju iz V u V.

Definicija 5.1. Neka je o7 € L(V — V). Potprostor U C'V se naziva invarijantnim potpros-
torom operatora <, ako¥u € U : u € U, tj. o/ (U) C U.

Primjeri

1. {0} i V su invarijantni potrostori svakog operatora. Za ova dva invarijantna potprostora
kazemo da su trivijalni.

2. Kerg/ je invarijantan potprostor, jer Vu € Kere/ : /u=0 € Kerd/.

3. Ims/ je invarijantan potprostor, jer Vu € Im.e/, o/u € Imaf .

Primjeri

1. Provjerite da operator rotacije u geometrijskoj ravni %/, € L(V?* — V?) ima samo dva
trivijalna invarijantna potprostora.

2. Operator projekcije na z-osu & € L(V? — V?) ima 4 invarijantna potprostora:

- dva trivijalna invarijantna potprostora: {8}, V?;

- r-0sa = ImZ,

- y-osa = Ker .

3. Operator rotacije u geometrijskoj ravni za ugao m %, € L(V? — V?). Za ovaj operator svi
potprostori su invarijantni.

4. Operator diferenciranja ¥ € L(M, — M,). Za svako k = 0,1,...,n , My C M, su
invarijantni potprostori ovog operatora.

Primjedba.

Neka operator &7 € L(V — V) ima netrivijalni invarijantni potprostor U C V.

Izaberimo bazu {uq,us,...,ux} u U. Dopunimo je do baze u V' : {uq,. .., Ug, Ups1,---, U}
Razmotrimo slike vektora wq,...,u,. Posto je uy € U, a U invarijantni potprostor operatora

o, to o/u; € U. Tada se ovaj vektor razlaze po bazi {uy, ..., u}:

Auy = anuy + -+ Qg+ 0 Uy + o+ 00Uy
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Isto tako, vektori &/us, ...,/ uy leze u U. Dakle,

Uy = gy + - A ot + 0 - Upgy 4 -+ 0wy,
: (5.1)
A up = oy + -+ Qppte + 0 Uy £+ 00 up

Za vektore ugiq, ..., u, ne mozemo tvrditi isto, jer oni ne leze u invarijantnom potprostoru U.
Konac¢no, matrica operatora 2/ u bazi e je:

a1 2 ... O Q141 ... Qg

Qg1 Qg ... Qg QK41 ... Qop

A(u) = g1 o ... Ok A k+1 C [07%%
0 0 ce 0 k41 k+1 -+ Qktin

0 o ... 0 Qp kgl -+ Qpy

Zaklju¢ujemo da ukoliko znamo jedan netrivijalni invarijantni potprostor U operatora, to
mozemo izabrati bazu vektorskog prostora na nacin da matrica operatora u toj bazi ima jed-
nostavniji oblik. Dobijena matrica A(u) sadrzi blok dimenzija (n — k) x (n — k) koji sastoji od
nula. (Ovdje je n = dimV, k = dimU.)

Ukoliko ¢itav prostor V razbijemo u direktnu sumu invarijantnih potprostora Uy, ..., Us, to
mozemo izabrati bazu V tako da matrica ima jo$ jednostavniji oblik. Zaista, neka je V =
Uy ®Uy® --- @ Us. Izaberimo baze u prostorima Uy, ..., U, redom:

- neka je uy,...up, baza u Uy;

- Up,41, - - -, Up, - baza u Uy, itd.

= Up, 41 -- -, Up, - baza u Us.

Tada je unija svih ovih sistema vektora:

U= {Uy ey Upyy Upyt1y e ey Upgy ey ee s Upy 41y e s Up,

baza u prostoru V i p; = n = dimV.
Primijetimo da su za j = 1,...,p1 vazi u; € Uy, a U; je invarijantan potprostor. Zato za ove
vektore vazi: «/u; € U;. Tada se oni razlazu po bazi u Uy:

Auj = ajrug + -+ Qp Uy, + 0 Up g1+ 0w,
zaj=1,...,p1.
Dalje, slicno se vektori up,41,...,u,, € Us slikaju u vektore iz Us, pa se razlazu po bazi tog
potprostora:

duj:o'ul—’—"'—’_o'um T Qpi41Upy 11 F o Qi Upy + 0 Upy g A A A0y,

zaj=p1+1,...,p.
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Nastavljajuc¢i ovaj proces, sli¢no nalazimo za potprostore Us,...,Us. Konacno, zaklju¢ujemo
da matrica operatora &/ u bazi u prostora V ima sljede¢i "blo¢ni" oblik:

A O ... O
O A ... O
Alu) = Do
O O ... A

Ovdje su sa O oznacene podmatrice koje se sastoje iskljuc¢ivo od nula, dok je, recimo, matrica
A, zadata sa:

11 19 e Oy

91 99 Ce a?pl
A =

Qpi1 Op;2 .. Qppy

Primjer.

Operator projekcije na z-osu u geometrijskoj ravni V2 2 € £(V? — V?2) ima dva netrivijalna
invarijantna potprostora U; = {x—osa} i Uy = {y—osa}. Citav prostor V? je direktna suma ova
dva potprostora: V2 = {z — osa} @ {y — osa}. Izaberimo baze u ova dva jednodimenzionalna
potprostora: €; € {z —osa} i é&, € {y —osa}. Za bazu u V? uzmimo uniju ove dvije baze
e = {é1,é}. Tada je matrica operatora u bazi e:

Pa=(o0)

Ovo je blo¢ni oblik matrice, sa dva bloka A; = (1) i A, = (0).

5.2 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori linearnog
operatora

Neka je V' vektorski prostor nad poljem P, o/ € L(V — V).

Definicija 5.2. Vektor x # 0 se naziva svojstvenim vektorom operatora of € L(V — V), ako
XN € P: /v = Ax. Broj A se naziva svojstvenom vrijednoSéu operatora < .

Skup svih svojstvenih vrijednosti naziva se spektrom operatora .o7.

Primjedba

U matematickoj literaturi na engleskom jeziku se za svojstvene vrijednosti vrijednosti i svo-
jstvene vektore koriste termini eigenvalues i eigenvectors. (Koristi se njemacka rije¢ eigen =
svoj, svojstveni.)

Primjeri

1. Operator rotacije za ugao
vrijednosti u polju R.

2. Operator rotacije za ugao 7 u V? %, € L(V? — V?) ima svojstvenu vrijednost A = —1. Svi
vektori su svojstveni vektori ovog operatora.

™

= u geometrijskoj ravni Z. s € L(V? — V?) nema svojstvenih
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3. Operator projekcije na x-osu u V2 & € L(V? — V?) ima svojstvenu vrijednost A = 1.
Svojstveni vektori koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti A = 1 su svi vektori na osi z—osi.
Takode, A = 0 je svojstvena vrijednost ovog operatora, a svojstveni vektori koji joj odgovaraju
su svi vektori na y-osi.

4. Operator diferenciranja na prostoru M, 2 € L(M, — M,) ima jedinstvenu svojstvenu
vrijednost A = 0. Svojstveni vektori koji odgovaraju ovoj svojstvenoj vrijednosti su polinomi
konstante.

Svojstva

1. Svi vektori iz Kera/ su svojstveni vektori operatora o/ koji odgovaraju svojstvenoj vrijed-
nosti A =0, budu¢ida z € Kere/ = Zxr=0=0-x.

2. Ako je x— svojstveni vektor operatora &/ za svojstvenu vrijednost A, tada je za svako
a # 0 € P vektor ax takode svojstveni vektor o7, za svojstvenu vrijednost \. Zaista, o7 (ax) =
adr = a(Ar) = Max).

3. Ako je z svojstveni vektor 7, tada je skup Lin{z} = {az,a € P} jednodimenzionalni
invarijantan potprostor za <.

4. Ako je x svojstveni vektor operatora &7 za svojstvenu vrijednost A, tada je x takode svojstveni
vektor operatora .72 za svojstvenu vrijednost \2.

Teorema 5.1. Svojstvent vektori koji odgovaraju razlicitim svojstvenim vrijednostima operatora
su medusobno linearno nezavisni.

Dokaz
Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po broju svojstvenih vrijednosti operatora.
1. Neka .7 ima jednu svojstvenu vrijednost \; :

ﬂl’l = )\11’1, T 7é 0.

Jedan nenulti vektor ¢ini linearno nezavisan sistem.

2. Pretpostavimo da je teorema tacna za p razli¢itih svojstvenih vrijednosti Ai, Ao, ..., Ap.
Neka su A, ..., \p, A\py1 razlicite svojstvene vrijednosti operatora 7, a z1,...,%p, Tpr1 0dgo-
varajuci svojstveni vektori:

%331 = )\133'1, c. ,%.I'p = )\pxp, dxp—i—l = )\p+1l'p+1. (52)

Potrebno je dokazati da su vektori xi,...,p,2p41 linearno nezavisni. Izjednac¢imo njihovu
linearnu kombinaciju s nula vektorom:

oy + -+ apTy + Ap1Tp+1 = 0. (53)
Pomnozimo jednakost (5.3) operatorom .
A (a1 + - 4 0Ty + Qpi1Tp1) = G T + -+ 0 T Ty + 01 D Tpiq = 0. (5.4)

Koristec¢i (5.2):
Oél>\15U1 + -+ Oép/\pifp + ap+1)\p+1xp+1 =0 (55)

Pomnozimo jednakost (5.3) sa \,41 :

Q1 Ap1T1 + - F ApApi1Tp + Qpi1Ap1Tpr1 = 0. (5.6)
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Oduzmimo (5.6) od (5.5):

Oél()\l — >\p+l)x1 + -+ Oép()\p — >‘p+1)xp = 0. (57)
Vektori x1,x2,...,, su linearno nezavisni po pretpostavci indukcije, a poSto su svojstvene
vrijednosti razlicite, to Ay — A\pp1 # 0,00 — Apr # 0,...,0, — Ay # 0, pa iz (5.7) slijedi
ar =0, =0,...,0, =0.
Iz (5.3) slijedi api17p11 = 0, pa, posto je z,411 # 0, to a,pq = 0.
Dakle, iz (5.3) smo dobili da su oy = 0,0 =0, ..., = 0, 11 = 0, 8to dokazuje da su vektori
Zi,...,Tp, Tpp1 linearno nezavisni.

Posljedica 5.1. Linearni operator o7 € L(V — V) moZe imati najvise n = dimV razlicitih
svojstventh vrijednosti.

Primjedba
Pretpostavimo da &/ € L(V — V) ima n = dimV linearno nezavisnih svojstvenih vektora
T1,X2y...,Tp.

dry = MNx1, ..., DTy, = ATy

Tada:
A1 =MT1+0 2240 23+ 4+0-xy;
,';fog:O-xl+)\2x2+0'x3—|—-~+0'xn; (58)
%$n20$1+0$2+01‘3++>\n$n
Vidimo da ¢e matrica operatora o/ u bazi © = {xy,...,2,} biti dijagonalna:
A0 0 ...00
0 X 0 ... 0
0 0 0 ... A\,

Definicija 5.3. Operator o7 se naziva dijagonalizibilnim (ili operatorom proste strukture), ako
postoji baza od svojstvenih vektora <f .

Primjedba

Iz Teoreme 5.1 slijedi da ukoliko operator &7 € L(V — V) ima n = dimV razli¢itih svojstvenih
vrijednosti, to je on dijagonalizibilan.

Primjer

1. Operator & € L(V? — V?) je dijagonalizibilan, jer ima dvije razli¢ite svojstvene vrijednosti
(2 = dimV?).

2. Operator Z, € L(V? — V?) je takode dijagonalizibilan, iako ima samo jednu svojstvenu
vrijednost.

3. Operator 2 € L(M, — M,) za n > 1 nije dijagonalizibilan (ima samo jedan linearno
nezavisni svojstveni vektor).
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4. Operator Z= € L(V? — V?) nije dijagonalizibilan (wopSte nema svojstvenih vektora).
Primjedba

Primijetimo da smo sve gore navedene operatore u primjerima razmatrali u vektorskim pros-
torima nad poljem realnih brojeva R.

5.3 Karakteristi¢ni polinom operatora

U prethodnoj sekciji smo uveli veoma vazne pojmove svojstvene vrijednosti i svojstvenog vek-
tora linearnog operatora. Medutim, nismo ukazali nac¢in na koji se u opstem slu¢aju mogu naci
svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori. Ova sekcija ¢e biti posveéena tom vaznom pitanju.
Ipak, da bi se ovaj materijal bolje razumio, potrebno je znati neke ¢injenice iz Opste algebre
o polinomima, njihovim korijenima i sli¢no. Stoga ¢emo se najprije kratko upoznati sa ovim
¢injenicama.

Definicija 5.4. Neka je f(t) = t" + ap_ 11"t + -+ + ait + ag polinom sa koeficijentima
1,an_1,...,a1,a9 iz nekog polja P. Korijenom, ili nulom polinoma f(t) se naziva rjeSenje
jednacine f(t) = t" 4+ ap_1t" ' + -+ + ast + ag = 0.

Definicija 5.5. Polje P se naziva kompletnim, ako svaki polinom sa koeficijentima iz P ima
korigen u polju P.

Primjer

Polje R nije kompletno. Recimo polinom f(t) = t* + 1 nema korijen u polju R, iako mu
koeficijenti 1,0 1 1 pripadaju R.

éinjenica da polje R nije kompletno ¢ini neophodnim da uvedemo kompleksne brojeve. Za nas
je vazna teorema koja tvrdi da je polje kompleksnih brojeva C kompletno. Ova teorema nosi
naziv "Osnovna teorema algebre". Ona se moze dokazati na razli¢ite nacine, ali nijedan od
tih dokaza nije ba$ jednostavan. Budu¢i da ova teorema nije predmet proucavanja Linearne
algebre, mi ¢emo je ovdje samo formulisati bez dokaza.

Teorema 5.2. (Osnovna teorema algebre) Svaki polinom sa koeficijentima v C ima korijen u
C. Drugim rijecima, polje C je kompletno.

Primjedba
Ako je A € P korijen polinoma f(t) = t" +a,_1t""' + -+ a;t + ay stepena n, tada se polinom

f(t) dijeli sa t — X i tn+a"‘1tn:j\r“'+a1t+a° je polinom stepena n — 1.

Definicija 5.6. Neka je \ korijen polinoma t" + a,_1t" ' + -+ + ait + ag. Tada je kratnost
korijena X\ maksimalan cijeli broj k takav da je (t — \)¥ djelilac polinoma t" + a, 1t 1 + -+ +
alt + ag.

Primjeri

1. Polinom t? — 2t + 1 ima korijen 1 kratnosti 2.

2. Polinom t° ima korijen 0 kratnosti 5.

Tvrdenje 5.1. Svaki polinom stepena n sa koeficijentima iz C ima n korijena u C, racunajuéi
ngihovu kratnost.
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Dokaz

Neka je f(t) = t"+a,_1t" 1+ - -+at +ag polinom sa koeficijentima 1, a,_1, ..., a1, a9 € C. Na
osnovu Osnovne teoreme algebre, postoji korijen A € C. Ako polinom f(t) podijelimo sa t — A,
dobijamo polinom ¢(t) stepena n — 1. Po Osnovnoj teoremi algebre polinom g¢(t) takode ima
korijen u C. Produzavajuc¢i postupak, dobijamo n korijena u C, ra¢unajué¢i njihovu kratnost.
Posto smo se upoznali sa nekim pojmovima i teoremama iz OpSte algebre, vratimo se pitanju
nalazenja svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora linearnog operatora.

Definicija 5.7. Neka je of € L(V — V). Karakteristicnim polinomom operatora < se naziva
X (t) = det( —t.7).

Primjedba

Izaberimo neku bazu e u V. Tada su A(e) i I matrice operatora </ i .# u bazi e. Tada je
det(of —t7) = det(A(e) — tI). Iz svojstava slicnih matrica znamo da ova determinanta ne
zavisi od izbora baze e. Dakle, kako bismo nasli karakteristi¢ni polinom operatora .7, potrebno
je zapisati matricu ovog operatora u bilo kojoj bazi, oduzeti od nje matricu ¢/ i izracunati
determinantu dobijene matrice.

Tvrdenje 5.2. Neka je o7 € L(V — V). Karakteristicni polinom x(t) je polinom stepena
n = dimV.

Ovo tvrdenje ocigledno slijedi iz definicije determinante.

Teorema 5.3. Neka je V' wektorski prostor nad poljem P. X\ € P je svojstvena vrijednost
operatora, &/ € LV — V), ako i samo ako je X\ korijen karakteristicnog polinoma X (t)
operatora <, 1j. A je rjesenje jednacine x.(\) = 0.

Dokaz

Neka je A svojstvena vrijednost o7, tj. &/x = Az, © # 0. Tada Zr—Ar = 0, pa (/' —\I )z = 0,
odnosno = € Ker(o/ — A\.%). Dakle, defect(o/ — A\5) > 0.

Ovo znadi da je operator & — A\ singularan, to jest x.n(\) = det(o/ — A\I) = 0, pa je A
korijen karakteristi¢nog polinoma.

Ovaj dokaz se u potpunosti moze okrenuti unatrag kako bi se teorema dokazala i u suprotnom
smjeru.

Primjeri

1. Po¢nimo sa operatorom projekcije &2 € L(R? — R?). Tada je matrica operatora & u
standardnoj bazi P = ((1) 8), paje P—tl = (1 0 t _Ot

Dakle, karakteristi¢ni polinom operatora &2 je x»(t) = det(P — tI) = t* — t.

Svojstvene vrijednosti operatora & su korijeni njegovog karakteristi¢énog polinoma, tj. rjeSenja
jednacine t? —t = 0. Odavde nalazimo da &2 ima dvije svojstvene vrijednosti \; = 0, Ay = 1.
2. Na redu je operator rotacije %/, € L(R? — R?). Matrica ovog operatora u standardnoj
bazi je Ry = ((1) 01) ,paje Ry = ( 1t _1

Tada je det(R,» —tI) = t* + 1. Dakle, x4(t) = t* + 1 je karakteristi¢ni polinom operatora
R )2-
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Posto jednacina ¢* + 1 = 0 nema realnih rjeenja, to operator %, nema realnih svojstvenih
vrijednosti.
3. Kona¢no, za operator diferenciranja & € L(M,, — M,,),

010 0 —t 1 0 0

0 0 2 0 0 —t 2 0
D= : , paje D—tl = : :

0 00 n 0O 0 O n

0 0O 0 0O 0 O —t

Odavde, xo(t) = (—t)"™! = 0.

Dakle,  ima jedinstvenu svojstvenu vrijednost A = 0.

Teorema 5.3 nam djelimi¢no daje odgovor na pitanje s pocetka ove sekcije. Pozivajuéi se na
ovu teoremu, mozemo naci svojstvene vrijednosti bilo kojeg linearnog operatora (pod uslovom
da umijemo racunati korijene polinoma). Dakle, dobili smo sistematski odgovor na ovo pitanje,
kojim vjerovatno mozemo biti zadovoljni, posebno ako imamo u vidu da u slozenijim slucajevima
korijene polinoma mozemo lako nac¢i uz pomo¢ racunara. Sada ostaje drugi dio pitanja s pocetka
sekcije: kako naci svojstvene vektore linearnog operatora? Pokazuje se da se ovaj zadatak, nakon
nalazenja svojstvenih vrijednosti, svodi na zadatak koji nam je veoma dobro poznat: homogeni
sistem linearnih jednacina.

5.3.1 Metod nalazenja svojstvenog vektora

Pretpostavimo da smo za linearni operator &7 € L(V — V') nasli njegovu svojstvenu vrijednost
A. Pogledajmo na koji nac¢in mozemo naci svojstveni vektor x operatora .o, koji odgovara
sopstvenoj vrijednosti .

Iz jednakosti &/x = Az slijedi (& — A5 )z = 0.

Izaberimo neku bazu e u V', tada prethodnu jednakost mozemo zapisati u koordinatnom obliku:

(A(e) — M)z = 0, (5.9)

gdje je I jedini¢na matrica, A(e) poznata matrica, a A poznat broj. Dakle, pitanje nalazenja
svojstvenog vektora x smo sveli na rjeSavanje homogenog sistema linearnih jednacina (5.9).
Naravno, ovaj zadatak uvijek ima trivijalno rjeSenje x = 0, ali je nama potrebno netrivijalno
rjeSenje, jer je svojstveni vektor (po definiciji) razli¢it od nule.

Sada se postavlja vazno pitanje da li sistem (5.9) uvijek ima netrivijalno rjesenje. Kako bismo
odgovorili na to pitanje, podsjetimo se da smo svojstvenu vrijednost A nasli iz uslova det(A(e) —
Al) =0, tj. tako da matrica A(e) — AI bude singularna. Sada iz Teoreme 3.3 slijedi da sistem
(5.9) uvijek ima netrivijalno rjesenje. To rjeSenje i jeste svojstveni vektor z operatora 7.
Dakle, sistem (5.9) ima netrivijalno rjeSenje samim tim $to je A svojstvena vrijednost o7, ili,
obratno, ako sistem (5.9) nema netrivijalno rjeenje, to A nije svojstvena vrijednost <.
Primjeri

1. Za Z € L(IR? - R?) P = <(1) 8),ix(@(t):t2—t.
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Kako bismo nasli svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A\; = 1, rijeSimo sistem

(P—1-I)z=0,1j.
(8 _01> (2) a <8) ‘

Dobijamo da su svojstveni vektori koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti Ay = 1 svi vektori
T

0
Za drugu svojstvenu vrijednost, A = 0 potrebno je rijesiti sistem (P — 0-I)x = Px = 0, tj.

(o) ()= ()

Svojstveni vektori koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti Ay = 0 su oblika z = (O) , 1.

oblika x = , tj. vektori sa x-ose.

vektori sa y-ose.
2. Za operator D € L(M, — M,) imamo jedinstvenu svojstvenu vrijednost A = 0, pa je za
nalazenje svojstvenog vektora potrebno rijesiti sistem linearnih jednacina:

010 0 ag 0
002 ...0 ay 0
(D—=0-DNa=|[: 1 i . L=
0 0O n Qp—1 0
000 0 an 0
ap
0
RjeSenje ovog sistema su vektori sa koordinatama a = | : |, tj. polinomi oblika f(t) = ag =
0
0
const.
Primjedba

Jos jednom naglasimo da smo u svim primjerima u ovoj sekciji mogli izabrati bilo koje druge
baze i raditi sa matricama operatora u tim bazama, to ne bi uticalo na svojstvene vrijednosti
i svojstvene vektore, zahvaljuju¢i svojstvima slicnih matrica. Mi smo birali standardne baze
isklju¢ivo iz razloga Sto je racunanje u tim bazama lakse.

5.4 Svojstveni potprostor linearnog operatora

Neka je o € L(V — V), \* - svojstvena vrijednost operatora /. Oznacimo sa Wy« = {v €
V : &/v = Mo} - skup svih svojstvenih vektora operatora <7, koji odgovaraju svojstvenoj
vrijednosti A* (ovom skupu svojstvenih vektora smo dodali i nula vektor).

Teorema 5.4. Skup Wy je vektorski potprostor, invarijantan u odnosu na operator < .



96 Spektralna teorija linearnih operatora u kona¢nodimenzionalnom prostoru

Dokaz

1. Neka su v,w € W,., tada &/v = \v, Jw = \w. Odavde &/ (v + w) = v + Fw =
Nv 4+ XNw=X(v+w), pav+we Wy

2. Neka je v € Wy, € P. Tada o (aw) = ao/v = a(A\v) = X (aw), pa av € W)..

Iz 1. i 2. slijedi da je Wy« potprostor.

Neka je v € Wy«. Tada je &/v = X*v € W,«, pa je W)+ invarijantan potprostor za operator o7 .

Definicija 5.8. Skup Wy« se naziva svojstvenim potprostorom operatora </ koji odgovara svo-
jstvenoj vrijednosti A*.

Teorema 5.5. Neka je \* korijen karakteristicnog polinoma operatora < kratnosti k. Tada:
dimWy- < k.

Dokaz
Neka je dimWy« = [. Izaberimo bazu fi, fo, ..., fi u Wy«. Dopunimo je do baze ¢itavog prostora
Vi fi, faseo oy fiy fisas - - oy fu. Matrica operatora o7 u bazi f ima oblik (vidi Primjedbu iz Sekcije

5.1):
A(f) = (g %) ,

gdje je matrica P zadata sa:

A0 0 ...00
O x 0 ... 0
po|: .
0O 0 0 ... A\

Odavde vidimo da je karakteristi¢ni polinom operatora .o/ zadat sa:
Xor (1) = det(A(f) = tI) = (\* =)' - det(R —tI) = (A" = 1) - (1),

gdje je ¢(t) = det(R — tI) - polinom stepena n — [.

S druge strane, A\* je korijen kratnosti k, pa je x(t) = (\* — ¢)* - (1), pri Eemu p(\*) #£ 0.
Dakle, imamo da (A\* — t)!g(t) = (A" — t)k(¢), pri cemu ¥ (\*) # 0, dok ¢(\*) moZe biti nula,
pa zakljucujemo da [ < k.

Neka je A* svojstvena vrijednost operatora &7 € L(V — V). Tada je A* korijen karakteristi¢nog
polinoma x ().

Definicija 5.9. Kratnost korijena A* polinoma x(t) se naziva algebarskom kratnoséu svo-
jstvene vrijednosti A*.

Dimenzija svojstvenog potprostora Wi« koji odgovara svojstvenoj vrijednosti \* se naziva ge-
omeltrigskom kratnoséu svojstvene vrijednosti \*.

Koristeéi terminologiju iz prethodne definicije, mozemo re¢i da Teorema 5.5 glasi da je geometri-
jska kratnost svojstvene vrijednosti manja ili jednaka od algebarske. U narednim primjerima
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¢emo vidjeti da je u nekim slucajevima geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti jednaka
algebarskoj, dok je u drugim strogo manja.

Primjeri

1. Za operator projekcije 22 € L(R? — R?). Njegove svojstvene vrijednosti su \; = 0, \y = 1.
Obije svojstvene vrijednosti su kratnosti 1.

Svojstveni vektori, koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti A\; = 0, su zadati sa: (x()) , pa je
2

dimW,, = 1. Svojstveni vektori, koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti Ay = 0 su: (m) , pa

0
je dimW,, = 1.
Tako su u ovom slucaju geometrijske i algebarske kratnosti obije svojstvene vrijednosti jednake.
2. Razmotrimo operator rotacije za ugao m: %, € L(R*> — R?). Matrica ovog operatora u

standardnoj bazi je:
-1 0
Rﬂ(e) - ( 0 _1) )

njegov karakteristicni polinom je yz(t) = (=1 — t)?, pa je \g = —1 - svojstvena vrijednost
kratnosti 2.

Svojstveni vektori koji odgovaraju ovoj svojstvenoj vrijednosti su svi vektori u R?, pa je
dimW)\O = 2.

Dakle, i algebarska i geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti —1 su jednake 2.

3. Za operator diferenciranja 2 € L(M, — M,), karakteristi¢ni polinom je x»(t) = (—t)"™!, pa
on ima jedinstvenu svojstvenu vrijednost Ay = 0. Algebarska kratnost ove svojstvene vrijednosti
je n+ 1, a njoj odgovaraju svojstveni vektori oblika f(t) = const, pa je dimW,, = 1. Dakle,
geometrijska kratnost ove svojstvene vrijednosti je 1.

Ovaj primjer pokazuje da geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti moze biti strogo manja
od algebarske.

Teorema 5.6. Neka je V' wvektorski prostor nad poljem R i o € L(V — V). Tada postoji
invarijantan za </ potprostor prostora V, dimenzije 1 ili 2.

Dokaz

Razmotrimo dva slucaja:

1. Najprije pretpostavimo da 7 ima realnu svojstvenu vrjednost A. Oznacimo sa x svojstveni
vektor koji odgovara A. Tada je L = {ax,a € R}— invarijantan potprostor operatora <7 i
dimL = 1.

2. Sada pretpostavimo da ./ nema realnih svojstvenih vrijednosti. Tada, po Osnovnoj teoremi
algebre, o/ ima kompleksnu svojstvenu vrijednost A = a + i3, 8 # 0. Fiksirajmo bazu e =
{e1,...,e,} u V. Oznadimo sa A matricu operatora </ u bazi e, a sa £ + in svojstveni vektor
koji odgovara svojstvenoj vrijednosti o 4¢3, tada:

(A— (a+iB)I)(& +1in) = 0.
Razdijelimo u prethodnoj jednakosti realni i imaginarni dio:

A —alé+ BIn=0, An— BI§ — aln =0,
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ili

AL = af — Bn, An = B¢+ an. (5.10)
Primijetimo da iz jednakosti £ + in # 0 slijedi da £ # 0 i n # 0. Zaista, ako pretpostavimo da
je £ =0, tada iz prve jednakosti u (5.10) imamo fn = 0, a posto je 5 # 0, to n = 0.
Po nenultim koordinatnim kolonama & = (& ...&,)7,n = (n1...n,)" formirajmo nenulte vek-

tore: . N
r=el = Gey=en=) e
i=1 =1

Tada:
i=1 i=1
idemi = (i 77&') =dy. (5.12)
i=1 i=1

Pomnozivsi jednakosti (5.10) s lijeve strane matricom e = (ej es ... e,) 1 koristeéi formulu:
eA = (e ...de,),
dobijamo dvije vektorske jednakosti:
dr=axr— Py, dy=Fxr+ ay. (5.13)

Razmotrimo potprostor Lin{z,y} :
a) Lin(z,y) je invarijantan u odnosu na 7.
Zaista:

of (pa+vy) = pslw+vly = plax — By) +v(ay+Bx) = (ap+Gv)a+(av—Bu)y € Lin{z, y}.

b) dimLin{x,y} = 2.
Zaista, dokazimo da su vektori x i y linearno nezavisni. Izjednac¢imo njihovu linearnu kombi-
naciju sa nulom:

px + vy = 0.

Djelujemo operatorom & na ovu jednakost, koristeéi (5.13):
A (pr +vy) = pdz + vy = (ap+ pr)z + (av — fu)y = 0.
Kombinujuéi prethodne dvije jednakosti, mozemo iskljuciti vektor y:
[—(ov = Bp)p+ viap + pr)lz =0,

ili B(p? + 1)z = 0.

Postoje 8 #0ix #0, to u?2+ 12 =0, paje p=r =0. Odavde slijedi da su x i y linearno
nezavisni, dakle dimLin{z,y} = 2.

Ovim je teorema dokazana. U slucaju kada operator & ima realnu svojstvenu vrijednost
nasli smo invarijantni potprostor dimenzije 1, a kompleksnoj svojstvenoj vrijednosti odgovara
invarijantni potprostor dimenzije 2.
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5.5 Polinom od linearnog operatora. Teorema Hamiltona-
Kejli.
Neka je V' vektorski prostor nad poljem P, &7 € L(V — V).

Definicija 5.10. Izraz oblika p(&) = @™ + a1 " + -+ + and? + 1.9 + oS se naziva
polinomom stepena n od linearnog operatora <7 .

Primijetimo da je polinom od operatora takode linearni operator, tj. ako je &/ € L(V — V),
ondajeip(e/) e L(V = V).

Teorema 5.7. (Hamilton-Kejli) Operator je korijen svog karakteristiénog polinoma.

Dokaz
Neka je
X (t) = det(d —t.F) = ap + agt + -+ + a, 11"+ (=1)""

karakteristi¢ni polinom opertora .o/. Treba pokazati da x(&7) = @ (O je nula operator).
Izaberimo neku bazu u V' i formirajmo matricu A operatora /. Razmotrimo

Q11 — t 19 Ce A1p
91 99 — t ... Qon
(A—th)=|
Q1 Qo . Qpp —t

Formirajmo pridruzenu (adjugovanu) matricu matrici A — tI:

An(t) An(t) ... Aa()
A

B(t) A12.(t) A?(t) n?(t)

Al,i(t) Az;(t) An;(t)

Ovdje je A;;(t) algebarska dopuna elementa sa indeksima j, i matrice A —¢I. Lako je zaklju¢iti
da su A;;(t) polinomi od ¢ stepena n — 1. Dakle, elementi matrice B(t) su polinomi stepena
n — 1, pa se matrica B(t) moZe zapisati na sljede¢i nadin:

B(t)=Co+Cit+ -+ Cpqt" ",
gdjesu Cj, € P"*", k=0,1,...,n—1 - matrice sastavljene od koeficijenata pored k-tih stepena

polinoma A;;(t).
No, iz svojstava pridruzenih matrica (teorema 2.14):

(A—tI)B(t) = det(A — tI)I,

ili
(A—tD)(Co+Cit+ -4+ Cpqt" 1) = (g + art + -+ 1 t" 14 (—1)"t") 1.
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Posljednja jednakost dva polinoma stepena n se moze zapisati kao n+ 1 jednakosti koeficijenata
pored svih stepena t*, k =0,1,...,n:

ACO = (1/0] [0]
ACl — C() = 041[ [1]
ACQ - Cl = 062[ [2]

ACn—l - Cn—2 = an—ll [TL - 1]

Sada [k]-tu jednakost mnoZimo s lijeve strane sa A*, k =0,1,...,n i sve saberemo:
O = ACy + A*Cy — ACy + A*Cy — A?C + -+ A"Cy_y — AChyy =

aol + A+ agA? + - AT (1) A" = x oy (A).

Dakle, pokazali smo da je x.(A) nula matrica. Jednakost y (&) = & slijedi iz ¢injenice da
je rankx . () = rankyx ., (A).

Primjer

Za operator projekcije &2 € L(V? — V?) karakteristi¢ni polinom je x»(t) =t — .

Teorema Hamiltona-Kejli govori da vazi #% — & = 0, tj. P* = . Nije tesko vidjeti da
operator projekcije zaista zadovoljava ovu jednakost.

Takode, mozemo zapisati matricu P operatora & u nekoj bazi i uvjeriti se da vazi jednakost
P*—P=0.



Glava 6

Zordanova forma linearnog operatora

Sve teoreme, definicije i tvrdenja u ovom paragrafu podrazumijevaju da je V' vektorski prostor
nad poljem kompleksnih brojeva (skrac¢eno: kompleksan vektorski prostor).

6.1 Zordanova forma nilpotentnog operatora

Definicija 6.1. Linearni operator o7 € L(V — V) se naziva nilpotentnim, ako o/ = O, za
neki prirodan broj q. (Oznaka O stoji za nula-operator, tj. preslikavanje koje sve vektore slika
u nula-vektor.)

Primjer.
Za operator diferenciranja 9 € L (M, — M,,) vazi 2" = O.

Definicija 6.2. Kvadratna matrica oblika

A1 0 0

0 XN 1 0
Jr(\) = : :

0 0 A1

0 0 0 A

se naziva Zordanovom celijom dimenzije k.

Primjer.
Jx(0) je nilpotentna matrica.

Teorema 6.1. Neka je V' kompleksan vektorski prostor i operator o7 € L(V — V') nilpotentan
operator. Tada < ima jedinstvenu svojstvenu vrijednost A = 0.

Dokaz

Ovu teoremu je lako dokazati u jednu stranu, tj. da nilpotentni operator ne moze imati svo-
jstvenih vrijednosti razli¢itih od nule. Zaista, neka je x svojstveni vektor operatora o7 i A
odgovarajuca svojstvena vrijednost, tada:

A = Nz,
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Medutim, &9 = O, pa je A =0 (posto = # 0).
Drugi dio dokaza (da je svaki operator ¢ija je jedinstvena svojstvena vrijednost nula nilpotentan)
je nesto tezi i ovdje ga ne¢emo navoditi.

Teorema 6.2. Neka je of € L(V — V) nilpotentan operator. Tada u prostoru V' postoji baza
h, takva da matrica operatora </ ima sljedeéi oblik:

Ju© 0 ... 0
Al — 0 Ji(0) ... 0
(h)=1 . T (6.1)
0 0 ... J.(0)

gdje su Ji, (0),. .., Jp,(0) Zordanove Celije dimenzija ki, ...k, respektivno, ky + kg + -+ k, =
dimV .

Dokaz
Neka je o nilpotentan. Tada postoji prirodan broj m, tako da @™ = O i @™ # O, za
m’ < m. Razmotrimo niz operatora:

I = o =S, ™ = O,

Tada za potprostore V; = Ker &77, j = 0,1,...,m vaZi:

Y Vi CV,j=1,....,m.

Zaista, ako je x € Vj_1, tj. &7 la =0, to 7 = (A" x) = A0 =0, pax € Ker ! =V,
2% V; je invarijantan za 7.

Zaista, ako je z € V;, tada 70 = 0 = &7 N Ax) =0 = Fr € KertV 1 =V, CV; =
g eV

Razmotrimo niz potprostora: {8} =1, CV; CVL, C---CV,, 1 CV,, =V.

Korak I. Razmotrimo trojku V,, o C V,,_1 C V,,. Razlozimo:

Vm = Vi1 ® vn/lflv

gdje je V! | dopuna potprostora V,,_; do prostora V,,. Posto vazi @™ = O, ™1 £ O, to
vmfl # Vm i; dakle? vnlzfl # {®}

Izaberimo {ej,es,...,es} za bazu u V! ;. Tada, prema 17 vektori /ey, ey, ..., e, leze u
V1. Pokazimo da su @e, o/ e,, ..., o e, linearno nezavisni i

Lin{dl ey, ey, ..., e} NV, o= {0}

Neka je a1.97eq + ap el eg + -+ -+ a, /e, = a € V,,,_o. Pokazac¢emo da je tada a; =+ - =a, =0
ia=0.

Posto je Vi,_o = Ker /™72 to @™ 2a = 0, to jest ™ 2(ay.de1+- - +asde,) = 7™ 2a = 0.
Odavde, ay. @™ le; + -+ + a, @™ e, = 0, to jest ™ Haje; + -+ + ases) = 0, pa imamo:

ae; + - +age, € V.

Pogto vektori ey, ..., e, leze u V!

m—1> tO

ajer+ -t age, €V
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No, Vio1NV,) ., = {0}, pa aye; +- - - +ases = 0. Dalje, iz linearne nezavisnosti sistema vektora

{e1,€9,...,es} slijediag =g =---=a,=0,dakleia=0.
Primijetimo da je sistem vektora:
| er...es
Vm,1 ,Qfel...sz%es
linearno nezavisan, posto su podsistemi {ey, es, ..., es} 1 {Fey, e, ..., o es} linearno nezav-

isni i leze respektivno u prostorima V!, i V,,_1, ¢ija je suma prostor V =V, & V! .
Korak II. Razmotrimo trojku potprostora V,,_3 C V,,_o C V,,_4.
Vektori /ey, ey, ..., esleze u Vy, 1 inelezeuV,, o, paV,,_1 # V,_o, znaci

Vm—l = Vm—? ¥ Vq;z—2a

gdje je VI _, # {0} dopuna potprostora V,,_o do prostora V,,,_;. Pri tome je V! _, izabran tako
da sadrzi vektore ey, ey, ..., o e;.

Dopunimo (ako je potrebno) ovaj linearno nezavisan sistem vektora do baze u V,, _,. Imamo
Adey, ey, ... des e51,...,e -bazau V! ,. Prema svojstvu 17 vektori

2 2 2
ey, ey, ..., A e, Aeg ..., 9e,
leze u V,,_o. Pokazimo da su oni linearno nezavisni i da:
. 2 2
Lin{a/ ey, ..., o ey, A esi1,..., e} NV, 3={0}.

Neka je Bir.a/%e; + -+ + Podl?es + Bop1 A €gin + - + Brle, = b € V,,_3. Pokaza¢emo da
ﬁlz...zﬁr:()ib:&
Posto je V;,_3 = Kera/™ 3, to /™ 3b = 0. Odavde:

A" Brel e + A Pedl s+ Bspr€opr + -+ Bre, = ™3 = 0.

Dakle,
51,@{61 + -+ ﬁsdes + 554.1654.1 + -+ 57"67" c Vm_z.

S druge strane,
BlfQ{el + o+ 55%65 + /Bs-i-les-i-l +-+ Brer € V77/-L—27

jer vektori ey, ..., Hes e511,...,6 lezeu V! .
Posto je V,—o NV 5 = {0}, to imamo:

51%61+"'+65%65+65+165+1+"'+Br€r:®~

Posto su vektori &/eq, ..., o/ eg e5y1,...,e,. linearno nezavisni, to f; = -+ = s = fey1 = --- =
B,=0ib=0.
Primijetimo da je sistem vektora:

Vi iler...es

o | ey . Aesesy ... e

Vin—a | @%e ... e, eg ... e,
linearno nezavisan, buduéi da su podsistemi {es,...,es}, {Fey, ..., Tes e5i1,...,6.}1
{d?ey,..., %, A ez, ...,9 e} linearno nezavisni i leze respektivno u potprostorima V!,

iV, o, Gjajesuma V: V=V, sV &V .

!/

» Y'm—2
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Korak 111, Razmotrimo trojku potprostora V,,_4 C V,,_3 C V,,_5 i nastavimo isti algoritam kao
u prethodnim koracima.
Broj ovakvih koraka je konacan, jer je prostor V' kona¢nodimenzionalan. Nakon kona¢nog broja
koraka doc¢i ¢emo do baze u prostoru V', koja je predstavljena u sljedecoj tablici:
Vin=V
V1@ V) =V,
Vo @ anm—Q =V
Vines @V o=V o

€1...6€5
dey...desesi1...6€
a?ei ... % ey ... . Ae rpy...0

Sg SS: 3<\
w [1.') =

Vo Vo =W, Vo g ey e, M ey ™ e, M e ™ ey
{0} =V,

Razmotrimo neka svojstva sistema vektora iz posljednje tablice.

1. Svaki vektor iz posljednje vrste tablice se pod dejstvom operatora o7 slika u nula-vektor.
Drugim rije¢ima, u posljednjoj vrsti se nalaze svojstveni vektori operatora </ (podsjetimo da
je jedina svojstvena vrijednost operatora .2/ nula.)

2. Izaberimo proizvoljnu kolonu tablice. Neka je indeks izabrane kolone 7 i neka ona sadrzi k
vektora. Numerisimo vektore iz ove kolone redom odozdo prema gore:

k—1 k—2
hlzéy ei,hgzﬂ ei,...,hk,lzdei,hk:ei.

Tada vazi:

a) Sistem vektora hy, ..., hg je linearno nezavisan.

b) hy =0, dhy = hy,..., o hy = h_.

¢) Potprostor W = Lin{hy, ..., hy} je invarijantan za operator 7.

d) Matrica suzenja operatora |y u bazi hy, ..., hy ima oblik J(0).

Sada numeriSimo vektore tablice pocevsi od prve kolone redom, odozdo prema gore. Ovaj sistem
h je baza u kojoj matrica nilpotentnog operatora ¢ ima oblik (6.1). Teorema je dokazana.
Primjedba

1. Iz prethodnog dokaza, prema konstrukciji baze h, slijedi da svakoj koloni u tablici odgovara
jedna Zordanova celija J;(0).

2. Prilikom konstrukcije baze h moguée su razlicite numeracije kolona, tj. razli¢ite numeracije
svojstvenih vektora u posljednjoj vrsti. Iz dokaza je jasno da ovakve razli¢ite numeracije kolona
dovode do zamjene Zordanovih ¢elija mjestima.

Prethodna primjedba nam dozvoljava da izvucemo sljedeci zakljucak:

Tvrdenje 6.1. Zordanova forma operatora je jedinstvena s tacnoséu do zamgjene Zordanovih
éelija mjestima.

Ovo tvrdenje nas navodi na dodatni zakljucak o sli¢cnim matricama:

Tvrdenje 6.2. Matrice su slicne <= imaju istu Zordanovu formu (s taéno$éu do zamjene
celija mgestima).

Naglasimo da prethodna dva tvrdenja vaze za slu¢aj opsteg (ne obavezno nilpotentnog) opera-
tora o .
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6.2 Zordanova forma opsteg linearnog operatora

Sada se osvrnimo na opsti slucaj, tj. situaciju kada operator .7 nije obavezno nilpotentan.
Najprije razmotrimo laksu situaciju kada operator ima jedinstvenu svojstvenu vrijednost.

Lema 6.1. Neka je V' kompleksan vektorski prostor i \ jedinstvena svojstvena vrijednost oper-
atora &/ € L(V — V). U prostoru 'V postoji baza h u kojoj matrica operatora <7 ima oblik:

JoA) 0 ... 0
0 Ju(\) ... 0

AUL) - : : : ’
0 0 ... JuO)

Dokaz
Primijetimo da je operator & = &/ — A\.¥ nilpotentan. Prema prethodnoj teoremi postoji baza
h u kojoj matrica operatora % ima oblik (6.1). Tada iz jednakosti:

A(h) = B(h) + M\,
slijedi tvrdenje Leme.

Teorema 6.3. Neka je V' kompleksan vektorski prostor i o € L(V — V) operator ¢iji je
karakteristicni polinom zadat sa:

Xer () = (=1)"(t = M) (£ = Ao)™ . (£ = M),

gdje su ly, ..., 1 algebarske kratnosti svojstvenih vrijednosti, Iy + Iy + - - - + I, = n.
Tada v V' postoji baza h, takva da

A O 0
0 A, 0
A(h) = . |
0 0 . A
gdje kvadratne matrice Ay, ..., Ay imaju sljedeci oblik:
0 Jiy (Ni) 0
Ai = . . )
0 0 Ji, (Ai)

Wt Fim=U4i=1,... k.
Dokaz ove teoreme ¢emo propustiti.

Definicija 6.3. Bazu h, u kojoj matrica operatora ima oblik Zordanove forme éemo nazivati
kanonskom bazom.
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Primjeri.
1. Naé¢i kanonsku bazu i Zordanovu formu matrice:
3 1 =2
A=1|-1 0 5
-1 -1 4

Karakteristi¢ni polinom je zadat sa ya(t) = det(A — tI) = —(t — 3)(t — 2)?, pa su svojstvene
vrijednosti matrice \; = 3, Ao = 2. Prva svojstvena vrijednost ima algebarsku kratnost 1, a
druga kratnost 2.
Posto je svojstvena vrijednost A\; = 3 algebarske kratnosti 1, to mozemo tvrditi da njoj odgo-
vara tacno jedan linearno nezavisni svojstveni vektor zadat jednakos¢u Ah; = 3h;. Ovom
svojstvenom vektoru ¢e odgovarati jedna (jednodimenzionalna) Zordanova ¢elija.
S druge strane, svojstvenoj vrijednosti Ao = 2 moze odgovarati jedan ili dva linearno nezavisna
svojstvena vektora. Ove dvije moguce situacije mozemo prikazati u obliku sljede¢ih dijagrama:
-hs3 hi ho hs

hy- +ho ili S
Tackice u donjim vrstama stoje umjesto svojstvenih vektora.
U drugom slucaju, matrica A ima tri linearno nezavisna svojstvena vektora, pa je to matrica
proste strukture (baza od svojstvenih vektora) i njena Zordanova forma ¢e biti dijagonalnog
oblika (imace tri jednodimenzionalne Zordanove celije). Pri tome ¢e kanonsku bazu ¢initi
svojstveni vektori hy, ho, hs.
U prvom sluc¢aju, matrica ¢e imati dva svojstvena vektora hi, hs, a tre¢i vektor iz kanonske
baze ¢emo traziti iz jednakosti (A — Aol )hg = ho.
Kako bismo razjasnili koji od ova dva slucaja ima mjesto, dovoljno je provjeriti rang matrice
A — X\oI. Ukoliko je rang ove matrice 1, to bi znacilo da svojstvenoj vrijednosti A odgovaraju
3—1 = 2 linearno nezavisna svojstvena vektora hs i hg, pa bi imao mjesto drugi slucaj. Ukoliko,
naprotiv, rank(A — A1) = 2, to ima mjesto prvi slucaj.
Lako je provjeriti da rank(A — 2I) = 2, §to znac¢i da ima mjesto lijevi dijagram i Zordanova
forma sadrzi dvije ¢elije:

Prva dva vektora u kanonskoj bazi su svojstveni vektori matrice A: (A—31)hy =0, (A—21)hy =
0. Vektor hs ¢emo dobiti iz jednakosti (A — 31)hs = ha.

1
Iz jednakosti (A — 31)hy = 0 nalazimo h; = | —2
1
-1
Dalje, iz (A — 2I)hy = 0 imamo hy = | 3
1
Konaé¢no jednakost (A — 2I)hs = hy vodi nehomogenom sistemu linearnih jednadina
1 1 =2 hst —1
-1 =2 5 |-[n?| =3

-1 -1 2 hs? 1
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0
Rjesavanjem ovog sistema dobijamo hy = | 1
1

Primijetimo da je moguca i drugacija numeracija vektora baze, u kojoj bi ¢elije u Zordanovoj
formi matrice zamijenile mjesta:

A(h) =

S O N

1
2
0

w o O

2. Neka je T € L(My — M) zadat sa Tf = —f — f'. Nadi Zordanovu formu T'(h) matrice
operatora T .
Najprije zapisimo matricu operatora u odnosu na bazu g = {1,¢,¢*}. Imamo:

T1=-1,
Tt=—t—1,;
Tt? = —t* — 2t,
pa je matrica operatora
-1 -1 0
T=T@ =10 -1 =2
0o 0 -1
Karakteristi¢ni polinom operatora je x7(t) = (=1 —t)3, pa je Ay = —1 svojstvena vrijednost

algebarske kratnosti 3. Dakle, operator 7 moZe imati 1, 2 ili 3 linearno nezavisna svojstvena
vektora. Ovim trima situacijama odgovaraju sljedeé¢i dijagrami:

-hs
ey -h3 hy ho hs
-hy il1 hi- -ho ili .

U zavisnosti od toga koja od ovih situacija ima mjesto, Zordanova forma se moze sadrzati 1, 2
ili 3 ¢elije:

Lako je izra¢unati da rank(A — (—1)I) = 2 odakle slijedi da ima mjesto prva situacija.
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Glava 7

Euklidski 1 unitarni prostori

7.1 Skalarni proizvod. Euklidski prostor.

Primijetimo da smo u prethodnom izlaganju koristili isklju¢ivo one operacije nad vektorima
koje su uvedene u definiciji vektorskog prostora: sabiranje dva vektora i mnozenje vektora
brojem (skalarom). Na ovaj na¢in smo razvili sadrZajnu teoriju, ali nismo dotakli neke vazne
pojmove. Na primjer, sve do sada ne raspolazemo pojmom duzine vektora ili ugla izmedu dva
vektora.

U ovom poglavlju ¢emo definisati operaciju mnozenja dva vektora, uz pomoc¢ koje ¢emo obogatiti
strukturu u vektorskom prostoru. Koristeéi tu bogatiju strukturu, uveséemo nove pojmove i
razviti sadrzajniju teoriju u narednim poglavljima.

Definicija 7.1. Skalarnim proizvodom dva elementa vektorskog prostora V' nad poljem realnih
brojeva, naziva se operacija:

(,):VxV—->R
takva da su zadovoljene sljedece aksiome:

x,y) = (y,x), Ve,y € V.

azx,y) = alx,y), Vr,y € V, a € R.

x4y, z)=(x,2)+ (y,2), Vr,y,z € V.

x,z) > 0,Voe eV, pri demu (x,z) =0 <= x =0.

= N
P et e

Definicija 7.2. Vektorski prostor nad poljem R u kome je uvedena operacija skalarnog proizvoda
se naziva euklidskim prostorom.

Oznaka. Kada budemo Zeljeli naglasiti da je u nekom prostoru uveden skalarni proizvod, tj.
da je taj prostor euklidski, onda ¢emo ga oznacavati sa F.

Nakon gore uvedenih definicija se postavlja pitanje da li se u svakom kona¢nodimenzionalnom
vektorskom prostoru moze uvesti operacija skalarnog proizvoda i na koji nacin.

Primjer 1.

Razmotrimo trodimenzionalni prostor geometrijskih vektora V3. Za c?,l; € V3 uvedimo op-
eraciju mnozenja na sljedec¢i nacin:

-

@by =|@|-|b|-cos(d,b).
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Lako je provjeriti da ova operacija zadovoljava sve Cetiri aksiome skalarnog proizvoda. Stoga,
uvodeéi skalarni proizvod na ovaj nacin, vektorski prostor V3 mozemo pretvoriti u euklidski
prostor.

L1 Y1

o T2 Y2
Primjer 2. Neka su z,y € R", x = ) Y = .
Tn Yn

Uvedimo operaciju mnozenja vektora z i y na sljedeé¢i nacin:

=1
Tada:

Z:m yi = Zyz i = (y, ).
(ax, y) Za x; - yz—ozz:vl Y = oz, y).
3.{x +v, >:Z(xz+yz le Zz"_zyz zi = (7, 2) + (Y, 2).

i=1
4. (v, x) = Zx? >0, (r,2) =0 < z=0.
i=1

Tako smo se ubijedili da operacija (7.1) zadovoljava sve Cetiri aksiome skalarnog proizvoda. Ovo

je standardan nacin da se prostor R" pretvori u euklidski prostor, koji ponekad oznac¢avamo sa
E™.

Zadatak.
1 7
Neka su u R? zadati vektori x = 3 y=1 0
-1 4

Tada je njihov skalarni proizvod jednak (z,y) =1-7+3-04 (—1)-4 = 3.
Svojstva.

1.(0,z) = 0.
2. (z,ay) = alz,y).
3.z, y +2) = (z,y) + (,2).

7.2 Duzina i ugao

Teorema 7.1. (Nejednakost Svarca il nejednakost Kosi-Bunjakovskog)
Za proizvoljne x,y € E vazi:

(,y)* < (z,2){y,y), (7.2)

pri cemu jendakost ima mjesto ako 1 samo ako x = ty.
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Dokaz:
Ukoliko je = 0, to nejednakost (7.2) ocigledno vazi.
Sada razmotrimo sluc¢aj kada x # 0. Za proizvoljno t € R vazi

0 < (tr —y,to —y) =t*{x,2) — 2t {x,y) + (y,y), Vt € R. (7.3)

(7.3) je kvadratna nejednakost po promjenljivoj t. Da bi kvadratna funkcija sa desne strane
bila pozitivna za svako t, diskriminanta ove funkcije treba da bude negativna:

Az, y)® — 4z, z)(y,y) <O,
tj.
(z,y)* < (x,2)(y,y).

Ako je (x,y)* = (z,2)(y,y) <= y = tx. Dakle, ukoliko su dva vektora kolinearna, (7.2) se
pretvara u jednakost.

Definicija 7.3. Duzinom vektora x € E se naziva broj |x| = \/(x,x).

Primjedba. |z| > 0, pri ¢emu |z| =0 <= = =0.
Primjedba. Lako je primijetiti da se nejednakost (7.2) moze zapisati u obliku:

(z,2) |
det (<y7 z) (y,9)

Teorema 7.2. (Nejednakost trougla) Za bilo koja dva vektora x iy vazi nejednakost: |z|+|y| >

|z + yl.
Dokaz:
Imamo da:
0< o +yl* = (r+y.x+y) = (z,2) +2(z,y) + (. 9).
Dakle,
0 < faf* + [y + 2(z, y) < |2 + [y* + 2/(z, ).
Odavde,

@ +y* < |of? + 2lzlly] + [y* = (Jo] + [y])*.
Iz posljednje nejednakosti slijedi Teorema.

Definicija 7.4. Uglom izmedu vektora x,y € E se naziva broj ¢,0 < ¢ < m, takav da je:

(z,y)
2| |yl

cos¢p =
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7.3 Ortogonalni vektori

Definicija 7.5. Vektori x iy se nazivaju ortogonalnim, ako (x,y) = 0.
Tvrdenje 7.1. Neka je vektor x ortogonalan svakom vektoru v E. Tada je x = 0.

Dokaz ovog tvrdenja je o¢igledan (slijedi iz ¢etvrte aksiome skalarnog proizvoda).

Definicija 7.6. Sistem vektora f1, fa, ..., fm Se naziva ortogonalnim ako:
Definicija 7.7. Sistem vektora e, e, ..., e, se naziva ortonormiranim ako:
0, ©#7.
(ei,e5) = 0ij = {1 .
) 1= ]7

Primjedba. Simbol §;; se naziva simbolom Kronekera.
Teorema 7.3. Ortonormirani sistem vektora je linearno nezavisan.
Dokaz: Neka je ey, es, ..., e, ortonormiran sistem. Posmatrajmo jednacinu:
a1e; + ageg + -+ amem = 0. (7.4)

Pomnozimo jednacinu (7.4) skalarno sa ey :

agler, er) + ases, e1) + -+ + am(em, e1) = (0, e1). (7.5)
Iz ove jednacine slijedi da je a; = 0. Ukoliko dalje pomnozimo (7.4) vektorima es, .. ., €, redom
dobijamo ay = - -+ = a,, = 0. Ovo znadi da je sistem ey, es, ..., e, linearno nezavisan.

Teorema 7.4. U svakom konacnodimenzionalnom euklidskom prostoru E postoji ortonormi-
rana baza.

Dokaz:

Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po dimenziji prostora dim E = n.

Neka je dim E = 1. Tada nenulti vektor {x} ¢ini bazu prostora E, a vektor e = 2 Ortonormiranu
bazu u E.

Sada pretpostavimo da teorema vazi za (n — 1)—dimenzionalni prostor i dokazimo da vazi kada
je dim EE =n.
Neka je {f1, fo,..., fn} neka baza u E, a E; potprostor u F, tako da je dimE; = n—1. U

prostoru E; po induktivnoj pretpostavci postoji ortonormirana baza {ej, es, ..., e, 1}. Pret-
postavimo da f, ¢ E; = Lin{ey, e, ..., e,_1}. Definigimo:
Gn = fo—aier — - —ap_1€,1 # 0.

Koeficijente «; mozemo izabrati tako da:

<gn7€i>zoyi:1,...7n—1,
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Zaista:
0= (gn,€1) = (fn,€1) —ar{e1,e1) — ag(ea, 1) — -+ — Ap_1{€pn_1,€1).

Koriste¢i ortonormiranost sistema {eq,..., e, 1}, imamo a; = (f,, €1).
Slitno iz 0 = (gn, €2), dobijamo da je as = (f,,e2), odnosno iz 0 = (g,,e,—1) da je a,—1 =
(fn,€n—1). Kona¢no, definisimo e,, = é—z‘. Tada je {ei,e,...,e,} ortonormirana baza u E.
Primjedba. Neka je {e1, e, ..., e,} ortonormirana baza u E. Tada se proizvoljni vektor z € E
moze razloziti po toj bazi:

n

T = Z Q€.
i=1

Tada je lako provjeriti da za koeficijente «; vazi:

(z,e1) = a1, (1, €2) = qa,..., (T, ) = .

7.4 Matrica Grama

Definicija 7.8. Neka je dat sistem vektora f = {f1, fa, ..., fm}. Matricom Grama ovog sistema
vektora naziva se sljedeca matrica:

(f, iy (fuf) o (fufm)
(fo, [1) (fos f2) oo (for fun)

=1, S
<fm7 f1> <fma f2> ce <fm> fm>
Svojstva:
1. Razmotrimo matricu f, ¢ije su kolone vektori fi, fa,..., f; vedom: f = (f1 fa... fm). Tada
Ji
. . - f2 . . y -
je transponovana matrica zadata sa f* = i . Matrica Grama sistema f se mozZe zapisati
Jfm

u sljede¢em obliku: T'(f) = fT - f.
2. Matrica Grama je simetri¢na matrica, tj. T'(f)T =T(f) .

Teorema 7.5. Sistem vektora f = {f1, fa, ..., fm} je linearno zavisan ako i samo ako det T'(f) =
0.
Dokaz:
Neka su fi, fo, ..., fin linearno zavisni. Tada:
arfi +aafo+ -+ amfm =0, (7.6)

pri ¢emu postoji a; # 0,za i =1, m.
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Ukoliko jednac¢inu (7.6) pomnozimo redom sa f1, fa, ..., fm skalarno, dobijamo sistem linearnih
jednacina:

al(fl, f1> + a2<f17 f2> T+t am<f17fm> = 07

a1<f17 f2> + 042<f27 f2> +et am<f2,fm> =0;

.a1<f17fm> + O'/?<f2afm> +- 4+ am(fmafm> = 0.

Ovo je sistem jednacina sa m nepoznatih {a1,...,a,,}. Iz (7.6) znamo da ovaj sistem ima
netrivijalno rjeSenje. Matrica sistema je:

(f,fiy (i, fo) o (i, fm)
(f, 1) (fas fo) o (for fm)

oo £} o f) ve (s fn)

Ovo je matrica Grama ['(f). Iz teorije sistema linearnih jedna¢ina znamo da je matrica ['(f)
singularna.

Obrnuto, pretpostavimo da je detT'(f) = 0. Tada su kolone matrice I'(f) linearno zavisne, pa
se jedna npr. kolona m moze izraziti kao linearna kombinacija ostalih:

(fi, fn) = Bilfis f) + -+ Ba gy fnr), Vi = T, m.
Odavde:
(fi:B81f1+ Bafo+ -+ B fm—1 — fm) =0, Vj =1, m,

pa je vektor 5y f1 + Bafo + -+ + Bm—1fm—1 — fm ortogonalan sa vektorima f1, fo,..., fin. Ovo
je moguce samo ako

ﬁ1f1+62f2++5m—1fm—1 _fm:® (77)

Linearna kombinacija (7.7) je netrivijalna, jer je skalar uz f,, jednak —1. Ovo znaéi da je sistem
vektora {fi,..., fim} linearno zavisan.

Teorema 7.6. Za svaki sistem vektora f = {fi,..., fm} vazi detT'(f) > 0, pri cemu je

detT'(f) = 0 ako i samo ako je sistem f ={f1,..., fm} linearno zavisan.

Dokaz

Ukoliko je sistem f = {f1, f2, ..., fm} linearno zavisan, to iz prethodne teoreme detI'(f) = 0.
Razmotrimo slu¢aj kada je sistem f = {fi,..., fin} linearno nezavisan. MoZemo smatrati da

je f baza u E™ = Lin{fi1,..., fm}. Neka je f = f-S druga baza u E™, a S matrica prelaska
sa baze f na bazu f. Tada,

L=T(f) =T(f-5)=(fS)" - fS=5"f"fS=5"T(f)S. (7.8)

Sada mozemo pretpostaviti da je fortonormirana baza. Tada je njena matrica Grama jedini¢na
matrica I. Iz prethodne jednakosti izvodimo:

I =STT(f)S.
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Uzimajuéi determinante matrica u prethodnoj jednakosti, imamo:
1 = (detS)*detI(f),

pa zbog (det S)? > 0, slijedi da je det T'(f) > 0.
Primjedba. Ako su obije baze ortonormirane, tada za matricu prelaska S vazi STS = I.

Definicija 7.9. Matrica S za koju vazi STS = I se naziva ortogonalnom.

Primjedba. Nejednakost Kosi-Bunjakovskog mozemo razmatrati kao parcijalni sluc¢aj Teoreme
7.6 za sistem koji sadrzi n = 2 vektora.

7.5 Ortogonalna dopuna skupa
Definicija 7.10. Ortogonalnom dopunom skupa X C E se naziva skup vektora
Xt ={ye€ E|(z,y) =0,Vr € X}.

Svojstva:

1. X% je potprostor u E. Zaista, neka su yi,y, € X*. Tada, (z,y1 + 1) = 0,Vz € X, tj.
<x>y1> + <:U7y2> = 07 Vo € X7 pa je Y1+ Y2 € XL-

Dalje, neka je y; € X+, tada je lako vidjeti da ay; € X+, Va € P.

2. Ako je W C FE potprostor, tada je W @ W+ = E.

3. Ako je W potprostor, tada je (W)t = W.

4. Ako je W potprostor u F i dimW = k, tada u E postoji sistem vektora a, as, ..., ay, takav
da je W+ = {z|(a;,z) = 0,Vi = 1,k}.

Primjer 1. Posmatrajmo potprostor S (pravu koja prolazi kroz koordinatni pocetak) prostora
V2. Ortogonalna dopuna ovog potprostora je prava S+, koja sadrZi koordinatni poc¢etak i koja
sa pravom S zaklapa ugao od 90° (Slika 7.1)

Slika 7.1

Primjer 2. Posmatrajmo potprostor W (ravan koja prolazi kroz koordinatni pocetak) prostora
V3. Ortogonalna dopuna ovog potprostora je prava W+, koja sadrzi koordinatni pocetak i koja
sa svakom pravom S C W, 0(0,0,0) € S zaklapa ugao od 90° (Slika 7.2)
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Slika 7.2

7.6 Unitarni prostori

Definicija 7.11. Unitarnim prostorom U nazivamo vektorski prostor nad poljem C u kojem je
uvedena operacija skalarnog proizvoda

(,):UxU—=C,

tako da vaZe sljedece aksiome:
1.z, y) = (y, @);

Naglasimo da oznaku (y,x) koristimo za kompleksnu konjugaciju broja iz C.

&1 m
Primjer. Neka su {,n e C", £ = 6,2 N = 77_2
&n M

Skalarni proizvod u prostoru C” se moze uvesti na sljede¢i nacin:
n
(Em)=>_ &,
i=1

Provjerite da su sve aksiome skalarnog proizvoda zadovoljene. Uvodeéi na ovaj na¢in operaciju
skalarnog proizvoda, u prostoru C uvodimo strukturu unitarnog prostora.

7.6.1 Ragzlika izmedu euklidskog i unitarnog prostora

Veéina svojstava i tvrdenja koja vaze za euklidski prostor, se mogu primijeniti i na unitarni
prostor. Zato ¢emo ovdje kratko navesti samo nekoliko osnovnih razlika.

L (z,ay) = a(z,y).

2. Nejednakost Kosi-Bunjakovskog u unitarnom prostoru se formuliSe na sljedeé¢i nacin:

[, y)* < (@, 2)(y, ).
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Dokaz
Ako je x = 0, dokaz je trivijalan. Za x # 0 imamo (tx — y,tz —y) > 0,Vz,y € U,Vt € C.
Odavde:

0 < (tr —y,to —y) =z, z) — t{z,y) — Ly, ) + (y,9)-

[zaberimo t = % i uvrstimo u prethodnu nejednakost:

tj.

—(z, 2)(y, y) < —(2,9){y, ),
odnosno:

(z,2)(y, y) = [{z,y) .

3. U unitarnom prostoru ne postoji sadrzajan pojam ugla izmedu dva vektora.
4. Neka je f ={f1, f2,--., fm} sistem vektora u unitarnom prostoru. Matrica Grama I'(f) nije
simetricna, za njene elemente vazi o;; = a;;. Ovakva matrica se naziva ermitskom.
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Glava 8

Kvadratne forme u euklidskom prostoru

8.1 Definicija i primjeri

Definicija 8.1. Kvadratnom formom u Euklidovom prostoru E™ se naziva funkcija A : E™ — R
koja je data formulom

Alx) = (Az, x),

gdje je A simetricna matrica n X n.

Primjer. Neka su z € E® i neka je A(x) = 712 — 7123 — w273 + 732
Matrica ove kvadratne forme je:

1 0 -2

A=[0 o -I
1 _3

-3 —3 |
Zaista, vektor Az € E3 je:
ry — %l’3
Ar = —%Ig ,

3

pa je:
1 3 1 3

2 2 2 2
A(x) = (Ax,x) = 21° — ST1%3 = ST2Ts = ST1T3 — S T2l +x3° = 11" — 1123 — 3T2x3 + X3

Iz prethodnog primjera je lako primijetiti da svakoj kvadratnoj formi odgovara ta¢no jedna
simetri¢na matrica i obratno. Dakle, postoji 1-1 relacija izmedu kvadratnih formi i simetri¢nih
matrica. Zbog ovoga ¢emo ponekad poistovjeéivati kvadratnu formu sa njenom matricom.

8.2 Svodenje kvadratne forme na sumu kvadrata

Teorema 8.1. (Metod Lagranza)
Neka je na prostoru E™ zadata kvadratna forma A(z) = (Az,z). Tada v E™ postoji baza h tako
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da je matrica A(h) dijagonalna:

A0 0

0 X 0
A(h) = |

0 0 An

Umjesto dokaza ove teoreme, predstavicemo algoritam svodenja na sumu kvadrata na nekoliko
primjera. Ovaj algoritam se naziva metodom Lagranza.
Primjer 1. Neka je na F? zadata kvadratna forma:

A(l’) = ZL‘12 — T1x3 — 31‘2?[]3 + ZE32.
Najprije grupisimo sve sabirke koji sadrze promjenljivu z:
A(z) = (aF — x123) — Bwoxs + a3,

zatim dodajmo i oduzmimo neophodne sabirke, kako bismo izraz u zagradi dopunili do potpunog
kvadrata:

1
A(ZL') = (ZL‘% — T1X3 + —1'32) — —{L‘32 — 3?[]21‘3 + 1'32 = (ZEl — —:L'3>2 — 3ZE21’3 +

< 2
1 1 2 T3

4

Dalje uvodimo linearnu zamjenu promjenljivih & = x; — %xs i dopunimo ostale sabirke do
potpunog kvadrata:

3 3
A= &+ (—3wyws3 + ng +323) — 3z5 = £2 + (\/31;2 — \/T_IS)Q — 322,

Sada uvodimo smjene & = v/3xy — \/7351;3 i &5 = xo.
Dakle, koriste¢i ukazane zamjene promjenljivih, kvadratnu formu .4 smo sveli na sumu kvadrata:

A=&+& 36
Primjer 2. Razmotrimo sada sljede¢u kvadratnu formu na prostoru E*:
A(z) = 325 — my29 + 423 — 2174 — Towy + 375 — 7.

Kao i u prethodnom primjeru, najprije grupiSimo sve sabirke koji sadrze x1, a zatim ih dopunimo
neophodnim sabircima do potpunog kvadrata:

Az) = (355% — XLy — T1Tq) + 41:3 — XToTy + 3:c§ — a:i =

, 1, 1 1, 1, 1

1
= (323 — 1179 — 1174 + 572 + 12x4 + 6x2x4) 5% ~ 5% gled + 4a5—
V3 V3 47 7 13
—Xoky + 31’32) — l’i == (\/31’1 — ?Ig — ? 4)2 + ﬁl‘% — 65(]21‘4 + 31‘3 — Exi =
1 1 47 14 49 49 13
= 3 _ T, Z 2 _ 2 T2 4342 2
(V3(@1 — goe — Gaa))* + (@3 — moata + o) — ol + 305 — pad =
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1 1
= 3(1’1 — =Ty — —IL‘4)2 +

6 6

Uvodenjem smjena £ = x1 — %xg — ém, T \/%:1:4, r3 = &3, x4 = &4 dobijamo:

31
)2+ 3x; — 3.

6

8L,

47
A(E) = 362+ 562+ 368 — ¢t

Dakle, kvadratna forma je svedena na sumu kvadrata sa dijagonalnom matricom:

30 0 0
0% 0 0
— 12
4 0 0 3 0
31
0 0 0 —%
Primjer 3.
A(r) = 1119 — 2013 — 25 + 423 =
1 1 1
_(ZL‘g — X1T2 + X223 + Zl’% + ng — 51‘11‘3) -+ Z[E% + ng — §x1x3 + 41‘3 =
1 1 1 17
= —(1'2 - 51'1 + §$3)2 + Zl’% — 51’11‘3 + ZZE% =
1 1
= =€+ (@7 = 2mmy + af) Ao = G+ o — ) dag = G+ G 4G

Primjer 4. Razmotrimo sada kvadratnu formu zadatu sa:
A(x) = —z123 + 22073.

Ovdje se srijecemo sa situacijom kada nema nijednog kvadratnog ¢lana, pa je nemoguce formi-
rati potpun kvadrat. U ovoj situaciji ¢emo najprije uvesti smjenu: x; = x3 + ¢t kako bismo
stvorili makar jedan kvadratni sabirak. Tada:

A(ZE) = —(ZEg + t)l’g + 25E2$3 = —txg — x% —+ 2x2$3 —

1 1
= —(23 + z_lt2 + tag + 15 — 21003 — tag) + Zt2 + a5 —trg =

1 1
= —(z3 + §f —22)° + (it — )% = €17 4 £3°

gdje su uvedene smjene:

¢ ey N 1 1 1 n 1 ¢ 1t 1 1
=23+t —To=T3+ -0 — T3 —To = —T1 — T+ =T =—t— Ty = -] — Ty — =T3.
L= 23+ 5l = T2 =Ty + 50— oliy — T2 = ol 21 5T G2 = gt = T2 = 5T 27 573
Predstavljeni algoritam svodenja kvadratne forme na sumu kvadrata se naziva metodom La-
granza. Dalje ¢emo predstaviti jos jedan metod koji se zasniva na svodenju matrice kvadratne
forme na dijagonalni oblik.
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Teorema 8.2. (Metod Jakobi)
Neka su svi glavni minori matrice A razli¢iti od nule, tj.

Ak%o,kzl,...,n.

Tada uw prostoru E™ postoji baza f, takva da se kvadratna forma svodi na sumu kvadrata s
dijagonalnom matricom oblika:

200 0

0 & ... 0
AN=1. 7 .. .|

0 0 =

gdje je Ag = 1.

Dokaz ove teoreme ¢emo takode propustiti. Umjesto dokaza, razmotrimo primjer.
Primjer 1. Neka je zadata kvadratna forma:

A1) = 2129 — 325 — 41173 — Tox3 + 203 + 27

Matrica ove forme je:

pa su glavni minori: Ag=1,A; =1,A, = —%’A?) = 24_5_
Saglasno Teoremi Jakobi kanonski oblik forme je:

1 13
A =& — gfg - %537

a njena matrica:

1 0 0
A=(0 -1 0
0 0 -2

25

8.3 Zmnak i indeks kvadratne forme

Definicija 8.2. Kvadratna forma (Ax,x) se naziva pozitivno definitnom, ako
(Az,x) > 0,Vo € E", x # 0.

Definicija 8.3. Kvadratna forma (Ax,x) se naziva negativno definitnom, ako
(Az,z) < 0,Vz € E" x #0.

Definicija 8.4. Kvadratna forma (Ax,x) se naziva nenegativno definitnom, ako

(Az,z) > 0,Vz € E".
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Definicija 8.5. Kvadratna forma (Ax,x) se naziva nepozitivno definitnom, ako
(Az,z) <0,Vz € E".

Ukoliko forma nije ni nepozitivno, ni nenegativno definitna, onda kazemo da ona mijenja znak.
Posto kvadratne forme u tacnosti odgovaraju simetri¢nim matricama, to ¢emo govoriti i o
pozitivno (negativno) definitnim matricama.

Primjeri.

1. z € E? A(z) = 22 + 422. Ocigledno je da A(z) > 0 za svako x # 0, pa je ova kvadratna
forma je pozitivno definitna.

2. z € E?, A(x) = 1% + 22,75 + 3 je nenegativno definitna kvadratna forma (ali nije pozitivno
definitna).

3. x € E?, A(x) = a} + 3z122 + o3 nije definitna(mijenja znak).

4. x € F?, A(x) = —32% 4+ 3z125 — 23 je negativno definitna.

5.z € E?, A(x) = 2% + 223 — 4dx123 + Hxowy + 223 + 1423 nije definitna(mijenja znak).

1z posljednjeg primjera mozemo vidjeti da nije uvijek ocigledno da li kvadratna forma (matrica)
ima odreden znak, posebno ako je ona definisana na prostoru veée dimenzije (tj. zavisi od
mnogih promjenljivih). Zato ¢emo sada formulisati kriterijum za ispitivanje da li je kvadratna
forma pozitivno definitna.

Teorema 8.3. (Kriterijum Silvestra)
Kvadratna forma (Ax,x) je pozitivno definitna ako i samo ako Ay, > 0, Vk = 1,n.

Podsjetimo da je sa Ay oznacen glavni minor matrice A reda k.
Dokaz
Neka su Aj, Ao, ..., Ar > 0. Tada po teoremi 8.2 postoji baza f, takva da:

gdjejexr = anfk. Posto je A\, = %;1 > 0, to (Az,z) > 0, za svako x € E™. Treba jo§ pokazati
k=1

LA
da (Az,z) > 0, za © # 0. Pretpostavimo da za neko = € E", (Azx,x) = Z Skl — . Tada,
m=mne=-=n=0,pajex=0.

Obrnuto, neka je (Ax,z) pozitivno definitna. Pretpostavimo da A, = 0 za neko k = 1,n. To
znaci:

<A€1, €1> <A€1, €2> R <A€1, €k>
Ak — det <A62.7 61> <A62.7 62> e <A€2.7 ek> _
(Aey,e1) (Aeg,ea) ... (Aeg,er)
Odavde slijedi da su kolone matrice linearno zavisne, pa postoje netrivijalni ., po, . . ., s tako

da:

M1<A6i761> +F /’Lk’<A6i76k> = 07 1= 17 k7
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tj.
(Aey, iier + pigea + - + pger) = 0, i = 1, k.

Na ovaj nacin smo dobili k£ jednakosti. Pomnozimo i—tu jednakost sa p; i saberimo sve jed-
nakosti:

(A(per + poes + - -+ + prer), pier + poes + - - + ppex) = 0.

Kako je A pozitivnho definitna, to vazi pie; + pses + -+ - + urer = 0. Posto su koeficijenti
W1, fh2, - - ., g netrivijalni, to iz posljednje jednakosti slijedi da su vektori eg, es, ..., e linearno

zavisni. Ovo je kontradikcija sa ¢injenicom da oni ¢ine bazu. Ova kontradikcija pokazuje da,
n

Ay
Ay #0,...,A, # 0. Po teoremi 8.2 postoji baza f, tako da (Ax,z) = Z b 177,3, gdje je

k=1 Ay,
=) Mpfrr i A= AA’“; = (Afy, fr) > 0. Pri tome, Ag = 1, paje Ay > 0,Ay > 0, tj. Ay, > 0.
k=1
zasvako k=1,....n.

Primjer. Provjerimo da li je kvadratna forma (Ax, z) = 2?2 — x129 + 32,23 + 323 + 23 pozitivno
definitna.
Matrica ove kvadratne forme je:

1 -1 3
2 2
A=|—-35 3 0],
3
s 0 1
pa je lako izracunati njene glavne minore: Ay =1> 0, Ay = %, Az =—-4<0.

Posto je glavni minor reda 3 manji od nule, to iz kriterijuma Silvestra slijedi da ova forma nije
pozitivno definitna.

Teorema 8.4. Kvadratna forma (Ax,x) je negativno definitna <= Ap_1A; < 0, za k =

Dokaz

Kvadratna forma (Az, x) je negativno definitna ako i samo ako je (—Ax, ) pozitivno definitna.
Lako je uociti da su minori matirce —A parnog reda jednaki minorima matrice A, dok minori
neparnog reda imaju suprotan znak. Odavde slijedi da je Aﬁ—;l < 0, za svako k = 1,n, tj.
A1 <0,A:>0,A3<0,A4>0,....

Primjer. Kvadratna forma je zadata sa: (Az,x) = —32% — 4w129 — 27123 + 27913 — 203 — b2,
Njena matrica je:

—3 -2 -1
A=[-2 —2 1],
-1 1 -5

pa su glavni minori Ay = -3 <0,A,=2>0,A3 =-1<0.

Saglasno prethodnoj teoremi, ova kvadratna forma je negativno definitna.

Primjedba. Kriterijum Silvestra moze posluziti i da se utvrdi da li je kvadratna forma nepoz-
itivno (nenegativno) definitna. Iz dokaza je jasno da je za nepozitiviu definitnost kvadratne
forme neophodno i dovoljno da vazi A; > 0,..., A, > 0.
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Definicija 8.6. Indeksom kvadratne forme se naziva maksimalna dimenzija potprostora na
kome je forma negativno definitna.

Oznaka: Indeks kvadratne forme A(x) = (Az, ) se oznacava sa indA ili indA.

Iz definicije je jasno da ako je A nenegativno definitna, to indA = 0.

Ako je A negativno definitna, indA = n.

Ukoliko A mijenja znak, to 0 < indA < n.

Primjer. Indeks kvadratne forme A(z) = 2% + z125 — 23 je jednak 1, jer je ona negativno

definitna na jednodimenzionalnom potprostoru svih vektora oblika ( g? )
2

Definicija 8.7. Normalnim oblikom kvadratne forme (Ax,x) se naziva oblik

<A(f).%‘,$> :f%+5§+"'+5§— 24-1 - 34-57
gdje je x = Y7 &€, tj. kvadratna forma sa dijagonalnom matricom oblika:

1

0

Dakle, matrica A(f) sadrzi q jedinica na dijagonali, s jedinica sa znakom "-" in — s — q nula.
Teorema 8.5. (Zakon inercije)

Neka su e i f baze u prostoru E™, u kojima kvadratna forma (Az,z) ima normalan oblik. Tada

je Ale) = A(f).

Dokaz

Neka je
(ANEO =G+ G+ +6 =G = = &
(A(e)v,v) :V12+V22+"-+V§—VZ+1—-~-—V§+T.

Treba dokazati da je p=¢q, s =r.

Jednakost p + r = ¢ + s slijedi iz toga $to rang matrice A ne zavisi od izbora baze, pa je
rankA(f) = rankA(e).

Preostaje nam dokazati da je p = ¢. Pretpostavimo da je p > ¢q. Razmotrimo dva potprostora:

We = L’L"I’L{@l, €2,... 7€p}a Wf = Lin{fq-‘rlv fq+27 ey fn}a
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dimenzija p i n — q respektivno. Iz pretpostavke n — ¢+ p > n, slijedi da postoji nenulti vektor
g € We N Wy, Ovo znaci da se vektor xy moZe predstaviti kao linearna kombinacija vektora
e, ...,ep, a takode vektora fyi1,..., fu:

xo =&+ - +€p€p = Vq+1fq+1 + - v fa.

Tada:
(Azo, z0) = (A(&1e1 + - +&pep), S101 + -+ + Epep) 25%4‘63‘*‘"‘4‘5; >0

<A£L’0, x0> = <A(Vq+1fq+1 + -4 ann)a Vq+1fq+1 + -+ ann> = _V(?-i-l - V(?—I—Q - Vg—i-s S 0.

Dobijene kontradiktorne nejednakosti pokazuju da je slu¢aj p > ¢ nemogu¢. Nemogucénost
nejednakosti p > ¢ se dokazuje na isti nac¢in. Dakle p = q.

Primjedba. Iz dokazane teoreme slijedi da je broj pozitivnih, negativnih i nenultih sabiraka
pri svodenju kvadratne forme na sumu kvadrata uvijek isti.

Primjedba. Indeks kvadratne forme je broj negativnih sabiraka u njenom normalnom obliku.

Definicija 8.8. Rangom kvadratne forme se naziva broj nenultih sabiraka u njenom normalnom

obliku.

Zakljucak. Rang i indeks kvadratne forme su invarijantni u odnosu na promjenu baze. Rang
i indeks kvadratne forme jednoznacno odreduju njen normalni oblik, baza u kojoj forma ima
normalni oblik nije jednoznacno odredena.

Primjer.

Naci indeks kvadratne forme:

(Az,z) = 2% — 2109 — 25 — 323 + T924 — D23

Matrica ove forme je sljedeca:

1 -1 0 0
-1 _ 0 1
_ 2 2
A= 0 0 -3 0
0 1+ 0 -5
Glavni minori su A; = 1, Ay = —%, Az = %, Ay = —18 razli¢iti od nule. Dakle, kvadratnu

formu moZemo svesti na sumu kvadrata metodom Jakobi.
; 3 ; Ag _ A 4 Ay 1 A3 _ _ 5 o i ; ;
Elementi na dijagonali su Ay =1 % =—5, 3 =—3, 3 = —5 Posto imamo tri negativna

koeficijenta, to je indeks forme 3.



Glava 9

Linearni operatori u unitarnom prostoru

9.1 Konjugovani operator

Neka su V' i W unitarni prostori i &7 € L(V — W).

Definicija 9.1. Linearni operator o/* € LW — V) se naziva konjugovanim k operatoru <
ako Vx € V i Yy € W wazi:
(T w,y) = (x, d"y).

Primijetimo da se u gornjoj jednakosti prvi skalarni proizvod uzima u prostoru W, a drugi u
V.

Teorema 9.1. Konjugovani operator «7* € L(W — V') wvijek postoji i jednoznacno je odreden.

Dokaz

Najprije pretpostavimo da @7* postoji i dokazimo jedinstvenost. Uzmimo proizvoljno y € W,
tada je &*y € V. Uzmimo ortonormiranu bazu eq,es,...,e, u V i razlozimo vektor o7*y po
toj bazi:

oy = Z(Jz/*y, €i)e;.
i=1
Primijetimo da je (&/*y, e;) = (e;, *y) = (y, e;), pa imamo:
d*y = Z<ya d€i>ei-
i=1
Dakle, slika svakog vektora y € W pri preslikavanju «7* je jednoznacno odredena time gdje
operator of slika vektore ey, ..., e, iz baze prostora V. Odavde slijedi da je &/* jednoznac¢no
odreden.
Sada dokazimo postojanje konjugovanog operatora. DefiniSimo operator «/* na sljedeéi nacin:

g yeW — Z(y,de,}ei eV,

i=1

gdje je ey, ..., e, ortonormirana baza.
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Pokazimo da je operator o/* linearan:

n

A (Nprt+py2) = > (M +uge, Feyer = XY (y, Feeitn Y (Yo, o esye; = N “yy + .y,

i=1 =1 i=1

Ostaje nam da pokazemo da je o/* zaista konjugovan k operatoru /. Uzmimo proizvoljne
vektore z € V iy € W i izrac¢unajmo sljedece skalarne proizvode:

(Fx,y) = (ﬂ(Z(%eﬁei),w = Z(%ez‘)(ﬂ%i,w
(x, 9"y = (Z(x,ei>ei,z<y,%ej>ej> = Z(m,ei>(y,dej><ei,ej> = Z(x,ei><y,,gz{ei> =

=Y (e ()

U posljednjem lancu jednakosti smo koristili da je ey, ..., e, ortonormirana baza, kako bismo
od duple sume po 7, j presli k sumi po 7. (Dupla suma po 7, j sadrzi n? sabiraka, ali su samo n
od njih razli¢iti od nule, oni za koje je i = j.)

Posto gornje jednakosti vaze za proizvoljne vektore x € V iy € W, to iz definicije slijedi da je
operator &7* konjugovan operatoru .o7.

9.2 Svojstva operacije konjugacije. Matrica konjugovanog

operatora.
Svojstva operacije konjugacije
1. (&*) = o;
2. (ad)* = ad*,
Dokaz

Zaista, za svako x € V' i svako y € W vazi:
((ad)x,y) = (A x,y) = alx, d"y) = (x,ad™y).

3. (o + B)* = A* + B

4. Nekaje o € LV = W), B € LIW — Z), tada (B )* = o/ *B"*.

5. Neka je o7 € L(V — V) idete/ # 0. Tada deta/* # 0.

Dokaz

Zaista, neka je deto/* = 0, tada dy # 0 takav da @/*y = 0. Pomnozivsi obije strane posljednje
jednakosti sa x imamo: (x, o*y) = (x,0) = 0ili (Fx,y) = 0.

Koristeéi to da je &7 regularan, imamo I'ma/ =V, dakle postoji x takvo da &/z = y. Odavde
i iz prethodne jednakosti imamo (y,y) = 0. Dakle, y = 0. Dobijena kontradikcija dokazuje da
je konjugovani operator «/* takode regularan.
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6. Ako je o € L(V — V) i & regularan, tada (&~ 1)* = (&*)" L.
Dokaz
Po definiciji konjugovanog operatora:

(o ta,y) = (@, () "y).

S druge strane, operator &/* je invertibilan ( svojstvo 5.), pa iz jednakosti &*(&/*)™! = 7,
imamo:

(o y) = (o, Ty) = (o, () Ny) = (A A () y) = (Iw (7))

Dakle,
(ot y) = (2, (") ly), Yo € VVy € V.

Odavde iz proizvoljnosti vektora x i y slijedi da je (& ~1)* = (&*)~L.

Neka su V' i W unitarni prostori i dimV = n,dimW = m. Neka su &/ € L(V — W) i
o/* € L(W — V) linearni operatori. Izaberimo ortonormirane baze e i f u prostorima V i W
respektivno, tada su matrice operatora &7 i &7/*:

Tada vazi:

kao 1:

Dakle, <d€j7‘fi> = <d*fl, €j>, tJ CL# = 6”

Definicija 9.2. Matrica B = {b;;} € C"*™ se naziva konjugovanom matrici A = {a;;} € C™*™,
ako bj; = @;;,i =1,m,j =1,n.

Iz prethodnog razmatranja slijedi:

Tvrdenje 9.1. Matrice medusobno konjugovanih operatora u ortonormiranim bazama su medu-
sobno konjugovane.

Tvrdenje 9.2. ranks/ = rank</™.

Primjedba. U slucaju euklidskog prostora konjugovane matrice su transponovane matrice.

9.3 Jezgro i slika konjugovanog operatora

Posmatramo linearni operator &7 € L(V — W) i njemu konjugovani operator o/* € L(W —
V). Jasno je da vaze inkluzije:

Kere CV,Imo CW, Kera/™ CW, Ime/™* C V.
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Teorema 9.2.
V=FKerd & Imagd* W = Kered* & Imd.

Dokaz

Neka je x € Kerd/, tada je o/x = 0, dakle za svako y € W vazi: (x,y) = (x, o/ *y) = 0.
Posto su x € Kera/,y € W proizvoljni, to znac¢i da Kers/ 1 Ima/*.

Koristeéi jednakost ranke/ = rank.o/*,

ranks? + defected = dimV = ranks/™ + defectsd/ = dimV.

ZakljuCujemo da potprostori Kere/ i Ima/* zadovoljavaju sljedeca svojstva:
1. medusobno su ortogonalni;

2. presjek im je trivijalan (tj. samo nula vektor);

3. vazi dimKera/ + dimIma/™* = dimV.

Iz navedenih svojstavas:

V =Kered @ Ima™.

Jednakost W = Kera/* & Ima/ se dokazuje na isti nacin.

Zadatak. Naci konjugovane operatore operatorima: a) &2 € L(R? — R?) projekcije na osu z;
b) Operatoru rotacije za 3, tj. Zz € L(R* — R?) na dva nacina:

1. po definiciji konjugovanog operatora;

2. preko matrica operatora.

9.4 Normalni operator

Definicija 9.3. Neka je of € L(V — V). Operator of se naziva normalnim, ako je of of* =
o*

Lema 9.1. Neka su operatori o7, B € L(V — V) komutativni, tj. o4/ B = B<f. Tada oni
imaju zajednicki svojstvent vektor, ty:

dxg € Vixg #0:  Axg= A\wg, Brg = puxy.

Dokaz
Neka je W () svojstveni potprostor operatora o7, koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A:

W(A) ={z e V|ox = \z}.
Uzmimo proizvoljan vektor = € W()\), tada:
A (Bx) = (A Bx) = (BA )x = B(Ax) = Blr = \Bux.

Zaklju¢ujemo da je Bx € W (), tj. da je Bz svojstveni vektor operatora «7. Kako je x € W(\)
proizvoljan vektor, to je W(\) invarijantan potprostor operatora Z. Razmotrimo suZenje
operatora % na taj potprostor:

Posto je W () kompleksni potprostor, to operator Z|y () ima svojstvenu vrijednost, tj. 3z €
W(A)  Blwpyro = pao, tj. Bro = pag. Kako je xg € W(A), to je o/ xg = .
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Teorema 9.3. Operator o7 € L(V — V) je normalan ,ako i samo ako u prostoru V postoji
ortonormirana baza od svojstvenih vektora operatora <f .

Dokaz
Neka je o/ normalan, tj. komutira sa svojim konjugovanim operatorom:

A A ="
Po Lemi 9.1 de; € V, takav da:
%61 = /\161 ,Q{*el = Ui€éq, |61| = 1.

u prethodnoj jednakosti smo pretpostavili da je svojstveni vektor e; normiran. Oznacimo sa
V,,—1 ortogonalnu dopunu vektora e; do ¢itavog prostora V. V,,_; je invarijantan za operatore
o/ 1 .e/*. Zaista, za proizvoljan x € V,,_; vazi:

(Ax,e) = (r,d"e;) = (x,pe1) =y (r,e1) =0 = Az €V, ;.

Dalje: o
(o x,e1) = (x, T er) = (x, \e1) = M{x,e1) =0= Tz €V, _;.

Sad mozemo razmatrati suzenje operatora <7 i &/* na V,,_:
*
%|Vn71 % ’anl'

Operatori |y, _, 1 &/*|y,_, komutiraju, pa po prethodnoj Lemi imaju zajednic¢ki svojstveni
vektor es € V1 : (|ea] = 1):

*
Ay, _ea = Aaey, A"y,  ea = piges,
tj:
ey = Agea, ey = piges.

Takode, posto je V,,_; ortogonalna dopuna vektora eq, to vazi (e, es) = 0. Dalje razmotrimo
ortogonalnu dopunu V,,_5 vektora e; u prostoru V,,_;. Na gore opisani nac¢in pokazimo da je
V,,_o invarijantan za operatore ./ i &/* i razmotrimo suzenja:

4

V-2 o ’Vn72'

Dovodecéi ovaj postupak do kraja, dobijamo bazu {ey, ..., e,}, u kojoj su matrice operatora .o/
i o/* dijagonalne. Pokazimo da je A\, = [y, k = 1, n:

Ak = Ailew]? = Aelen, ex) = (Mey, e) = (ey, en) = (e, & e) = (e, prer) = e, ex) = Hglex]” = .

Dakle, matrica operatora &/ je dijagonalna u bazi e, tj. ima elemente {A,..., A,} na glavnoj
dijagonali, a matrica operatora «* u istoj bazi ima elemente {A,..., A\, }.
Pretpostavimo sada da u prostoru V' postoji ortonormirana baza e = {ey, ..., e,} od svojstvenih

vektora operatora &7, @/e; = \e;,i = 1,n. Definigimo operator & € L(V — V) sljedecom
formulom:
%ei = )\iei,i = 1,_n
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Neka su z,y € V :

(e ,y)

(x, By) = Z ;e;,

Za ez = <Z aidei,ZBjej> = <Z ai)\iei,Zﬁjej> =
i=1 j=1 i=1 Jj=1

Z ai\iB, (e, e5) = Z ;i
=1

ij=1

B> Bie;)) = O aiei, > BiBes) = () e, Yy Bidje;) =
j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

= Z aiBiNj(ei e5) = Z @B\,
i=1

i,j=1

Zaklju¢ujemo da je Va,y € V vazi: (o x,y) = (x, By) = B = o/*. Dakle, o/*e¢; = Nie;,i = 1, n.
Neka je x € V proizvoljan vektor, z = 3" | a;e;. Tada:

g A = Mﬂ*(i ae;) = Zam/*el = Zaz)\ e iaixidei =
i=1 i=1

S druge strane:

A A= o o

n n

§ By § 2
ozi)\i/\iei = a/z|/\z| €;.

i=1 i=1

(zn: Oéiei) = d*(zn: ai;zfei) = d*(zn: ozi)\iei) = Zn: Oéi)\i&{*ei =
i=1 i=1 i=1

i=1

n n

E BY 2 2
oz,-)\i)\,-ei = Oél|)\l| €;.

i=1 i=1

Iz prethodne dvije jednakosti, iz proizvoljnosti vektora x izvodimo jednakost operatora: o/ .o/* =
o .

9.5 Unitarni operator

Neka je V unitarni prostor.

Definicija 9.4. Operator % € L(V — V) se naziva unitarnim, ako je U*U = 7.

Teorema 9.4. Neka je % € L(V — V) operator, gdje je V unitarni prostor. Tada su sljedeca

tordengja ekvivalentna:

S G o~

U je unitaran operator.
Za svako x,y € V vaZi (W x, % y) = {(x,y).

UU* = .

U preslikava svaki ortonormirani skup vektora iz V' u ortonormirani skup.

U je izometrija, tj.:

% x| =

||,V € V.

U je mormalan operator i sve svojstvene vrijednosti operatora % su po modulu jednake 1.
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Dokaz

Za dokaz ekvivalentnosti Sest tvrdenja dovoljno je da dokazemo implikacije koje su ukazane
strelicama na slici.
Dokazimo najprije implikaciju 1. = 2:

Uz, Uy) = (v, U Uy) = (v, Iy) = (v,y), Yo,y € V.

Dokazimo implikaciju 2. = 4.
Neka je f = {f1,..., fm} ortonormirani sistem od m vektora. Tada

W U F5) = (i f5) = 0y = {? P77
. 1=].

Dakle, sistem vektora {% fi,...,% fn} je ortonormiran.
Dokazimo 1. = 3.
Neka je #*% = #. Odavde zaklju¢ujemo da je % invertibilan i * = % ~' pa imamo:

UU=UU=UU" =7

Dokazimo 3. = 6.
Vazi W*U = U U* = ¥, odakle zaklju¢ujemo da je % normalan operator. Neka je A svo-
jstvena vrijednost operatora % i x odgovarajuéi svojstveni vektor,|z| = 1. Tada:

L= (z,2) = (W Ux,2) = (Ux,Ux) = D, \x) = Mz, 1) = |\

Dokazimo 6. = 1.

Kako je %*U = % % *, to po Teoremi 9.3 u V postoji ortonormirana baza e = {ey,...,e,},
koju ¢ine svojstveni vektori operatora %/. Tada matrice operatora % i % * u ovoj bazi imaju
oblik:

A 0 ... 0 A 0 ... 0
0 A ... 0 0 A ... 0
ve-| L T s ve=| )
0 0 ... X\ 0 0 ... X,
Mnozenjem matrica U(e) i U*(e) dobijamo:
M2 0 ... 0
0 [N ... 0
Ue)U™(e) = | . o , =1

0 0 ... P
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Posto su [A| = ... = |\,| = 1, to je ovo matrica 1. Iz jednakosti matrica u ortonormiranoj bazi,
koriste¢i Tvrdenje 9.1 izvodimo jednakost operatora: Z*% = .#.

Dokazimo 4. = 1.

Neka su ey,...,e, 1 fi =Xey,..., f, = U e, ortonormirane baze. Uzmimo proizvoljne vektore

ryeV,x=3", aep, Y= > i1 Biej.
Imamo (z,y) = > ., &;f3;, kao i:

OZ/ZE:OZ/(ZO@@):ZOQJCZA %y:Z/ijj'
i=1 i=1 j=1

Dalje:
<‘%$,%y> - <Z aifi?Zijj> = Zalgz = <.Z‘,y>

(U x,Uy) = (x,U" UYy)

S druge strane: (x,Z*%y) = (x,y), pa je X*U = 7.
Dokazimo 2. = 5. Za sve vektore z,y € V vazi (Zx,%y) = (z,y). Ova jednakost u slucaju
xr =y daje:

Uz, Uz) = (x,x) = |Ux| = ||

DokaZzimo 5. = 2.
Koristeci identitet (provjeriti):

1 . ) . .
(w.y) = (e +yl = e =yl +ile+ iy —ile —iyl).
za % x, 7 y imamo:

W Uy) — i(;%x WY — U — U+ iU — iU — iU — iTy) =

= %(W/(ﬂ%yﬂ? — U (x = y)lP + iU (v + i) — il % (x — iy)]*) =

1 . . . .
= 7z +yl’ = |z —yP +ile+ iyl —ile —iyl") = ().
Definicija 9.5. Matrica U € C"*" se naziva unitarnom ako
vur=U0"U = 1.

Primjedba 1. Matrica unitarnog operatora u ortonormiranoj bazi je unitarna. Ovo slijedi
iz ¢injenice da su matrice uzajamno konjugovanih operatora u ortonormiranoj bazi uzajamno
konjugovane.

Primjedba 2. Iz prethodne Teoreme slijedi da unitarni operator ima ortnormiranu bazu od
svojstvenih vektora u kojoj matrica operatora ima dijagonalni oblik. Pri tome na dijagonali
stoje svojstvene vrijednosti operatora, koje su kompleksni brojevi po modulu ravni jedinici
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(dakle, leze na jedini¢noj kruznici u kompleksnoj ravni). Koriste¢i polarno predstavljanje kom-
pleksnog broja, zaklju¢ujemo da postoji ortonormirana baza e u kojoj matrica unitarnog oper-

atora ima sljedeéi oblik za uglove 0 < ¢4, ..., ¢, < 27
et 0
0 el 0
Ule) = :
0 0 eton

9.6 Ermitski operator

Definicija 9.6. Linearni operator o7 € L(V — V) se naziva samokonjugovanim ako of = of*.
Ako je V unitarni prostor, samokonjugovani operator se naziva ermitskim.
Ako je V' euklidski prostor, samokonjugovani operator se naziva simetricnim.

U ovom paragrafu ¢emo razmatrati slu¢aj kada je V' unitaran prostor, a &/ € L(V — V)
unitarni operator.

Teorema 9.5. Linearni operator of € L(V — V) je ermitski operator ako i samo ako za
Ve € V vaZi
(A x,z) € R.

Dokaz
Ako je of = o/* tada vaii:
(Ax,x) = (x,dxr) = (Ax, T).
Svojstva ermitskog operatora
1. Ermitski operator je normalan.
2. Svojstvene vrijednosti ermitskog operatora su realne.
Dokaz
Neka je oz = Az, |z| = 1. Tada:

A=X-1=Xuz,2) = Qz,2) = (A2, 2) = (2, 7x) = (v, \x) = Nz, 7) = ).

3. Svojstveni vektori ermitskog operatora, koji odgovaraju razli¢itim svojstvenim vrijednostima,
su medusobno ortogonalni.

Dokaz

Neka je oz = Mz 1 oy = Aoy i Ay # Aa. Treba pokazati za nenulte vektore x iy da (x,y) = 0.
Imamo:

<’Q{x7 y> - )\1<.7), y>7 <.7), %y> - X2<"L‘7 y> - )\2<I7 y)
Oduzimajuéi drugu jednakost od prve i koristeéi da \; # Ay:

(/\1 - /\2)<I7y> =0= <[E,y> = 0.

4. Matrica ermitskog operatora u ortonormiranoj bazi je ermitska (samokonjugovana) matrica.
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Dokaz

. . . n . i “e
Neka je e = {e1,...,e,} ortonormirana baza i @e; = » 5, ajjej,i = 1,n. PomnoZimo ovu
jednakost skalarno sa ey:

fQ{ezaek § aZJGJJek = Q.-

Takode imamo:
ap; = (A e, e;) = (ey, Te;) = (e ep) = Q.

Zakljutujemo da je A(e) = A*(e).
5. Ako je matrica operatora u ortonormiranoj bazi ermitska,onda je i sam operator ermitski.
Dokaz

Iz svojstva «;; = @j; 1 ortonormiranosti baze e imamo
(e, ej) =y =ay = (Aej, e) = (e, T ej).
. . n n v
Tada za proizvoljne vektore x = >, e, y = >, nje; vazi

(o x,y) Zfz e), > _mes) = > &M e, e;) =
j=1

4,j=1

- Z flﬁj <ei7 Q{ej Z 5@617 Z 77]%63 .1' ﬂy>

i’j

Odavde, o/ = o/*.

9.6.1 Pozitivni operator

Definicija 9.7. Ermitski operator of € L(V — V) se naziva pozitivnim ako je (x,x) >
0,V e V,x #0.

Teorema 9.6. Ermitski operator je pozitivan ako i samo ako su mu sve svojstvene vrijednosti
pozitivne.

Dokaz

Neka je o/ ermitski operator, tada u V postoji ortonormirana baza od svojstvenih vektora

operatora «/. Neka je to baza e = {ey,...,e,} 1 neka je x € V proizvoljan, = = Y " | ase;.

Tada:

0 < (Hz,z)= <@7(Z Q;e;), Zajej Z (e, ej) = Z a;a; N (e;, e;) = Z i | M.
i=1 j=1 ij=1 ij=1 i=1

Uzimajuéi u gornjoj jednakosti redom x = eq,...,x = e, dobijamo A\ > 0, Ay > 0,..., A\, > 0.

Suprotno tvrdenje se dokazuje obratnim rezonovanjem.

Teorema 9.7. Neka je operator o/ pozitivan. Tada je o/ ~' takode pozitivan.

Dokaz
Posto je dets/ = A\ ---\, > 0, to operator &' postoji. Imamo (&*)~! = (& ~1)*,a posto
je o ermitski , to &1 = (&7!)*. Svojstvene vrijednosti operatora &~ su All, o ﬁ sve

pozitivne (jer je &/ pozitivan , pa je svako \; pozitivno), pa je i &/ ~! pozitivan.
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9.6.2 Korijen iz operatora

Teorema 9.8. Neka je operator o7 € L(V — V) nenegativan ermitski operator, of > 0. Tada
postoji jedinstven operator B € L(V — V), takav da B? = o .

Dokaz
Neka je e = {ej, ..., e,} ortonormirana baza od svojstvenih vektora operatora .o

%67; = )\iei,i :]_,_TL,AZ Z O,Vz :L_TL
Definig§imo operator % na sljedeé¢i nacin Be; = v/ \e;. Jasno je da je operator % ermitski, a
iz v/ > 0,7 = 1,n slijedi da je £ > 0. Osim toga, %% = o, jer je B?e; = ofe;,Vi = 1,n,
a e je baza u V. (Drugim rije¢ima, iz jednakosti dejstva operatora na sve vektore baze slijedi
jednakost operatora.)

Da bismo dokazali jedinstvenost pretpostavimo da je €% = &7, ¢ > 0. Kako je € ermitski
operator, to u V' postoji ortonormirana baza f = {fi,..., fn} od svojstvenih vektora €, t.j:

Cfi = pifii =1,n.

Posto imamo
A fi =Cf; = C(uifi) = M?fi,

zaklju¢ujemo da su f;,7 = 1,n svojstveni vektori operatora & sa svojstvenim vrijednostima
/’1/%7 A 7“72’1,7 tj:

>\1 :/1’%77>\n:,ui7
odakle je

%ei = Wi€; = \/ i€ = %61 =% =A.

Definicija 9.8. Operator £ se naziva kvadratnim korijenom operatora <7 .

Oznaka: B = o2 — N

9.6.3 Ermitovo razlaganje operatora

Teorema 9.9. Neka je o7 € L(V — V). Tada postoji jedinstven par ermitskih operatora
B, € € LIV — V), tako da
o =B +i6.

(i oznacava imaginaran broj i =~/—1.)
Dokaz
Definisimo operatore:

1 1

B = 5(42/—1-427*), € = 2—2(42% — ).
Tada:
B+iC = .
Imamo: 1 1
B = 5(%—1—&%*)* = 5(427* +o)=A.

1

(A — ) = ——(d* — o) =C.

v _22'(%_%) DY 2
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Glava 10

Linearni operatori u euklidskom prostoru

Neka su F, G euklidski prostorii &/ € L(E — (). Razmotrimo pojam konjugovanog operatora,
koji se definiSe na isti nac¢in kao u sluc¢aju unitarnih prostora. Na slican nacin kao u prethodnoj
glavi mozemo pokazati da konjugovani operator uvijek postoji i jedinstven je.

Za razliku od unitarnog prostora, operacija konjugacije u euklidskom prostoru je linearna, tj:

(e )" = adl™.

Moze se pokazati da su matrice uzajamno konjugovanih operatora u ortonormiranoj bazi medu-
sobno transponovane:

A(e, f) = (Ae. )"

10.1 Simetri¢ni operator

Samokonjugovani operator u euklidskom prostoru se naziva simetri¢nim.

Definicija 10.1. Operator o € L(E — E) se naziva simetriénim, ako
(Ax,y) = (x,dy), Vr,yeckE.

Teorema 10.1. Neka je o/ € L(E — E) simetrican operator. Tada postoji ortonormirana
baza od svojstvenih vektora operatora <7 .

Dokaz

Prvo pokazimo da su sve svojstvene vrijednosti simetri¢nog operatora o/ realne. Neka je A =
a £ svojstvena vrijednost operatora .«7. Tada po Teoremi 5.6 ./ ima invarijantni potprostor
Lin{z,y} dimenzije dva. Uz to

dr=ar— Py, dy=p0r+ay.
Pomnozimo prvu jednakost skalarno sa y i drugu sa x i oduzmimo jednu od druge:
(w,y) = alz,y) = Blyl*, (v, oy) = Bla|* + afz,y) = B(|z* + |y*) = 0.

Posto su z,y # 0, to |z|* + |y|* # 0, pa je S =0, odnosno A € R.
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Dalje, neka je \; svojstvena vrijednost operatora o/ i e; (|e;| = 1) odgovarajuéi svojstveni
vektor:
%61 = )\161.

Oznacimo sa FE,,_; ortogonalnu dopunu vektora e;. Pokazimo da je F,,_; invarijantan u odnosu
na /. Uzmimo proizvoljan x € E,,_1, tj. (z,e;) = 0. Imamo:

(A, e1) = (x,der) = N\(r,e1) =0,

odakle zaklju¢ujemo &z € E,_;.

Razmotrimo suzenje o7 |g, ,. Neka je Ay svojstvena vrijednost o7|g, ,ea = Ageo,|ea| = 1.
Primijetimo takode da su vektori e; i e5 ortogonalni: (e, eg) = 0.

Sada razmotrimo F,_, ortogonalnu dopunu vektora e; do prostora E, ;. MoZzemo pokazati da
je E,_o inavrijantan za <. Razmotrimo suZenje o/|p, _,. Ovaj operator je takode simetri¢an.

Izaberimo eg svojstveni vektor operatora < |g, ,, e3 = o |p,_,e3 = Azez i |eg| = 1.
Nastavljaju¢i ovu konstrukciju dobijamo e = {ey,...,e,} ortonormiranu bazu od svojstvenih
vektora, tj.:
S 1, i=j
;Zfe,» :)\Z’ei,i: 1,n, <6i7€j> = . ]
0, i#J

Tvrdenje 10.1. Operator of € L(E — E) je simetrican, ako i samo ako je matrica operatora
A u ortonormiranoj bazi simetricna.

Tvrdenje se dokazuje na isti nac¢in kao za ermitski operator.

10.2 Ortogonalni operator
Definicija 10.2. Operator & € L(E — E) se naziva ortogonalnim, ako za svako x,y € E:
(Px, Py) = (x,y).

Teorema 10.2. Neka je &2 € L(E — E). Sljedeca turdenja su ekvivalentna:
1. & ortogonalan operator.

2. & je izometrija.

3. P preslikava svaku ortonormiranu bazu u ortonormiranu.
4. P* =1

5 PP =P = 7.

6

. Matrica 11(e) operatora & u ortonormiranoj bazi e je ortogonalna, tj. TITI1 = I.

Dokaz

Dokazimo implikaciju 1. = 2. Uzmimo da je x = y, tada iz definicije slijedi ( Pz, Px) = (z, ),
pa |Pzx| = |z|.

2.=> 1.

U identitetu: )
(2,5) = 5 (1 + o = [l = )
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zamijenimo vektore x, y vektorima Px, 2y i dobijemo da ukoliko & ¢uva duzinu (izometrija),
to on takode ¢uva skalarni proizvod (ortogonalan).

Implikacija 1. = 3. je oc¢igledna.

3. = 1.

Po uslovu:

1, i=j

0, i#j

. . . n n
Uzmimo proizvoljne vektore x = 3 .7 aye;,y = >0, Bje;, tada:

(Pei, Pej) = (ei,e5) = {

(Px, Py) = <3”(Z a;e;), :@(Zﬁjej» = Y if(Pei, Pej) = Z%ﬂi = (z,y).

ij=1

1. = 4. Posto su u jednakostima (Px, Py) = (x, P*Py) = (x,y) vektori x i y proizvoljni, to
zakljutujemo da je 22*Z = #. Odavde slijedi da je & invertibilan i 2* = 271,
Implikacija 4. = 5. je oc¢igledna.

5. = 1.
(Px, Py) = (x, P*Py) = (x,y).
1. = 6.
Neka je e = {ey,...,e,} ortonormirana baza i
Pey, = kaei, Pe,, = ijmej, E=1,nm=1,n.
i=1 j=1
Tada:

1, =m

Z @m - 7 im — yEm/) =
(Pey, Pem) ;ﬂ'kﬂ'] (€kyEm) {07 k£ m

Ovo znadi da je [I(e) = {mpm }, k = 1,n,m = 1,n ortogonalna matrica, tj. II(e)II(e) =1 .
6. = 3. Neka je IT = Il(e) ortogonalna matrica, tada je ¢’ = e - II takode baza. Matrica Grama
sistema €’ je:

T(e') = (¢)" ¢ = (ell)Tell = e"ell = " T(e)IT = TI"T = I.

Vidimo da je €’ je ortonormirana baza jer je matrica Grama jedini¢na.

10.2.1 Najjednostavniji oblik matrice ortogonalnog operatora

Neka je & ortogonalan operator, tada je det? = +1.

Definicija 10.3. Ortogonalni operator & se naziva svojstvenim (cuva orjentaciju), ako je
det? =1 i nesvojstvenim (mijenja orjentaciju), ako je detP? = —1.
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Sada razmotrimo kakav oblik mogu imati matrice ortogonalnog operatora (ortogonalne matrice)
u razli¢itim dimenzijama.

Jednodimenzionalni slué¢aj.

Sluc¢aj kada je dimenzija prostora E jednaka jedan je trivijalan. Zaista, tada je Pz = \x, Vo €
E, gdje je X\ korijen karakteristicnog polinoma. Pri tome, (z,7) = (Px, Pz) = \?(x, 1) i,
dakle A = £1. Dakle, moguc¢a su samo dva slucaja:

a)Px =, Il = (1);

b)Pr = —ux,ll_ = (—1).

Dvodimenzionalni slucaj.
Neka je dimE =21 e = {e;, es} ortonormirana baza. Tada je matrica

- (1)

ortogonalna. Razmotrimo dva slucaja.
a) Neka je ad — By = 1. Tada iz ortogonalnosti matrice slijedi:

(05) =(53)
(08) -(50)

pa imamo da je a = 4, 5 = —~. Dakle

e = (4 )

ia?+ 3%2=1. Tada postoji p: 0 < p< 27w, «a=cosp,S=sinpi

I — cosp sinp
~\ —sinp cosp )’

Ovakva matrica je matrica operacije rotacije za ugao p.

S druge strane je:

b) Neka je sada ad — v = —1. Tada karakteristi¢ni polinom A% — (a + §)\ — 1 operatora &2
ima realan korijen. Dakle, operator & ima svojstvenu vrijednost A* € R i svojstveni vektor

f1,|f1| =1:
ngl == )\*fl,)\* == 1\/)\>k - —1

Uzmimo fo 1 f;. Tada, poSto je & ortogonalan, to on date vektore preslikava u ortogonalne,

tj. Pfo L Zf11 Pfi ==xf1, paimamo da je Zfy = f5ili P fy = —f5. Tada je:

nn = (52 ),
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- (3 ) (2 9)

Ovakve matrica su matrice refleksije u odnosu na neku od koordinatnih osa.

Zakljucak. U dvodimenzionalnom prostoru ortogonalni operator je jedno od sljedeé¢ih pres-
likavanja:

1. rotacija za ugao p,0 < p < 7 (svojstveno preslikavanje, ¢uva orjentaciju);

2. refleksija u odnosu na jednu koordinatnu osu (nesvojstveno preslikavanje, mijenja or-
jentaciju).

n-dimenzionalni slucaj

Sada razmotrimo matricu ortogonalnog operatora u opstem slu¢aju. Za pocetak nam je potrebno
jedno pomoéno tvrdenje:

a posto je det¥ = —1:

Lema 10.1. Neka je & € L(E — E) ortogonalni operator i W C E invarijantan potprostor
za . Tada je potprostor W+ takode invarijantan za 2.

Dokaz
Imamo da je (W) C W, ali, posto je & regularan, to Z(W) =W, pa 2~ 1{(W) = W. Sada
¢emo dokazati da za y € W vazi 2y € W+, Neka je x € W proizvoljno, tada:

(Py,a) =y, P"z) = (y, P 'x) = 0.
Odavde iz proizvoljnosti z € W slijedi da Py € W+.

Teorema 10.3. Neka je &2 € L(E — E) ortogonalan operator. Tada u prostoru E postoji
ortonormirana baza e u kojoj matrica operatora &2 ima oblik:

1

I(e) = cosp; —sinp;

sinp;  €osp;
Cos py  — sin po
sin pa  €OS pPa

COS P, — Sin pg
sin pr, ~ €os pg

Dokaz
Po Teoremi 5.6 u E postoji invarijantni potprostor W; operatora & dimenzije 1 ili 2. Saglasno
prethodnoj lemi, iz ortogonalnosti & slijedi da je Wi takode invarijantan za 2. Neka je
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E =W, ® Ey, gdje je B, = Wit i dimW, = 1ili dimW, = 2. Tada ¢e matrica operatora imati
oblik:

+£1 0 ... 0
0
1= . ,uslucaju dimW; =1
0
ili
cosp —sinp 0 ... 0
sinp cosp 0 ... O
II= 0 0 ,u slucaju  dimW; = 2.
0 0

Dalje razmatramo suZenje operatora & na E), P|g, je ortogonalan operator. Tada je F; =
Wo® Es, gdje je Wy invarijantan za &2 i dimWy = 1 ili dimWy = 2. Ovaj postupak nastavljamo
do kraja, razbijajuci prostor £ na sumu invarijantnih potprostora dimenzija jedan i dva.

Definicija 10.4. Prostom refleksijom euklidskog prostora naziva se preslikavanje zadato ma-

tricom:
1

1

Definicija 10.5. Prostom rotacijom euklidskog prostora naziva se preslikavanje zadato matri-

com:
1

cosp —sinp
sinp cosp

0
1

Zakljucak. Svaki ortogonalni operator je superpozicija kona¢nog broja prostih refleksija i
prostih rotacija prostora E.

10.2.2 Razlaganje linearnog operatora u euklidskom prostoru

Definicija 10.6. Linearni operator o7 € L(E — E) se naziva kososimetricnim ako o/* = —df .
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Teorema 10.4. Svaki operator o7 € L(E — E) se moZe na jedinstven nacin zapisati kao:
o =B+ C,
gdje je B simetrican © € kososimetrican.

Dokaz
Lako je provjeriti da operatori B = (o + &%), € = (o — &/*) zadovoljavaju uslov
Teoreme. Jedinstvenost slijedi iz ¢injenice da ako je & simetri¢an, ¢ kososimetri¢an operator,

to (B+C) =B —F.
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Dodatak A

Klasifikacija hiperpovrsi drugog reda u
euklidskom prostoru

Hiperpovrs drugog reda u euklidskom prostoru E™ je skup tacaka x € E™ koje zadovoljavaju
sljedec¢u jednakost:
(A, z)+ (b,x) +v =0, (A1)

gdje je A simetri¢na matrica dimenzija n x n, b € E™, v € R. Dakle, prvi sabirak je kvadratna
forma, drugi linearna forma, a ~ je konstanta.

Tvrdenje A.l. Linearnom zamgjenom promjenljivih i pomgjeranjem koordinatnog pocetka jed-
nacina hiperpovrsi (A.1) se moZe svesti na jedan od sljedeéa dva oblika:

(A) ME++ANE+7=0,7r<n.
(B) /\lgf+ +/\T§3 - 2#57"4—17 r<n.

Umjesto dokaza ovog tvrdenja nize ¢emo dati nekoliko primjera postupka svodenja jednacine
hiperpovrsi. Sada razmotrimo slu¢aj (A). Jednostavnom zamjenom koeficijenata jednakost (A)
mozemo svesti na sljedeéi oblik:

(A) 5_%2_‘_”‘_{_55_@_.“_5_3:6:{1 . (A.2)

a2 2
Qaq a0y (o' 0

Sada razmotrimo nekoliko sluc¢ajeva:

(Ala) Neka je rang matrice A ravan n, a indeks nula, tj. r =n, ¢ = 1, p = n. Tada jednacina
(A.2) opisuje (n — 1)-dimenzionalni elipsoid.

(A1b) Neka su rang i indeks matrice A ravni n, tj. r = n,c¢ = 1,p = 0. Tada je skup
tacaka u E" koje zadovoljavaju jednacinu prazan. Reci ¢emo da je ova hiperpovr§ imaginarni
(n — 1)-dimenzionalni elipsoid.

(Alc) Neka je rang matrice A ravan n, a indeks ve¢i od nule i manji od n, tj. r=n,c=1,0<
p < n. Tada jednac¢ina (A.2) opisuje (n — 1)-dimenzionalni hiperboloid.

Sada razmotrimo slucaj kada je ¢ = 0.

(AOa) Neka je r = n, ¢ = 0,0 < p < n. Ovu hiperpovr§ nazivamo (n — 1)-dimenzionalnim
konusom drugog reda.
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(AOb) Neka je r =n, ¢ =0, p = 0ili p = n. Tada samo nula zadovoljava jednacinu (A.2). Redi
¢emo da je ovo imaginarni (n — 1)-dimenzionalni konus.

Konac¢no, u slucajevima kada je r < n, re¢i ¢emo da se radi o cilindrickim povrSima.

Sada razmotrimo jednac¢inu (B). Zamjenom koeficijenata, ovu jedna¢inu mozemo svesti na oblik:

i S &
Shopp B 2= 2641 (A.3)
af g Qi ay

(B1) Neka je = n — 1. Tada jednacina (A.3) opisuje (n — 1)—dimenzionalni paraboloid.

(B2) Ako je r <n — 1, tada govorimo da se radi o cilindri¢noj povrsi.

Sada ¢emo predstaviti metod svodenja jednacine hiperpovrsi na dva primjera. Veéi dio metoda
nam je dobro poznat, jer se sastoji u linearnoj zamjeni promjenljivih, tako da se kvadratna
forma u (A.1) svede na sumu kvadrata. Ostatak metoda je pomjeranje koordinatnog pocetka
kako bi se sredio linearni dio jednakosti.

Primjer 1. Odrediti tip hiperpovrsi drugog reda u E? zadate jedna¢inom:

x%—x1x2+2x2x3+x§—3xl—51:2+6:O.

Najprije grupiSemo sabirke, kako bismo kvadratnu formu sveli na sumu kvadrata metodom
Lagranza. Imamo redom:

1 1
(x1 — 51‘2)2 — Zx% + 22973 + 235 — 3] — 29 + 6 = 0.
Lo 1 2 2 2
(1 — z9)” — (zx9 — 223)" + 45 + x5 — 321 — 22+ 6 = 0.

2 2
Uvodedi linearnu zamjenu promjenljivih: z; — %352 =&, %xg — 2x3 = &, v3 = &3 dobijamo:

£ — &+ 585 — 311 — 22+ 6 = 0.

U posljednjoj jednakosti zamijenimo x1, x5 na nove promjenljive:

1 :£1+%$2 =&+ &+ 28
Ty = 285 + daz = 28 + 4&3.

Tada:
€2 €2 1562 36, — 36, — 66 — 265 — A4 1 6=0=

1 1 5) 1 ) 5
—gff + gfg - 653? tohitghtgéb=1

Kako u posljednjoj jednakosti prisustvuju kvadratni ¢lanovi od sve tri promjenljive, to dodavan-
jem i oduzimanjem konstanti mozemo napisati potpune kvadrate po promjenljivima &, o, &3t
1 3, 3 1 5o, 20 5 5 O
—— (G- o+ () - oG-+ =1
6(51 2) 3 6(52 2) 71 6(53 ) 5
Uvodeéi odgovarajué¢e smjene dobijamo (ova zamjena u stvari predstavlja pomjeranje koordi-
natnog pocetka):
l1~2 1~2 5~2 5 1~2 1~2 ~2
——& =26 — =6 == =6 +=&6% — & =1
651 652 653 G 551 552 3
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Zaklju¢ujemo da se radi o dvodimenzionalnom hiperboloidu (hiperboloidu u trodimenzionalnom
prostoru).
Primjer 2. Odrediti tip hiperpovrsi drugog reda zadate jednacinom:

4;5% + 93:% + 4:1:§ — 62129 + 42123 — 62973 + 321 — X9 — 23 — 4 = 0.
Opet pocinjemo svodenjem kvadratne forme na sumu kvadrata:
(221 — 3wy + 23)* — 9235 — 22 + 9235 + 422 + 31 — 29 — 13 — 4 = 0,
pa uvodedéi smjene & = 2x1 — 3xo + x3, & = 73, &3 = =311 + 10 + x3 + 4t
& +36 =&,

Dakle, ovdje se radi o dvodimenzionalnom paraboloidu.
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Dodatak B

Linearne operatorske jednacine u
unitarnom prostoru

Na kraju ¢emo se kratko vratiti na jedan od zadataka sa kojim smo poceli kurs Linearne alge-
bre, pitanje postojanja rjeSenja sistema linearnih jednacina. Opremljeni odredenim znanjima,
sagleda¢emo ovaj problem iz nesto drugacije perspektive. Sistem linearnih jednacdina mozemo
posmatrati kao jednu operatorsku jednacinu u vektorskom prostoru.

Neka su V, W unitarni prostori i & € £L(V — W). Razmotrimo jednadinu:

oz =u, (B.1)
gdje je u € W poznati vektor, a z € V nepoznati vektor.
Definicija B.1. Homogena jednacina o/*w = 0 se naziva konjugovanom ka jednacini (B.1).
Poznato nam je (Teorema 9.2) da:
V=FKerdd ®Ima* W= Kerad*®Im .
Koristec¢i ova razlaganja mozemo dokazati sljede¢u teoremu:

Teorema B.1 (Alternativa Fredholma). Ili jednacina </ z = u ima rjedenje za svako u € W,
ili konjugovana jednacina o/ *w = 0 1ma netrivijalna rjesenja.

Dokaz

Jednadina o7z = u ima rjeSenje ako i samo ako u € I'ma/. Neka &z = u ima rjeSenje za svako
u € W, tada Ima/ = W. Kako je W = Kera/* @ Ims/ imamo da je Kera/* = {0y}, pa
/*w = 0 ima samo trivijalno rjeSenje.

Neka jednac¢ina o7*w = 0 ima netrivijalno rjeSenje. Ovo znadi da je Kera/* # {0}, pa Img/ #
W, te postoji u € W, takvo da u ¢ I'ms/. Ovo znaci da jedna¢ina <z = u nema rjeenje za
svako u.

Dokazana Teorema se naziva alternativom Fredholma, ovdje imamo "ekskluzivno ili" tj. recenicu
tipa "ili-ili" koja oznacava da uvijek ima mjesto ta¢no jedna situacija.

Kada je V = W teorema se moze formulisati na sljede¢i nacin:
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Teorema B.2. Neka je of € L(V — V). Tada ili jednacina of z = u ima jedinstveno rjesenje
za svako u € V, ili konjugovana jednacina o/*w = O ima netrivijalno rjesenje.

Konac¢no, mozemo formulisati i sljedecu:

Teorema B.3. Jednacina of z = u ima rjeSenje, ako i samo ako je vektor u ortogonalan na
potprostor Keral™.

Dokaz
Kako je ImaZ/ | Kera/* to u € Img/ ako i samo ako u L Kera/*.
Zadatak. Koriste¢i prethodne teoreme provjeriti da li sljedeci sistem ima rjesSenje:

{(1 — i)z — 22 = 4;
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