Glava 1

Vektorski prostori

1.1 Definicija vektorskog prostora. Primjeri. Osnovna svo-
jstva

U ovoj sekciji ¢éemo uvesti osnovni pojam Linearne algebre - vektorski prostor.

Definicija 1.1. Skup V naziva se vektorskim prostorom nad poljem P ako su na njemu defin-
1sane dvije operacije:

(I) operacija + sabiranja dva elementa iz skupa V, tj. Y,y e Vi +y €V,

(II) operacija - mnoZenja elemenata iz skupa V' elementima iz polja P, tj. Vo € V iVa € P
a-xeV,

i pri tome su zadovoljene sljedece aksiome:

- (Ve,y,zeV)vazio+ (y+2)=(x+y)+ 2

. VeyyeV)wvatic+y=y+x;

. (30 € V), takav da Vr € V vazi x + 0 = x;

. (Vzx eV) I—x) €V takav da vazi v + (—z) = 0;

. (Ve,yeV), NVaeP)watia-(z+y)=a-z+a-y;

VeeV Va,fePwvati (a+p) z=a-xz+ - x;

VzeV), (NVa,feP)vazia-(f-x)=(a-5)-x;

(Vx e V) 1-x ==z, gdje je 1 neutralni element za mnoZengje u polju P.
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Elemente vektorskog prostora V' nazivamo vektorima.

Elemente polja P nazivamo skalarima.

Element vektorskog prostora ® nazivamo nula vektorom, za njega koristimo drugaciju oznaku
od skalara (broja) 0, kako bismo bili precizniji, a formule jasnije.

Primjedbe.

1. Naglasimo da prethodna definicija podrazumijeva postojanje dvije operacije: sabiranje dva
vektora i mnozenje vektora skalarom (brojem). Nikakve druge operacije (za sada) ne pozna-
jemo, na primjer, ne mozemo pomnoziti dva elementa vektorskog prostora V.

2. Moguce je razmatrati vektorske prostore nad bilo kojim poljem P. Ipak, u Linearnoj algebri
se obi¢no razmatraju vektorski prostori nad poljima realnih brojeva R i kompleksnih brojeva
C. Mi ¢emo se tokom ¢itavog kursa ograniciti samo na ta dva polja. Staviée, u pocetku ¢emo
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razmatrati samo vektorske prostore nad poljem realnih brojeva, i tek kasnije preéi i na prostore
nad poljem C. Dakle, u pocetku mozemo smatrati da su skalari realni brojevi.

Primjer 1. Razmotrimo skup V?— geometrijsku ravan ¢iji elementi su zagiljene duzi. Uvedimo
operaciju sabiranja dva geometrijska vektora (zasiljene duzi) na nacin koji nam je poznat (Slika
1.1): pravilom paralelograma (nadodavanjem jedne duZi na drugu). Dalje, uvedimo operaciju
mnozenja geometrijskih vektora realnim brojevima na poznat na¢in: mnoZzenje brojem ne mi-
jenja pravac vektora, ali mijenja duzinu i, u slucaju negativnog broja, smjer. Provjeravajuéi
aksiome, utvrdjujemo da nakon uvodjenja ove dvije operacije skup V2 postaje vektorski prostor
nad poljem realnih brojeva.

Slika 1.1: Sabiranje dva vektora i mnoZenje vektora brojem u geometrijskoj ravni 12

Primjer 2. Sa C[0,1] ozna¢imo skup neprekidnih funkcija na [0,1]. Uvedimo standardnu
operaciju sabiranja dvije funkcije. Poznato je da je zbir dvije neprekidne funkcije neprekidna
funkcija, dakle takodje element C[0, 1]. Takode mnoZenjem neprekidne funkcije realnim brojem
a dobijamo novu neprekidnu funkciju. Na ovaj nacin skup C[0, 1] postaje vektorski prostor
nad poljem realnih brojeva R.

€

o . T2
Primjer 3. Razmotrimo skup R" = { : , L1, T, ..., Ty € R}.

Tn
Dakle, ovaj skup sadrzi kolone od n realnih brojeva.
Na ovom skupu zZelimo uvesti operacije sabiranja dva elementa i mnoZenje elementa realnim
brojem, tako da dobijemo strukturu vektorskog prostora. Defini§imo operacije na sljedeé¢i nacin:

T1 Y1 1+ % T Ty
T2 Yo To + Yo Ta QT

+ . == . 5 (07 . == . , & € R.
Ty Yn Tn + Yn L, ATy

Lako je provjeriti da je skup R” sa ovako uvedenim operacijama vektorski prostor.

Osnovna svojstva.

1. Nula vektor 0 je odreden jednozna¢no (ne postoje dva razli¢ita nula vektora u istom pros-
toru).

Dokaz

Pretpostavimo da u prostoru V postoje dva nula vektora, oznac¢imo ih sa 0 1 §'.
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Tada za svaki vektor z € V imamo da z +0 =z + 0.

Saglasno aksiomi 4 iz definicije vektorskog prostora, postoji (—x) € V. Sabirajuéi lijevu i desnu
stranu gornje jednacine sa ovim vektorom, imamo da 0 = ¢’.

2. Za svaki x € V njegov inverzni vektor (—x) je jednoznaéno odreden.

3. Za svaki x € V imamo: 0-x = 0.

Dokaz

Uzmimo proizvoljno « € P.

Imamoa-z=(a+0)-z=a-2+0-2=0-2=0.

4. Za ¥z € V imamo (—z) = (—1) - .

Dokaz
0=0-z=(1+(-1)-z=1-24+(-1) - z2=>-1-z2=(-1)- 2= —2x=(-1) x
5. Za VYa € P imamo « -0 = 0.

Dokaz

a-0=a-(z+(—2)=a-z+a (—z)=a-x—a-z=0.

6. Iz jednakosti o - x = 0 slijedi da je a = 0 ili x = 0.

Dokaz
Neka je o # 0. Tada Ja~!. PomnoZimo jednakost o -z = 0 sa !, imamo a™! - (a - z) =
al.9=0.

S druge strane, ™! - (- x) = (@™t )z =12z =12.

Iz posljednje dvije jednakosti zakljucujemo da z = 0.

1.2 Vektorski potprostori

Kao i ranije, sa V' oznac¢avamo vektroski prostor nad poljem P.

Definicija 1.2. Podskup W C V' naziva se potprostorom prostora V', ako je W wvektorski
prostor.

Teorema 1.1. Podskup W C V' je potprostor ako i samo ako
1. Ve,ye W) xz+yeW;
2. Ve eW), VaeP) a-zeW.

Ova teorema se lako dokazuje direktnom provjerom svih aksioma vektorskog prostora.
Razmotrimo neke primjere vektorskih potprostora. Najprije primijetimo da svaki prostor V' ima
dva trivijalna potprostora, to su ¢itav prostor V i prostor koji se sastoji samo od nula vektora
{0}. Vratimo se primjerima vektorskih prostora iz prethodne sekcije kako bismo prouéili njihove
potprostore.

Primjer 1. Razmotrimo neke podskupove vektorskog prostora V? geometrijskih vektora: 1.
Prvi kvadrant K nije vektorski potprostor, jer, na primjer mnozenje vektora negativnim brojem
daje vektor izvan skupa K (Slika 1.2). 2. z i y-ose su vektorski potprostori. Dalje, vidimo da
su sve prave koje prolaze kroz koordinatni pocetak takode potprostori. To su, uz dva trivijalna
potprostora ® i V2, jedini vektorski potprostori u V2.

Primjer 2. Razmotrimo neke potprostore prostora C|0, 1] neprekidnih funkcija na segmentu
0, 1]:

1. Lako je provjeriti da sve funkcije konstante na [0, 1] ¢ine potprostor.
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Slika 1.2: Prvi kvadrant K nije vektorski potprostor V2, jer postoji vektor koji je element K,
ali ¢iji suprotni vektor nije element K. Sa druge strane, prava W jeste potprostor, kao i sve
prave koje prolaze kroz koordinatni pocetak.

2. Podskup M, svih polinoma stepena manjeg ili jednakog n je takode potprostor prostora
1o, 1].

Primjer 3. 1. Na prostoru R" razmotrimo skup zadat sa

T
T2
S = {x € R"| : }
Tn—1
0
Provjerite da li je S vektorski potprostor u R™.
2. Razmotrimo skup M C R" zadat sa:
I
£2
M:{x: : x1:x2:4xn}.
Tp-1
Tn
Provjerite da li je M vektorski potprostor u R".
3. Na prostoru R" razmotrimo skup zadat sa
T
T2
B = {x € R"| : }
Tn—1
1

Provjeriti da li je skup B potprostor.

Svojstva.

1. Ako su W i W5 potprostori V' tada je i njihov presjek Wi N W, potprostor.

2. Ako su Wj i Wy potprostori tada je i njihova suma potprostor, tj. Wi+ Wy = {331 + xo|xy €
Wi, ze € Wg} je potprostor.



1.3 Linearni omotaé¢ skupa 5

3. Primijetimo da unija dva potprostora nije potprostor, primjerom mogu sluziti z i y ose u
V2.

1.3 Linearni omotac¢ skupa

Definicija 1.3. Neka je dat skup vektora {1, xa,...,x,} €V i neka su oy, o, ..., oy, proizvoljni
skalart 1z polja P

n
ZO@'% =] + Qs + ... + T, €V (1.1)
i=1
Izraz (1.1) naziva se linearnom kombinacijom vektora {xq,xs, ..., T, }.

Definicija 1.4. Neka je S podskup vektorskog prostora V. Linearnim omotacem skupa S naziva
se skup svih moguéih linearnih kombinacija vektora {x1,xo,...,x,} € S, tj.:

{11 + o + ... + apx,|  gdje  aq,an, ..., € P, n— konacan cijeli broj}.

Oznaka: Linearni omota¢ skupa S ozna¢avamo sa L£(S), Lin(S) ili span(S).
Ako je S = {xy,...,2,} konac¢an skup vektora, tada ¢emo njihov linearni omota¢ oznacavati
sa L{x1,x9,...,x,}, Lin{xy, xo, ..., x,} ili span{zi,zq, ..., x,}.

1
0
Primjer 1. Posmatrajmo vektorski prostor R™ i dva vektora tog prostora, z; = 01 i
0
0
0
o= | —3 |. Linearna kombinacija ovih vektora zadata je sa:
0
(0%} 0 (675}
0 0 0
Q1T + Qg = 0 + _3012 = —3012
0 0 0
21
0
23
Linearni omota¢ skupa {z1, 72} je Lin{zy, 22} = | |
0
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-1
0
0
Na primjer, vektor 0 pripada linearnom omotacu vektora x; i xs, za konkretne vrijed-
0
nosti oy = —11ay =0.
1
0
0
S druge strane, vektor | _; | ne pripada linearnom omotacu skupa {r1, 72} (ne moze se
0

predstaviti kao linearna kombinacija ova dva vektora).

Primjer 2. Razmotrimo skup {a, b, ¢} u vektorskom prostoru V? (vidi Sliku 1.3). Vidimo
da vektor b pripada linearnom omotacu skupa {@}, a samim tim i linearnom omotac¢u skupa
{a,c}. Takode, vektor @ pripada linearnom omotacu skupa {g}, a samim tim i linearnom
omotacu skupa {g, c}. Ali, vektor ¢ ne pripada linearnom omotacu skupa {@, l;}

V2

ol

sl

Slika 1.3

Tvrdenje 1.1. Linearni omotac skupa je vektorski potprostor u V.

Dokaz:

Iz Teoreme 1.1 znamo da je dovoljno provjeriti dva svojstva.

Razmotrimo konacan skup S = {x1,...,z,}. Neka su ¢,y € Lin{zy,xs,...,2,}. Tada
y =" ar iy =" e, Tadajey +y" =30 (o + )z, $to znadi da je y' + " €
Lin{xy, za, ..., 2.}

Neka je vy € Lin{zy,z2,....,2,}, tj. ¢ = > o;x;. Neka je [ element iz polja, tada je
By =1, Ba;x;, Sto predstavlja linearnu kombinaciju vektora {1, xs, .., z, } sa koeficijentima
Bau, Bag, .., Bag, tj. By’ € Lin{xy,xs,..,x,}.

Zaklju¢ujemo da je Lin{w,xs, .., z,} vektorski potprostor.

Tvrdenje 1.2. Ako S C W, gdje je W potprostor V, tada je Lin(S) C W.
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Dokaz:

Neka je y € Lin(S), tada y = > .| auay, gdje su {z1,...,x,} € S = {x1,...,2,} T W. Posto
je W potprostor, to i linearna kombinacija vektora {x1,...,z,} takode lezi u W, dakle y € W.
Dokazali smo da za proizvoljan vektor y € Lin(S) vazi y € W. Odavde slijedi Lin(S) C W.
Zakljucak. Iz prethodnog mozemo izvesti jednostavan zakljucak da je linearni omota¢ skupa
najmanji vektorski potprostor koji sadrzi taj skup.

1.4 Linearna zavisnost 1 nezavisnost vektora

U ovoj sekciji ¢éemo uvesti kljuéne pojmove linearne zavisnosti i nezavisnosti vektora.

Neka su x1, 2, ..., 2z, vektori u vektorskom prostoru V. Razmotrimo linearnu kombinaciju
a1+ - -+ apx, sistema vektora {1, ..., x,} € V. Govori¢emo da je ova linearna kombinacija
trivijalna, ako oy = g = - -+ = v, = 0 i netrivijalna, ako 3i = 1,n, tako da o; # 0.

Definicija 1.5. Sistem vektora x1,xs,...,x, se naziva linearno nezavisnim ako iz jednakosti:

11 + s + -+ T, =0

slijedi da je oy = g = -+ =, = 0.
Definicija 1.6. Sistem vektora xi,xo,...,x, se naziva linearno zavisnim, ako postoje koefici-

jenti aq, ..., € P, pri ¢cemu oy #0, i€ {1,2,....n}, tako da
a1xy + agxe + - - + o, = 0.

Drugim rijecima, sistem vektora se naziva linearno zavisnim, ako postoji njihova netrivijalna
linearna kombinacija koja daje nula vektor.

Primjeri.

1. Sistem od dva vektora u geometrijskoj ravni V2 je linearno zavisan ako i samo ako su oni
kolinearni.

Sistem od tri vektora u V2 je uvijek linearno zavisan.

2. U trodimenzionalnom geometrijskom prostoru V2 tri vektora su linearno zavisni ako i samo
ako su komplanarni (leze u istoj ravni).

Sistem od ¢etiri vektora u V? je uvijek linearno zavisan.

Dakle, pojam linearne zavisnosti u geometrijskoj ravni ili prostoru ima jasnu geometrijsku
interpretaciju.

Na Slici 1.4 vidimo da je sistem vektora { @, ?} linearno zavisan, dok je sistem { @, ¢ } linearno
nezavisan.

Primjer. U R3 posmatramo sistem od dva vektora:

1 0
Ty = 1 , Lo = 0

0 3
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|
=

gl

Slika 1.4

Da bismo provjerili linearnu nezavisnost ovog sistema, izjednac¢i¢emo njihovu linearnu kombi-
naciju sa nulom:

1 0 0
1T + ey = Q1 1 —+ Qo 0 = 0
0 3 0
Izjednacavajuéi koordinate dobijamo sistem linearnih jednacina:
] = 0
o = 0
3&2 = 0.

Odavde je lako zaklju¢iti da oy = ay = 0 i, saglasno definiciji, sistem {z;,x2} je linearno
nezavisan.
Sada razmotrimo sistem {x1, zo, x3}, gdje je:

-3
T3 = —3

3
Da bismo ispitali linearnu zavisnost ovih vektora, posmatramo njihovu linearnu kombinaciju:
Q1T + Qo + 3Ty = 0.
Dobijamo sistem linearnih jednacina:

051—3053:0
041—3043:0
3as + 3az = 0.

Ovaj sistem ima beskonadno mnogo rjeSenja, a jedno od mogucih je (aq, as,a3) = (3,—1,1).
Zakljuc¢ujemo da postoji netrivijalna linearna kombinacija vektora xy, xo, x3 koja rezultira nula
vektorom. Saglasno definiciji, ovaj sistem vektora je linearno zavisan.

Vidjeli smo da provjera linearne zavisnosti i nezavisnosti u prostoru R” dovodi do neophodnosti
rjeSavanja sistema linearnih jednacina. U tre¢em poglavlju ¢emo detaljno prouciti teoriju i
metode rjeSavanja sistema linearnih jednacina.

Sada ¢emo dokazati nekoliko teorema o linearnoj zavisnosti i nezavisnosti vektora.
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Teorema 1.2. Sistem vektora {xy,xs,...,x,} je linearno zavisan ako i samo ako se jedan
vektor moZe predstavitt kao linearna kombinacija ostalih.

Dokaz

Neka su vektori x1, xs, ..., x, linearno zavisni, tada ayx1 + asxs+- - - + @, x,, = 0 i uz to postoji

bar jedno «a; # 0. Tada je:
Qil; = =T — Qe — =+ — O1Ti—1 — X1Ti41 — * = Onp.

Ako podijelimo jednacinu sa «; # 0 dobijamo:
oy Qp

o @
T; = (_;)x1+(—a—?)x2+-~~+(— » )1+ (— afl)xz’+1—|—-..+(—5)x"‘

Q1

Dakle, z; je linearna kombinacija ostalih vektora.
Sada dokazimo tvrdenje i u drugom smjeru. Ne umanjujuci opstost, uzmimo da se vektor xz,
moze predstaviti kao linearna kombinacija ostalih, tj:

Ty = Q11 + Qoly + -+ U 1Tp_1 = 01T + o+ -+ + Ay 1Tp1 — Ty, = 0. (1.2)

U (1.2) koeficijent uz x,, je —1 # 0, samim tim radi se o netrivijalnoj linearnoj kombinaciji, §to

znadi da je skup vektora {zy,xs,...,2,} linearno zavisan.

Teorema 1.3. Sistem vektora {xi,xs,...,z,} 12V je linearno zavisan ako it samo ako u V
Y ) ) n

postoji vektor koji mozZe biti predstavijen kao linearna kombinacija vektora xq, xo, ..., T, na bar

dva razlicita nacina.

Dokaz

Neka su xy, o, ..., x, linearno zavisni. Tada ayxy + axs + -+ + @, = 0, pri ¢emi Ja; F# 0.

S druge strane, imamo i drugo razlaganje nula vektora 0 -z1 +0-x9 +---4+0-x, = 0. Dakle,

napisali smo nula vektor kao linearnu kombinaciju vektora x4, ..., x, na dva razli¢ita nacina.

Dokazimo tvrdenje i u drugom smjeru. Neka je y € V' vektor koji ima dva razlaganja, tj:
Y =171 + QT+ -+ + QpTp, Yy = L1271 + PBoo + -+ + Buy,
pri ¢emu 3¢ : «; # [;. Oduzmimo drugu jednacinu od prve:
0 = (a1 — Bi)rr + (a2 — Bo)aa + -+ - + (a0, — B) Tn-

Posto je bar jedna od razlika «; — 8; # 0, ovo je netrivijalna linearna kombinacija, pa su prema
definiciji vektori xq, xs, ..., z, linearno zavisni.

Teorema 1.4. Neka je {x1, 22, ...,x,} linearno zavisan sistem vektora i neka su Ty 1, Tpia, ..., Ty
prozivoljni vektori u V. Tada je sistem vektora {x1,a, ..., Tp, Tpi1, Tpia, ..., Tn} linearno za-
VISGTN.

Dokaz

Kako su vektori z1,zs,...,x, linearno zavisni, tada c;z; + ez + - -+ + a,x, = 0, pri Cemu

postoji bar jedno «; # 0. Tada je
Ty + oty + -+ apr, +0-2p 02y 0+ - +0-2, =0

netrivijalna linearna kombinacija jer 3i € {1,2,...,p}, takvo daa; # 0. Slijedi da je sistem
vektora xz1,...,x, linearno zavisan.
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Posljedica 1.1. Neka je sistem vektora S = {x1,...,x,} linearno nezavisan i neka je Q C S.
Tada je skup Q takode linearno nezavisan.

Dokaz ove posljedice je jednostavan, pa ga ostavljamo za vjezbu.

Teorema 1.5. Neka je S linearno nezavisan skup vektora izV,u €V iu ¢ S. Tada je SU{u}
linearno zavisan ako i samo ako uw € Lin(S).

Dokaz
Neka je S = {1, 22, ...,2,} skup linearno nezavisnih vektora i SU {u} linearno zavisan. Tada:

a1+ -+ T, +apu =0 (1.3)

pri ¢emu Ji € {1,2,...,p+ 1}, takav da a; # 0.

Ako pretpostavimo da je a,i; = 0 tada 3i € {1,2,...,p} tako da a; # 0, dakle linearna
kombinacija ayx; + - - - + oz, = 0 je netrivijalna. To znaci da je skup vektora {z1,2z2,...,2,}
linearno zavisan, $to je kontradikcija sa pretpostavkom Teoreme. Zakljucujemo da je a1 # 0.
Tada iz (1.3) imamo:

(05} «
u= (oot (),
Qp+1 Qp+1
Sto znadi da je u € Lin{xy, xq,...,x,} = Lin(S).
Neka je sada u € Lin(S). Tada je u = aqxy + -+ + aprp, = aqxy + -+ + apz, —u = 0. Jasno
je da su vektori {xy, zo,...,x,, u} linerano zavisni jer je koeficijent uz u u navedenoj linearnoj

kombinaciji —1 # 0. Dakle, S U {u} je linearno zavisan sistem vektora.

Primjena. (preuzeto iz Insel i ostali: Linear algebra. Fourth edition.)

U ¢lanku B. K. Watt i A. L. Merrill, objavljenom u Agriculture Hand-book, N. 8, Washington,
D.C., 1963. data je sljede¢a tabela sadrzaja pet osnovnih vitamina (vitamina A, By, By, C' i
niacina) u nekim prehrambenim namirnicama:

namirnica A B By | niacin | C
Jabukov maslac 0 [0.01)0.02] 0.2 2
svjeze jabuke 90 | 0.03]0.02| 0.1 4
coko slatkis sa kokosom 0 [0.020.07] 0.2 0
meso iz §koljki 100 | 0.1 [0.18| 1.3 |10
kolac¢ od vafli 0 [0.050.06| 0.3 0

kasa sa zitaricama 0 ]0.010.01 0.1 0
marmelada 10 | 0.01 | 0.03| 0.2 2

pita od kokosa sa prelivom | 0 | 0.02 [ 0.02 | 04 0
sirovi crni pirinac 0 1034 0.05| 4.7 0
soja sos 0 0.2 |0.256 0.4 0

kuvane Spagete 0 [0.010.01| 03 0
sirovi divlji pirinac¢ 0 1081063 | 6.2 0

U tabeli su ukazane koli¢ine vitamina koje se nalaze u 100 grama svake od namirnica.
Sada sadrzaj vitamina u 100 grama namirnice mozemo posmatrati kao vektor u R%. Tada,
na primjer, mozemo uociti da se vektor sirovog divljeg pirin¢a moze predstaviti kao linearna
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kombinacija vektora kolac¢a od vafli, pite od kokosa, sirovog crnog pirinca i soja sosa:

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.05 0.02 0.34 0.20 0.81
006 [+ 002 |+ 005 | +2| 025 | =] 0.63
0.30 0.40 4.70 0.40 6.20
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Ovo nas dovodi do zakljuc¢ka da 100 grama kolaca od vafli, 100 grama kokosove pite sa prelivom,
100 grama sirovog crnog pirinc¢a i 200 grama soja sosa zajedno sadrze istu koli¢inu pet osnovnih
vitamina kao 100 grama sirovog divljeg pirinca.

Za vjezbu pokazite da je vektor mesa iz Skoljki linearna kombinacija jabukovog maslaca, svjezih
jabuka, ¢okoladnog slatkisa sa kokosom, kaSe, marmelade i kuvanih Spageta.

1.5 Baza i dimenzija vektorskog prostora

Definicija 1.7. Govoricemo da sistem vektora {xi,zs,...,x,} generise vektorski prostor V
ako je Lin{zy,xq,...,x,} = V.

Definicija 1.8. Sistem vektora {1, o, ..., x,} se naziva bazom vektorskog prostora V', ako je:
1. {xy,z9,...,x,} sistem linearno nezavisnih vektora;
2. {x1,29,...,2,} generige prostor V.

Teorema 1.6. Neka je V vektorski prostor i S = {x1,z9,...,2,} C V. S je baza vV ako
i samo ako se svaki vektor w € V. moZe predstaviti kao linearna kombinacija vektora iz S na
jedinstven nacin.

Dokaz
Neka je S baza. Tada Lin(S) = V. Ovo znadi da se svaki vektor v € V' moze predstaviti kao
linearna kombinacija vektora iz S:

U= 0qT] + oy + - + T, (1.4)

Pretpostavimo da se u moze predstaviti kao linearna kombinacija vektora iz S na jos jedan
nacin, tj:

u = 11 + By + -+ + Bnn, (1.5)
pri ¢emu 3i € {1,2,...,n} tako da je a; # f5;. Oduzmimo (1.5) od (1.4):

0= (a1 —fBi)zr + -+ (g = Bi)wg + - + (o — Bn)Tn.

Kako je a; # i to je a; — B; # 0, §to znadi da je sistem vektora S = {x1,xs,...,2,} linearno
zavisan, tj. S nije baza u V.

Dokazimo tvrdenje i u drugom smjeru. Neka se svaki vektor u € V moze predstaviti kao
linearna kombinacija vektora iz S = {xy,...,z,}. Ovo znaéi da Lin{zy,...,z,} = V, tj.
S = {x1,...,x,} generie prostor V. Vektor ® € V, pa se on moze predstaviti kao linearna
kombinacija vektora iz S: 0 = 121 + oy + -+ - + @1, za jedinstvene ay,i € {1,2,...,n}.
Ocigledno a1 = ag = -+ = a,, = 0, a to znadi da su vektori {x1, 2, ..., x,} linearno nezavisni.
Zaklju¢ujemo da je S = {xy,x9,...,2,} bazau V.
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Definicija 1.9. Neka je {x1,x9,...,2,} baza uV, u € V. Linearna kombinacija
U= Q1T + Qoo + -+ + apxy

se naziva razlaganjem vektora u po bazi {x1, 29, ..., Ty}
Skalari ay, ag, .. ., oy se nazivaju koordinatama vektora u u bazi {x1,x9,...,x,}.

Sada mozemo preformulisati Teoremu 1.6 na sljedeéi nacin:
Razlaganje vektora po bazi je jedinstveno.

Teorema 1.7. Neka je V generisan nekim konacnim skupom vektora S = {x1,za,...,2,}.
Tada 3Q) C S takav da je Q baza v V. Znaci, V ima konacnu bazu.

Dokaz
Iz skupa S = {x1,...,2,} izdvojimo maksimalan podskup linearno nezavisnih vektora, tj.
podskup @ = {x1,...,z,},m < p, takav da je @ linearno nezavisan i za bilo koji vektor u € S,

skup @ U {u} je linearno zavisan. Nije tesko zaklju¢iti da ovakav podskup @ postoji.
Zbog jednostavnosti oznaka pretpostavimo da skup @ sadrzi prvih m vektora skupa S i pred-

stavimo Skao S = {z1, ..., Tn}U{zmi1, ..., 2, }. Popretpostavci x4 € Lin{xy, ..., 20}, ..., 2 €
Lin{xy,...,z,}, $to znadi da:
T =iz +abrg + -+l x,, zaVi € {m+1,m+2,...,p}. (1.6)

Neka je u € V proizvoljan vektor. Kako S generiSe ¢itav prostor V', to se u moze predstaviti
kao linearna kombinacija vektora iz S:

u= 21+ + B + Bnp1Tmgr + -+ Bpdp.
U posljednju jednakost uvrstimo (1.6), dobijamo:
u=Bix1+ 4 Bnm + Bl ar + 4 B @, 4+ Bpdlmy + -+ Bl Ty,
tj.:
u= (B + Bl 4+ + By + -+ (B + B a4 Bpal) ),

Ako uvedemo oznake 71 = By + Bus1 0 4+ Byal, L Y = B+ B a4+ Byt
imamo:

U =T+ F Ym = u € Lin{xy, xo,..., 25} = Lin(Q).

Kako je vektor u bio izabran proizvoljno, ovo znaci da je Lin(Q) = V.
Dakle, sistem vektora @ je linearno nezavisan i Lin(Q)) = V. Po definiciji @ je baza u V.

Teorema 1.8. Neka je V' wvektorski prostor koji je generisan skupom K od n vektora i neka je
L CV skup od m linearno nezavisnih vektora. Tada je m < n + dH C K koji sadrzi n — m
vektora, tako da L U H generise V.
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Dokaz

Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po m.

1. Baza indukcije: Neka je m = 0. Tada je L prazan skup, L = © = H = K, pa je jasno da
L U H generiSe citav prostor V.

2. Korak indukcije: Pretpostavimo da teorema vazi za neko m > 0. Treba je dokazati za m + 1
vektora u L.

Neka je L = {v1,v9,...,Ums1} € V skup od m + 1 linearno nezavisnih vektora. Tada je
po Posljedici 1.1 skup {vy,...v,} takode linearno nezavisan. Po induktivnoj pretpostavci
m < n i postoji podskup skupa K od n —m vektora {uy,...,u, n}, tako da {vy,...,v,} U

{uy,...,Up_m} generiSe prostor V. lzrazimo vektor v,,,; kao linearnu kombinaciju vektora
{v1, .0 U, UL, o U
Uil = 0101 + -+ + QU + Brtg + -+ 4 BrmUn—m- (1.7)

Primijetimo da je n —m > 0. Zaista, kada bi n = m, imali bismo:
Uma1 = Q101 + -+ - + QU

a to bi znadilo da je skup {vy,vs,...,vne1} linearno zavisan, §to je kontradikcija sa pretpost-
vakom da je skup L linearno nezavisan. Dakle, m < n. Na isti nacin zaklju¢ujemo da postoji
Bi # 0. Zbog jednostavnosti oznaka pretpostavimo da je to ;. Podijelimo jednakost (1.7) sa

B

- alv Cva ﬂ?u ﬁnfmu + 11)
e e . 7 B Ut
b B B B "
Oznac¢imo H = {ug,us, ..., U, m}. Iz gornje jednakosti vidimo da w; € Lin(L U H) i znadi
{v1,V9, ..., Uy UL, Uy« o U} C© Lin(L U H). PoSto ovaj sistem generise V', to znadi da i

L U H generige V. Kako H sadrzi n —m — 1 vektor, to je Teorema tacna i za m + 1.
Saglasno principu indukcije, Teorema je dokazana.

Prethodna Teorema je zahtijevala nesto tezi dokaz, ali sada zahvaljujuc¢i njoj mozemo relativno
jednostavno izvesti vazne zakljucke o bazi vektorskog prostora.

Posljedica 1.2. Neka V' ima konacnu bazu od n vektora. Tada svaka baza vV ima n vektora.

Dokaz

Neka je @ = {v1,v2,...,v,} baza u vektorskom prostoru V' i neka je R druga baza u istom
prostoru. Znamo da () generise prostor V. Na osnovu Teoreme 1.8,imamo da R sadrzi m <n
vektora.

Ako sada u dokazu zamijenimo uloge () i R na isti na¢in mozemo dokazati da n < m. Zakljuc¢u-
jemo da je m = n, tj. @ i R sadrze jednak broj vektora.

Upravo dokazana Posljedica nam omogucava da uvedemo jo$ jedan vazan pojam Linearne
algebre.

Definicija 1.10. Vektorski prostor V se naziva konacnodimenzionalnim ako ima bazu od kon-
acnog broja vektora. Broj vektora u bazi vektorskog prostora se naziva dimenzijom tog prostora.
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Oznaka: Dimenzija vektorskog prostora V' se oznacava sa dimV .

Vektorski prostor koji nema bazu od kona¢nog broja vektora se naziva beskonacnodimenzion-
alnim.

Primjer 1. Razmotrimo geometrijsku ravan V2. Vektori €] i € su linearno nezavisni. Uz
to, svaki vektor se moze predstaviti kao linearna kombinacija ova dva vektora, drugim rije¢ima
Lin{eéy, é3} = V2. ZakljuCujemo da je ovo baza u V2. Dakle, VV? je dvodimenzionalan prostor.
Svaki vektor u V2 se moZe na jedinstven nacin predstaviti kao linearna kombinacija ova dva
vektora. Koeficijenti razlaganja po ovoj bazi se nazivaju Dekartovim koordinatama vektora.
Naravno, ovo nije jedina baza u V2. Bilo koji sistem od dva linearno nezavisna vektora je
takode baza u V2. Na Slici 1.5 vidimo da i sistem vektora {e7, €3 } i sistem {7, ?} ¢ine baze
prostora V2.

y V2
@
b &
el x
Slika 1.5
Dakle, dimV? = 2.
Primjer 2. Razmotrimo vektorski prostor
xy
o)
R”:{ . , [El,ZL‘Q,...,ZEnGR}
T
Lako je provjeriti da sljedeci sistem vektora:
1 0 0
{ 0 1 0 }
0 0 1

generiSe R™, uz to su linearno nezavisni. Za ovu bazu u R"™ ponekad kazemo da je standardna
baza. Bilo koji drugi sistem od n linearno nezavisnih vektora je takode baza u R". Dakle,
prostor R"™ je n-dimenzionalan, dimR".

Primjer 3. Na vektorskom prostoru C|0, 1] razmotrimo sistem vektora {1,¢,¢%, ...}. Ovo su
o¢igledno neprekidne funkcije na [0, 1], dakle pripadaju C[0, 1]. Primijetimo da je ovaj sistem
funkcija (vektora u C'[0, 1]) linearno nezavisan, a ima ih beskona¢no mnogo. Dakle, na prostoru
C'0, 1] ne postoji baza od kona¢nog broja vektora, ovaj prostor je beskona¢nodimenzionalan.
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Primjer 4. (preuzeto iz Shikin: Lineinie prostranstva i otobrazheniya)

Jedna mala oblast nauke, pod nazivom Kolorimetrija se bavi "mjerenjem" boja, primjenjujuci
Linearnu algebru. "Izmjeriti" boju X znaci naéi nacin na koji se ta boja moze dobiti mijeSanjem
tri osnovne boje. Pri tome se tri osnovne boje mogu izabrati na razli¢ite nac¢ine. Tipic¢an izbor
je: crvena, zelena, plava (red, green,blue - RGB). Recimo da se boja X dobija mijesajuci
koli¢ine «, 3,y crvene, zelene i plave boje respektivno:

X=aR+pG+~B, «a,B,7v>0.

U praksi, neke boje se mjere tako Sto se najprije njima doda izvjesna koli¢ina jedne ili dvije
od osnovnih boja, a zatim se ta nova boja dobije od preostalih (jedne ili dvije) osnovne boje.
Recimo, boji X se najprije dodaje crvena boja, a zatim se ta boja dobija mijeSanjem zelene i
plave. U tom sluc¢aju se boja X mjeri na sljedeé¢i nacin:

X+aR=pG++vB,= X =—-aR+BG+~yB, «,8,7>0.

Vidimo da Kolorimetrija na skupu boja fakticki uvodi strukturu vektorskog prostora, gdje op-
eracija sabiranja vektora predstavlja mijeSanje dvije boje, a mnozenje boje brojem je promjena
intenziteta boje. Tri osnovne boje su baza ovog prosora. Pri tome RGB nije jedini mogudéi
izbor za bazu. Recimo, moguce je umjesto zelene boje uzeti zutu i razlagati boje po bazi RYB.
Bilo koje tri boje koje su "linearno nezavisne" mogu biti izabrane kao osnovne, tj. kao baza
prostora boja. Zaklju¢ujemo da je prostor boja trodimenzionalan. S druge strane, sistem YGB
ne moze biti bazom ovog prostora, jer su te tri boje linearno zavisne.

Primjer 5. Oznacimo sa M,,, skup polinoma stepena < n sa standardnim operacijama sabi-
ranja i mnozenja polinoma brojem. Lako je provjeriti da M, sa ovim operacijama ima strukturu
vektorskog prostora nad poljem realnih brojeva. Elementi ovog prostora su oblika

f(t>:a0+a1t+a2t2+"-—i—ant”,ao,...,anER,

Standardna baza u prostoru M, je {1,¢,t%,...,t"}, dakle dimM, = n + 1.

Primjer 6. Vratimo se za momenat na Primjenu iz Sekcije 1.4. Sada mozemo reéi da, proucava-
judi sadrzaj osnovnih vitamina, mozemo uvesti 5-dimenzionalni vektorski prostor namirnica. Za
vjezbu nadi dvije razli¢ite baze u tom prostoru.

Primjedba. Linearna algebra se bavi proucavanjem konac¢nodimenzionalnih prostora i lin-
earnih preslikavanja u njima. PoSto smo vidjeli da prostor C]0,1] nema kona¢énu bazu, to
izuCavanje ovog prostora ne spada u predmet Linearne algebre. Zato u daljem izlaganju vise
ne¢emo pominjati ovaj prostor.

Nastavimo sa jo$ jednim vaznim tvrdenjem koje nam daje klju¢ne odgovore o strukturi vek-
torskog prostora.

Posljedica 1.3. Neka je V' wektorski prostor dimenzije n. Tada:

(I) Svaki skup koji generise V' sadrzi najmanje n vektora, pri tome skup koji generise V i sadrzi
tacno n vektora je baza u V.

(II) Svaki skup linearno nezavisnih vektora koji sadrzi n vektora je baza u V.

(111) Svaki skup linearno nezavisnih vektora u' V' moze biti dopunjen do baze u V.
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Dokaz

Sa @ = {vy,v9,...,v,} ozna¢imo bazu u V.

(I) Neka K generise V. Po Teoremi 1.7 3H C K koji je baza u V. Po Posljedici 1.2 skup
H sadrzi tacno n vektora. Kako je H C K, to K sadrzi > n vektora. Ako K sadrzi ta¢no n
vektora tada je H = K, tj. K je bazau V.

(IT) Neka je L skup koji sadrzi n linearno nezavisnih vektora. Po Teoremi 1.8 3H C @ koji
sadrzi n —n = 0 vektora, tako da L U H generise V', tj. L generiSe V. Zaklju¢ujemo da je L
baza u V.

(IIT) Ako je L skup od m linearno nezavisnih vektora to po Teoremi 1.8 postoji skup H C @
tako da LUH generiSe V', odakle slijedi da LUH sadrzi m+(n—m) = n vektora. Po dokazanom
tvrdenju (I) ove Posljedice, L U H je baza u V.

Zadatak. Posmatrajmo prostor R* i ¢etiri vektora iz tog prostora:

—_
~N O Ot O
=W W N

Ispitajmo da li su ovi vektori linearno nezavisni. Sastavimo njihovu linearnu kombinaciju i
izjednac¢imo je sa nula vektorom:

+ oy

N O Ot O
—= W W N
o O O O

Ovo nas dovodi do sistema linearnih jednacina:

a; +as+ 204 =0

—ag + dbag +3as =0
a1+ 3a4 =0

3op — 3aig + Tag + g = 0.

Rjesavajué¢i ovaj sistem, dobijamo samo trivijalno rjeSenje a; = as = ag = a4 = 0. Dakle,
vektori vy, v9, U3, v4 su linearno nezavisni. Posto su to 4 linearno nezavisna vektora u cetvorodi-
menzionalnom prostoru, to znaci da su oni baza u R*.

Teorema 1.9. Neka je W potprostor u prostoru V. Tada je dimW < dimV', a ako je dimW =
dimV tada je W =V.

Dokaz
Ozna¢imo n = dimV. Ako je W = {0}, tada je dimW = 0 < n. U suprotnom W sadrzi bar
jedan vektor x; # 0, koji je sam po sebi linearno nezavisan. Dopunimo x; do baze u W, t;j.
W = Lin{xy,xs,...,2,}. Ovaj skup vektora je linearno nezavisan u V', §to znaci da je m < n.
Imamo da je

dimW =m <n =dimV.
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Ako je dimW = n, to zna¢i da u W postoji baza od n vektora {x, s, ..., x,}, §to znadi da je
i{xy,z9,...,2,} baza u V. Zakljutujemo da je

W =V = Lin{zy,xq,...,2,}.
Posljedica 1.4. Ako je W potprostor u V', tada W sadrzi konacnu bazu koja moze biti dopun-
jena do baze u'V.

Dokaz
Dokaz slijedi po Teoremi 1.9 i Posljedici 1.3 (III).

T
Primjer 7. Posmatrajmo vektorski prostor R? = { To |, 21,290,273 € R}.
T3
T
Neka je W = { To | ,x1,20 € R} vektorski potprostor u R3. Lako vidimo da je dimW = 2,
0
dok je dimR? = 3.
1 1
Jasno je da vektor | —4 | pripada W, dok 0 ne pripada. Takode primijetimo da su
0 —1
vektori:
3 -3
5 |, 5
0 0

linearno nezavisni, pa ¢ine bazu u W. Takav sistem vektora moze se dopuniti do baze u V, s

tim $to se mora izabrati tre¢i vektor koji je sa navedena dva vektora linearno nezavisan. Taj
1

tre¢i vektor moze biti 0 ¢ W.
—1

1.6 Izomorfizam vektorskih prostora iste dimenzije

Neka su V' i V' vektorski prostori nad poljem P.

Definicija 1.11. Vektorski prostor V' naziva se izomorfnim vektorskom prostoru V- ako postoji
71— 17 preslikavange ¢ : V. — V' tako da Yu,v € V i Va € P vaZi:

1op(u+v) = ¢(u) + ¢(v)

2. plau) = ap(u).

Preslikavanje ¢ se naziva izomorfizmom.

Oznaka: V =V’ ¢ita se: "Prostori V' i V'’ su izomorfni".

Tvrdenje 1.3. p(0) =0, gdje su 0 i 0 nula vektori u prostorima V i V', respektivno.

Dokaz
Neka je v € V i neka je ¢ : V. — V' izomorfizam vektorskih prostora V' i V'. Tada:

#(0) = (0-v) =0 p(v) = 0.

Primjedba. Izomorfizam je relacija ekvivalencije.
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Teorema 1.10. Vektorski prostori V i V' su izomorfni ako i samo ako dimV = dimV"’.

Dokaz:
Neka je dimV = dimV’' = n i neka su By = {ej,eq,...,e,} 1 By = {€],¢},...,¢e,} baze u V i
V', respektivno. Izaberimo proizvoljni vektor v € V, tada se v razlaZze po bazi u svom prostoru:

n
v = E Q€.
i=1

Defini§imo preslikavanje ¢ na sljedeéi nacin: p(v) = v/, gdje je v/ = Y"1 | a;e}. Dakle, preslika-
vanje ¢ je definisano tako da se svaki vektor iz V slika u vektor sa istim koordinatama u V.
Preslikavanje ¢ je 71 — 17, jer je razlaganje po bazi jedinstveno.

Neka su dalje u,v € V, tj. u=>Y 1 e; iv=> " [ie;. Tada je:

n

plu+v) = SO(Z e + Z Bie) = o) (i + Bi)es) =

i=1

n

= Z(ai + B)el = Zaie; - Zﬁie’i =u +v = p(u) + o).
i—1 =1

=1

Slicno ¢emo pokazati da je ¢(av) = ap(v):

p(av) = o(a Z Bie;) = SO(Z afie;) = Z afe; = a Z Bie; = av’ = ap(v).
i=1 i=1 i=1 i=1

Dakle, dokazali smo da su prostori iste dimenzije izomorfni, tako $to smo konstruisali jedan
takav izomorfizam.

Neka je sada dimV = n > n’ = dimV’. Tada izomorfizam ¢ slika bazu B; u vektore
{p(e1),...,p(en)}, koji su linearno zavisni jer u V' baza po pretpostavci ima n’ < n vektora.
To znac¢i da 3i € {1,2,...,n}, tako da je o;; # 0 i da:

Z aip(e) =0
i=1
Posto je ¢ izomorfizam, imamo da:
go(z ae;) =0
i=1
Kako je ¢ 71 — 17 preslikavanje, to se samo jedan vektor iz V slika u nula vektor u V', a to je

nula vektor iz V. Slijedi:
Z o;e; = @,
i=1

i posto 3 € {1,2,...,n}, tako da je oy; # 0, to znadi da sistem vektora Bj nije baza, jer su
linearno zavisni. Ovo je kontradikcija koja pokazuje da n < n'.
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Na isti na¢in se pokazuje kontradikcija i za pretpostavku n < n’. Ovo dokazuje da prostori
razli¢itih dimenzija nisu izomorfni.

Zakljucak. Na kraju prvog Poglavlja podsjetimo da smo se upoznali sa kona¢nodimenzional-
nim vektorskim prostorima, njihovom strukturom i svojstvima. Rezultat o izomorfizmu vek-
torskih prostora nam omogucava da poistovjetimo dva vektorska prostora iste dimenzije. Uz
pomo¢ izomorfizma, sve rezultate o jednom prostoru mozemo lako prenijeti na drugi. To nam
otvara mogucnost da dalje skoro iskljuc¢ivo radimo sa prostorima R" i skoro zaboravimo na
geometrijske prostore, prostore boja, prostore prehrambenih namirnica i slicno. Tacke u ge-
ometrijskom prostoru, boje, namirnice, itd. mozemo poistovjetiti sa koordinatnim kolonama u
R™ gdje je lakSe vrSiti operacije sabiranja vektora i mnozenja brojem. Takode, operacije nad
vektorima u R™ je lako isprogramirati na rac¢unaru, i tako (koriste¢i izomorfizam) kreirati pro-
grame za operacije nad geometrijskim vektorima, za mjerenje boja ili sastavljanje optimalnog
rezima ishrane. Dakle, ubuduée ¢emo se baviti iskljuc¢ivo Linearnom algebrom, znajuéi da se
njeni rezultati mogu primijeniti na mnoge oblasti, uklju¢ujué¢i Analiticku geometriju, Kom-
pjutersku grafiku, Kolorimetriju ili Dijetologiju.



