Glava 1

Linearni operatori u
konac¢nodimenionalnim vektorskim
prostorima

U ovoj glavi ¢emo se upoznati sa preslikavanjima jednih vektorskih prostora u druge. Takva
preslikavanja ¢emo nazivati operatorima. Linearna algebra se bavi operatorima koji imaju
svojstvo linearnosti.

1.1 Definicija i osnovna svojstva

Neka su V' i W vektorski prostori nad poljem P.

Definicija 1.1.1. Preslikavanje o7 : V' — W se naziva linearnim operatorom ako ispunjava
sljedeca dva uslova:

(i) o (x+vy)=Adx+ Ay, Yo,y € V (aditivnost) i

(ii) o (ax) = oz, Vr € V i Va € P (homogenost).

Linearne operatore ¢emo uvijek oznacavati velikim latinskim pisanim slovima, recimo .7,
B, €, itd. Sa LIV — W) oznatavamo skup svih linearnih operatora koji preslikavaju prostor
V' u prostor W (kasnije ¢emo vidjeti da je rije¢ o vektorskom prostoru nad poljem P). Dakle,
oznaka o € L(V — W) znadi da je o/ linearan operator iz prostora V u prostor W.

Lema 1.1.2. o7 : V — W je linearan operator, ako i samo ako vazi
o (ax + Py) = adx+ oy, Vr,yeV i Va,p € P.
Dokaz. Ako je of linearan operator, tada za x,y € V i «, f € P imamo
o (ax + Py) = o (ax) + o (By) = el v + [ y.

Obrnuto, ako je ispunjeno svojstvo u formulaciji leme, tada mozemo postavitia=1i =1
kako bismo ustanovili aditivnost operatora, a potom o« = 1 i § = 0 ¢ime zaklju¢ujemo da vazi
i homogenost. [
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Lema 1.1.3. Neka je o € L(V — W). Tada vaZi &/0y = Oy (tj. of preslikava nula-vektor
prostora V' u nula-vektor prostora W) i o (—x) = —/x, Vx € V.

Dokaz. ITmajuéi u vidu svojstvo homogenosti, nalazimo 70y = </ (0-0y) = 0- 0y = Oy i
A (—x)=d((-1) -z)=(-1) o =—-A. O

Primjer 1.1.4. (i) Razmotrimo operator o/ : R" — R", &7z = 2z, Vo € R". Va7zi

g (r+y)=2x+y) =2x+2y=Adr+ Ay, Vr,yeR"

o (ax) =2(az) = a(22) = addz, Ve R"iVaecR.

Dakle, mozemo zakljuciti da je o/ linearni operator, tj. o/ € L(R" — R").
(i) Razmotrimo operator & koji preslikava prostor R? u R? zadat na sljedeci nacin:

@xz(%l), Vx—(i >€R2.

T 9 - 7 9 T+ Y )
Zax = ceRiy= ceRejex+y= 1 prema tome
(@) Y (y2> Jerty= (xzﬂn) b

<@@+w=(“gm)—( :) < ):9x+@y

Kako je ax = ( an ), Va € R, imamo
AT

@(ax)z(aoxl):a<xol):a<@x.

Ovim smo ustanovili da je & linearni operator.

Operator & se naziva operatorom projekcije.

(iii) Na prostoru geometrijskih vektora R? razmotrimo operator rotacije za ugao 3 suprotno
kazaljci na satu. Oznacimo ovaj operator sa Zz. Mozemo se neposredno provjeriti da je %z
linearni operator, tj. Zz € L(R* — R?).

(iv) Neka je M, vektorski prostor svih polinoma stepena < n sa koeficjentima iz polja R
i razmotrimo operator diferenciranja . Iz svojstava diferenciranja znamo da ovaj operator
preslikava, M,, u M,,_; i da pri tome vazi

Pp+q)=Pp+2q, Vp,qeM,

D(ap) =aPp, Vpe M, iVaeR.

Prema tome Z je linearni operator iz prostora M, u M, 1, tj. 2 € L(M,, — M,,_1).
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1.2 Jezgro i slika linearnog operatora

Jezgro operatora je skup svih vektora koji se slikaju u nula-vektor, dok je njegova slika skup
svih vektora u koje se neki vektor preslikava. Ova dva pojma ¢emo precizirati u definicijama
koje slijede.

Definicija 1.2.1. Jezgro linearnog operatora of € L(V — W) je skup
Kere ={ueV:du=0y}.
Definicija 1.2.2. Slika linearnog operatora «# € L(V — W) je skup
Imo ={weW:JueVdu=uw}.

Primjer 1.2.3. (i) Za operator rotacije u ravni za ugao 3 imamo Ker #Zz = {0} i Im %= = R

Y

V2

Rsd
a
€T
Slika 1.1: Operator rotacije za ugao 3
(ii) Razmotrimo operator projekcije 22 € L(R? — R?) zadat sa & ( il = xol ) Lako
2
je vidjeti da je Ker 2 = {x e R? : x = (IO )}ilm@z{xERzzx: (%1 )}
2
b
‘ Pa
Pb o r
a

Slika 1.2: Operator projekcije na z-osu.

(iii) Jezgro operatora ¥ € L (M, — M,_1) ¢ine svi polinomi konstante, dok su u njegovoj
slici svi polinomi stepena < n — 1. Dakle, Ker 2 = {const} i Im 2 = M,,_;.

Napomena 1.2.4. Ukoliko jezgro operatora sadrzi samo nula-vektor (kao, na primjer, u slu¢aju
operatora %g), govori¢emo da je jezgro operatora trivijalno.
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Teorema 1.2.5. (i) Jezgro linearnog operatora o/ € L(V — W) je vektorski potprostor u V.
(1) Slika linearnog operatora of € L(V — W) je vektorski potprostor u W.

Dokaz. (i) Neka su u,v € Ker.o/ proizvoljni vektori i & € P proizvoljna skalar. Tada je
Fu = v ="0. Prema tome je & (u+v) = Fu+7v = Oy +0y = Oy . Dakle, u+v € Ker o7
Takode je o7 (au) = ao/u = a - Oy = Oy. Dakle, imamo au € Ker .o/. Sada mozemo zakljuéiti
da je Ker .« zaista vektorski potprostor u V.

(ii) Pretpostavimo da su w, z € Im &7 proizvoljni vektori i @ € P proizvoljan skalar. Tada
postoje u,v € V tako da je Fu = wi /v = z, paimamo & (u+v) = Fu+./v = w+z. Dakle,
vektor u +v € V se slika u w + 2, tj. w+ 2z € Im&7. Primjenom svojstva homogenosti imamo
o (au) = ad/u = aw, pa se, dakle, vektor au slika u aw, tj. aw € Im 7. 1z prethodnog slijedi
da je Im .7 zaista vektorski potprostor u W. O]

Teorema 1.2.6. Neka je of € LIV — W) i neka je {uy,us,...,u,} baza u prostoru V. Tada

je
Im .o/ = Lin{ A uy, Auy,...,du,}.

Dokaz. Neka je w € Im .o/ proizvoljan vektor. Tada postoji v € V tako da je w = &/v. Ako je
v =", aju; razlaganje vektora v po bazi u V, tada imamo

J
w=dv=9 (Zajuj) = ajzgfuj.
=1 =1

Dakle, w € Lin{ouy, “us, ..., u,}, tj. Imo/ C Lin{efuy, Hus, ..., u,}.
Pokazimo sada obrnutu inkluziju. Neka je v € Lin{@/uy, Zu,, ..., u,}. Tada je

v = zn:ﬁj@/uj = (iajuj) € Im .o
j=1

j=1
Dakle, Lin{.@7uy, “us, ..., A u,} C Im o7 O
Primjer 1.2.7. (i) Razmotrimo operator projekcije 2 € £ (R?* — R?). U R? izaberimo bazu

{U1,U2}> gdje je
(1 . [ —4
Ul = 3 1 Uy = 9 .
1 . —4
@m:(O) 1 3”712:(0).

Prema prethodnoj teoremi je
Lin{ Puy, Pus} = oy ( (1) ) + o ( _04 ) ={recR*: z= ( JS )}:Imgz.

(ii) Za operator rotacije Zx € L(R* — R?) razmotrimo standardnu bazu {&), e} u R*.
Primijetimo da je

Tada imamo

e@g _)1 = gg 1 %552 - —51,
pa je ImZx = Lin{éy, —¢1} = R*.
(iii) Razmotrimo standardnu bazu {1,¢,¢% ... ,t"} u prostoru polinoma M,. Kako je 21 =

0, 9t =1, 2t>=2t,..., Pt" = nt"" !, imamo Im 2 = Lin{0, 1,2¢t,...,nt" '} = M,_,.
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Teorema 1.2.8. Neka je of € LIV — W) i {uy,ug,...,un} linearno zavisan sistem vektora
u prostoru V. Tada je { oA uy, A ug, ..., uy} linearno zavisan sistem u W.

Dokaz. Neka je aju; + asug + -+ - + Qupty, = Oy, pri ¢emu postoji o; # 0, 1 <7 < m. Ako na
posljednju jednakost djelujemo operatorom .o/, dobijamo

o (quy + alg + -+ - - + Q) = Uy + s us + -+ + QA U, = A0y = Oy .

Kako je rije¢ o netrivijalnoj linearnoj kombinaciji, mozemo zakljuciti da je sistem vektora
{duy, Aus,...,du,} linearno zavisan. ]

Ova teorema se moze preformulisati na slede¢i nacin.

Posljedica 1.2.9. Neka je o7 € L(V — W). Ako je {Auy, A us,...,du,} linearno nezavisan
sistem vektora u W, tada je {uy,us, ..., uy} takode linearno nezavisan sistem u V.

Teorema 1.2.10. Neka je {vi,va,...,v,} baza v V, a {wy,ws,...,w,} proizvoljan sistem
vektora uw W. Postoji jedinstven linearani operator o € L(V — W) tako da je o/v; = w;,
7=1n.

Dokaz. Neka je u € V proizvoljan vektor i u = Z?Zl a;v; razlaganje vektora u po bazi u V.
Definisimo operator &/ € L(V — W) na sljedeéi nadin:

n
du = E o W;.
Jj=1

Neposredno se moze provjeriti da je .o zaista linearni operator. Takode imamo

JZ{UJ'iﬂ(O'Ul—FO"Uz—F"'+1'Uj+"'+0'1)n)
:0.w1+0.w2+...+1.wj_|_...+0.wn:wj7 j:l’_n’

Da ustanovimo jedinstvenost, pretpostavimo da i za linearni operator Z € L(V — W) vazi
Pv; = wj, j = 1,n. Tzaberimo proizvoljan vektor u € V i neka je u = > ajv;. Tada imamo

PBu =B (i ozjvj) = i a; B = i aw; = A u.
j=1 j=1 j=1

Dakle, o/u = PBu, Vu € V, tj. o = AB. O

Definicija 1.2.11. Rangom linearnog operatora < nazivamo dimenziju njegove slike. Oznaka:
rank .o/

Definicija 1.2.12. Defektom linearnog operatora .« nazivamo dimenziju njegovog jezgra. Oz-
naka: defect .o/

Dakle,
rank./ =dimIm.«/ 1 defect. o/ = dim Ker .«7.

Lema 1.2.13. Neka je o7 € L(V — W). Tada je rank &7 < dim V.
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Dokaz. Neka je dimV = n i neka je {uj,us,...,u,} baza u prostoru V. Prema Teoremi 1.2.6
je Im .o/ = Lin{ouy, A uy, ..., u,}, paimamo

rank .o/ = dim Im & = dim Lin{ &/ uy, S ua, ..., A u,} < n.

Napomenimo da ukoliko je sistem vektora {</uy, us, . ..,/ u,} linearno nezavisan, ovdje vazi
znak jednakosti, a ukoliko je taj sistem linearno zavisan, tada je rank &/ < n. O

Teorema 1.2.14. Za svaki operator o/ € L(V — W) vaZi
rank .o/ + defect o7 = dim V.
Dokaz. Neka je dimV = n ineka je dim Ker &/ = k. Pokazac¢emo da je rank &/ = n—k. Izabe-

rimo bazu {uy, ug, . .., ux} u potprostoru Ker .o/ i dopunimo je do baze {u1, ..., ug, Ugs1, ..., Upn}
prostora V. Pokaza¢emo da je sistem vektora { o/ uy 1, & upya, ..., u,} bazazaIm o7. Zaista,
imamo

Im .o/ = Lin{ A uy, ..., S ug, A upy1,..., 9 u,}
= Lin{Ow, ..., 0w, Yupi1, ..., Au,} = Lin{ A ugsq, ..., du,},

Sto znadi da sistem vektora { & uj1, L ugio, ..., A u,} generise Im 7. Preostaje da se pokaze
da je taj sistem linearno nezavisan. Neka je api1.9/ U1+ Qo Upyo+- - -+ u, = Oy . Ova

ki1 ozju]) = Ow. Dakle, Y77, | aju; € Kero/,

Sto znaci da se ovaj vektor moze razloziti po bazi potprostora Ker.o#. Neka je >

jednakost se moze napisati u obliku &/ (Z

ka1 QU =
Z?Zl Bjuj. Odavde imamo 25:1 Bjuj + 30 i (—aj)u; = Oy, Medutim, sistem vektora
{uy, ... U, Uy, - -, up} je baza u V| pa slijedi da svi koeficijenti prethodne linearne kombi-
nacije moraju biti jednaki nuli. Posebno, imamo a; = 0 za sve j = k + 1,n. Dakle, pokazali
smo da je sistem vektora {&uj1, S ukio,..., A u,} linearno nezavisan i prema tome baza

potprostora Im.«/. Na osnovu prethodnog imamo dimIm.«Z =n — k, tj. rank” =n — k. 0O

1.3 Operacije sa linearnim operatorima

(i) Zbir operatora o/, % € L(V — W) je operator of + % : V — W koji djeluje na sledeéi
nacin:
(o + B)u=Fu+ Bu, YuelV.
Lako je ustanoviti da o +% € L(V — W). Dakle, imamo dobro definisanu operaciju na skupu
svih linearnih operatora £L(V — W).
(ii) Neka je &7 € L(V — W), i neka je o € P. Mnozenjem operator o/ skalarom o € P
dobijamo operator a.e? : V' — W koji dejstvuje na sljede¢i nadin:

(ol )u = a(Fu), YuelV.

Lako je provjeriti da ae? € L(V — W).
iii) Neka je & € L(V — W) i1 B € LIW — Z). Tada mozemo definisati operator
Bogof 'V — Z na sljedeéi nadin:

(Bod)u=RB(Fu), Yuel.
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Neposredno se moze provjeriti da je Zoo/ € L(V — Z). Operator o4/ nazivamo proizvodom
(ili superpozicijom) operatora </ i . Umjesto % o o/ Cesto ¢emo pisati B .

Teorema 1.3.1. Neka su V 1 W wvektorski prostori nad poljem P. Tada skup svih linearnih
operatora L(V — W) sa operacijama sabiranja i mnoZenja operatora skalarom éini vektorski
prostor nad poljem P.

Za dokaz je potrebno provjeriti aksiome vektorskog prostora. Napomenimo da je neutralni
element za sabiranje operatora nula-operator O € L(V — W), koji dejstvuje na na¢in: Ou =
Qw, YueV.

s

Primjer 1.3.2. Neka su Z, 2 € L(R?> — R?) operatori rotacije za ugao 5 1 projekcije na
x—osu. Tada je moguée razmotriti dva proizvoda: ZZ i %. Imamo Ker Z& = y — osa i

ImZY =y — osa. Za operator X je Ker X% = x — osa i Im PX = x — osa.

V2

<
<

(N}

<

A

z Pa t

Slika 1.3: Dejstvo operatora P Xro i Xrj2?.

Teorema 1.3.3. Neka su o7 € LIV — W) i B € LIW — Z) linearni operatori. Tada vaZi:
1. rank B/ < min{rank o7, rank B},
2. rank &/ = dim W = rank A</ = rank %;
3. rank # = dim W = rank Ao/ = rank &/

Dokaz. 1. Kako je InAe/ C Im A, imamo dimIm B/ < dimIm A, tj. rank B <
rank . Dokazimo sada da je rank A&/ < rank.o/. Neka je W/ = Im.o/ C W i razmotrimo
suzenje operatora % na potprostor W', tj. Z|w:. Primijetimo da je Im Z|y, = Im B, pa
imamo

rank B/ = dimIm B« = dimIm By < dim W' = dim Im &/ = rank .

2. Neka je rank.o/ = dimW. Tada je Imo/ = W i Imn B/ = Im B, pa je rank B/ =
rank Z.

3. Neka je rank # = dimW. Tada je defect = 0, a to znaci da je operator & jednoz-
nacan i prema tome preslikava linearno nezavisan sistem vektora u linearno nezavisan sistem
vektora. Neka je {uy,us,...,u,} baza prostora V. Odaberimo k = rank ./ vektora tako da
je {du;,, A, ..., v, } CW baza za Im.o/. Kako je slika ovog sistema linearno nezavisan
sistem { B w;,, B iy, . .., B u;, }, imamo rank B.o/ > k = rank .o/. Kako na osnovu prvog
dijela tvrdenja imamo obrnutu nejednakost, mozemo zakljuc¢it da vazi rank Ao/ = rank .o/. [

Primjer 1.3.4. Uz oznake iz prethodnog primjera imamo rank Z<% = 1, dok je rank & =1 i
X = 2.
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1.4 Obratni operator

U ovoj sekciji ¢emo razmatrati operatore koji preslikavaju vektorski prostor V' u sebe, dakle
razmatramo operatore koji pripadaju prostoru L(V — V).

Definicija 1.4.1. Operator .# € L(V — V), Lu = u, Yu € V se naziva jedini¢nim operatorom
ili operatorom identiteta na prostoru V.

Definicija 1.4.2. Operator &f € L(V — V') se naziva invertibilnim, ako postoji Z € L(V —
V) tako da je B = o/ BB = .¥. Tada se & naziva obratnim operatorom operatoru o7

Pokazaéemo jedinstvenost operatora & u gornjoj definiciji: ako je operator &7 invertibilan,
njegov obratni operator je jedinstven. Naime, pretpostavimo da je pored £ i operator € €
L(V — V) obratni za </. Tada je

B=IB=(CANB=C(AB)=CI =F.

Teorema 1.4.3. Neka je o7 € L(V — V). Sljedeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) o je invertibilan operator;
(2) < je obostrano jednoznacan operator;
(3) Ker o = {0}, tj. defect o/ =0;
(4) Ime/ =V, tj. rang. o/ = dim V.

Dokaz. (1) = (2): Pretpostavimo da je 7 invertibilni operator, tj. neka postoji linearni
operator A tako da je BA = Fd B = 9. Kako je 4 B = .7, za sve y € V postoji x € V tako
da je @/x = y; naime, trebamo odabrati x = Ay i tada imamo x = F By = Sy =y. Ako je
1 = o x9, tada je B 11 = B 19 = Fx1 = S50 = T1 = To. Dakle, operator &7 je zaista
obostrano jednoznacan.

(2) = (1): Pretpostavimo da je o € L(V — V') obostrano jednoznac¢no preslikavanje. Tada
postoji inverzno preslikavanje &/ ~! : W — V. Kako je tada &/ '/ = &/ /! = #, dovoljno
je jo§ pokazati da je o/ ~! linearan operator. Naime, zbog jedinstvenosti obratnog operatora,
tada mozemo zakljuciti da je o/ ~! obratni operator za . PokaZzimo sada linearnost za 27/ ~!.
Zaz,y € Via,B e Pimamo o (o 'x+ B 1Y) = ad o x + fd Iy = ax + By, pa je
o ax + By) = ad 1o+ B 1y.

(2) = (3): Ako je &7 obostarno jednoznac¢an, svaki vektor ima samo jednu obratnu sliku,
pa i vektor # € V. Ovo znaci da se samo nula-vektor slika u nula-vektor, tj. Ker o/ = {6}.

(3) < (4) jer je defect &7 + rang & = dim V.

(4) = (2): Neka je Im«Z = V. Tada je i Kero/ = {#}. Trebamo pokazati da je operator
</ obostrano jednoznac¢an. Zbog pretpostavke o slici operatora, dovoljno je pokazati jos da
dry = Are = 11 = x9. Naime, ako je &y = Fx9, tada imamo o (z; — x3) = 6, tj.
x1 — 29 € Kero/ = {0}, paje vy —xo =0 ili 1 = 5. O

Primjedba 1.4.4. Iz dokaza prethodne teoreme vidimo da je operator & € L(V — V)
invertibilan ako i samo ako je ./ izomorfizam vektorskog prostora V', pri ¢emu je obratan
operator za .2/ inverzno preslikavanje 7!

Definicija 1.4.5. Operator & € L(V — V) je singularan, ako je Kero/ # {0}. Ako je
Ker .o/ = {0}, za operator &/ kazemo da je regularan.
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GLAVA 1. LINEARNI OPERATORI 1.5. MATRICA LINEARNOG OPERATORA

Iz navedenog mozemo izvesti narednu posljedicu.

Posljedica 1.4.6. Neka je o € L(V — V).
o singularan < </ nije ivertibilan < <o/ nije uzajamno jednoznacan < rank o/ < dim V'
& defect &7 > 0.

Primjer 1.4.7. (i) Za operator Zz € L(R? — R?) rotacije geometrijske ravni za ugao I je
lako vidjeti da je %; =K-x.

(ii) Operator 22 € L(R?* — R?) projekcije vektora na x-osu nema obratni operator, jer nije
uzajamno jednoznacan.

(iii) Kako jezgro operatora ¥ € L(M, — M,) nije trivijalan potprostor, operator Z nije
invertibilan.

1.5 Matrica linearnog operatora

Neka je &7 € L(V — W) i neka je v = {vy,vs,...,v,} baza u V, a w = {w;, ws, ..., w,} baza
u W. Vektor «&/v; € W mozemo razloziti po bazi prostora W na jedinstven nacin, tj. imamo

m
Av; = E ajjw;, J=1,n.
i=1

Definicija 1.5.1. Matricom operatora o/ € L(V — W) u bazama v i w nazivamo matricu

11 19 e (05T
Qg1 Qg2 ... Qgp

A(v,w) = ] ] ] ] e pmxr,
Am1 Ao ... Oyp

[satknimo da su kolone matrice linearnog operatora &/ € L(V — W) koordinatne repreze-
ntacije vektora baze prostora V' u bazi prostora W i da je prema tome format matrice jednak
mxn=dmW x dimV.

Primjer 1.5.2. Neka je dat operator projekcije & € L(R? — R?) i izaberimo bazu v = {v1, vo}

u prostoru R?, gdje je v, = ( 1 > ivy = ( _24 )

Kako bismo nasli matricu operatora u ovoj bazi, potrebno je naci slike svih vektora iz baze:

o= (1), o ().

Dalje, potrebno je dobijene vektore razloziti po izabranoj bazi:
1 1 —4
@U1=(0)=@11(1)+O¢21< 9 >
1

o —4ag =1, app + 2001 = 0= agy = g, g1 = —6_

Odavde imamo:
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Dobijene koeficijente aq1, g1 mozemo upisati u prvu kolonu matrice.
Nastavimo sada sa slikom drugog vektora u bazi:

e () o1 o (3)

iy — 4oy = —4, apg + 200 = 0= g = — =, agy = .

3 3

Tada je:

Matrica operatora &2 u bazi v je
_(1/3 —4/3
P) = (—1/6 2/3 ) '
Sada nadimo matricu istog operatora u standardnoj bazi e = {ey, e2}, gdje je e; = ( (1) > i

ey = ( (1) ) Prije svega imamo

3261:((1)>:€1=1'61—|—0-62 i 962:(8):0-61—{—0-62,

pa mozemo zakljuciti da je matrica operatora u bazi e:

Pe) = ((1] 8) |

Primjer 1.5.3. Nadimo matricu operatora rotacije %)g € L(R?* — R?) u standardnoj bazi

e:{elz(é),egz(?)}uRQ.

Lako je vidjeti da je

Hzer=e3=0-e1+1-ea 1 Hreg=—e1=—1-e1+0-e3,

0 —1
m- ()

Primjer 1.5.4. Razmotrimo operator diferenciranja ¥ € L(M, — M,,), i izaberimo u prostoru
M, bazu v = {1,t,t* ... t"}. Imamo

pa imamo

P1=0=0-1+0-t+---+0-t"
Dt=1=1-140-t+--+0-t"

PP =2=0-14+2-t+0-t*4---+0-t"
Pt =3t"=0-14+0-t++3-*+---+0-t"

D" =nt" ' =0-14+0-t+---4+n-t""1+0-t"
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GLAVA 1. LINEARNI OPERATORI 1.5. MATRICA LINEARNOG OPERATORA

Uvrstavajuéi dobijene koeficijente razlaganja redom u kolone, dobi¢emo matricu operatora &
u izabranoj bazi

010 0 ... 0
002 0 ... 0
000 3 ... 0
l)(v) = . . . . .
000 0 . n
000 0O ... 0

Napomenimo da je matrica D(v) formata (n+ 1) x (n 4+ 1).
Odredimo sada matricu istog operatora u drugoj bazi w = {1, ¢, 2—2!, 3—3;, ey ;—T:} Nadimo slike
vektora baze i njihova razlaganja:

n

P1=0=0-140-t++0-—

n
t’n
9t:1:1~1+0.t+...+0._"
n:
t2 t2 n
95:t:0.1+1.t+0.5+...+0.m;
t3 t2 t2 n
P9—=—=0-14+0-t+1-—+---+0- —:
372 LTI
9 =__ __ =-0-1+0-t+---+1 —" 10—,
2l (1) POt Ty T

Uvrstimo u kolone i dobijemo matricu u novoj bazi:

010 0 ... 0
001 0 ...0
000 1 ...0
[)(IU) = . . . .
000 0 " 1
000 O

Sada smo nasli na¢in da linearne operatore zapiSemo uz pomo¢ matrica. Ovo je vazno,
budué¢i da matrice mozemo jednostavno zapisati i da imamo prilicno znanja o njima. Ipak,
vidimo da situacija nije tako jednostavna, buduc¢i da matrica operatora zavisi od izbora baze.
Kako smo vidjeli na primjeru operatora projekcije, u razlicitim bazama njegove matrice iz-
gledaju potpuno razli¢ito.

Podsjetimo da prema dogovoru operatore oznac¢avamo velikim latinskim pisanim slovima.
Njihove matrice ¢emo oznacavati odgovaraju¢im velikim Stampanim slovima. Pri tome u
zagradama ¢emo pisati oznaku za bazu, kako bi bilo jasno da je matrica upravo u toj bazi.
Recimo, ako je & operator diferenciranja, sa D(v) ¢emo oznaavati matricu tog operatora u
bazi v. Naglasimo da ¢emo oznaku za bazu izostavljati kada je jasno u kojoj bazi radimo.

11
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Nakon $to smo zakljucili da matrica operatora zavisi od izbora baze, vidje¢emo da matrica
operatora ipak zadrzava neke osobine tog operatora, bez obzira na izbor baze. Recimo, mogli
smo primijetiti da u gore navedenim primjerima matrice istog operatora uvijek imaju isti rang
i da je taj rang jednak rangu operatora. Naprimjer, obije matrice operatora projekcije imaju
rang 1, matrica operatora rotacije je ranga 2, dok su obije matrice operatora diferenciranja
ranga n. To nas navodi da formuliSemo sljedece tvrdenje.

Teorema 1.5.5. Rang matrice A(v,w) operatora </ ne zavisi od izbora baza v i w i jednak je
rangu operatora <f .

Dokaz. Saglasno definiciji rank @/ = dim Im o7, a po Teoremi 1.2.6 je
Im .o/ = Lin{ vy, vy, ..., v},

pa je dakle rank o = dim Lin{ /vy, & vs, ..., o7 v,}. Po definiciji matrice linearnog operatora
Av,w) = (v (w)Fva(w) ... v, (w)), gdje je v;(w), j =1,n, vektor koordinata za «7v; u
bazi w. Kako je rank A(v,w) broj linearno nezavisnih kolona, tj. broj linearno nezavisnih vek-
tora u sistemu { /vy, v, ..., v,}, imamo rank A(v, w) = dim Lin{ vy, Fvy, ..., Hv,} =
rank 7. O

Lema 1.5.6. Neka su v i w baze u prostorima Vi W, redom i o/, B € LV — W). Matrica
operatora o/ + AB je A(v,w) + B(v,w), a matrica operatora aef je aA(v,w).

Dokaz. Neka je v ={v1,vs,...,v,} bazau V, a w = {wy,ws,...,w,} bazau W i
m m
%Uj = E aijwi, ,%’vj = E Bijwi, j = 1,n.
i1 i=1

Tada je

(:Qf + %)Uj = Z(Ozij + ﬁij)wi, (Oé%)l}j = Z(aaij)wi, j = 1,_71
i=1 =1
Kako je matrica operatora jedinstvena, mozemo zakljuciti da je matrica operatora &/ + % u
izabranim bazama jednaka zbiru matrica A(v,w) + B(v,w), a da je matrica operatora .o/
jednaka aA(v, w). O

Teorema 1.5.7. Dimenzija vektorskog prostora L(V — W) je dim W x dim V.

Dokaz. Odaberimo baze v i w u prostorima V i W, redom. Tada svakom operatoru &/ €
L(V — W) odgovara ta¢no jedna matrica A(v, w) formata dim W x dim V. Operacije sabiranja
operatora i mnozenja operatora brojem odgovaraju operacijama sabiranja matrica i mnozenja
matrica brojem. Dakle, vektorski prostor svih linearnih operatora £(V — W) je izomorfan
prostoru matrica formata dim W x dim V. Kako izomorfni vektorski prostori imaju iste dimen-
zije, slijedi da je dimenzija vektorskog £L(V — W) jednaka dim W - dim V. O

Teorema 1.5.8. Neka su V., W i Z wvektorski prostori nad poljem P i v, w i z baze u tim
prostorima. Neka su o/ € LV — W) i B € LW — Z) i A(v,w) i B(w, z) matrice operatora
u izabranim bazama. Matrica superpozicije operatora Bof € LIV — Z) je proizvod matrica
B(w, z)A(v, w).

12



GLAVA 1. LINEARNI OPERATORI 1.6. TRANSFORMACIJA MATRICE

Dokaz. Neka je v = {vy,vq9,...,0,} baza u V, w = {wy,ws,...,wy,} baza u W i z =
{21, z9,..., 2} baza u prostoru Z. Neka su
a1 Qr2 ... Oqp Bu Pz .. Pu
A(v,w) = 04.21 a,22 o a,% eP™" i B(w,z)= 621 622 L 5.2z e prx!
Ofr'nl 047'712 . . 047;m 5;11 Bra - ﬂ;zl

matrice operatora o7 € L(V — W) i %A € LW — Z) u izabranim bazama. Tada je

m l
%Uj = Zaijwia .] = 1_ Z ki<, 1= 17m7
i=1 =1
pa imamo
(B v, = B(Av;) = (Z awwz> = Z o, Bw;
i=1
m l l m
= Z Q4 Zﬁkizk = Z (Z ﬁkz’azj) 2z, J=1,n.
i=1 k=1 k=1 \i=1
Dakle, matrica linearnog operatora .47 je zaista proizvod matrica B(w, z)A(v, w). H

Primjedba 1.5.9. Na osnovu prethodne teoreme moze se dati novi dokaz Teoreme 1.3.3 koji
se oslanja na slicnom tvrdenju o rangu proizvoda matrica.

1.6 Transformacija matrice linearnog operatora pri pre-
lasku na novu bazu

Posto smo se u prethodnoj sekciji ubijedili da matrica operatora zavisi od izbora baze, vidjeli
smo i to da ipak ne moze bilo koja matrica biti matricom datog operatora. Matrice zadrzavaju
neka svojstva operatora, nezavisno od baze, recimo jedna takva invarijana je rang.

U ovoj sekciji ¢emo se baviti pitanjem kako se mijenja matrica operatora prilikom zamjene
baze. Po¢nimo od slucaja kada se osnovni prostor i prostor slika razlikuju, tj. kada je dim V' #
dim W, a kasnije ¢emo razmotriti slucaj kada je V = .

Lema 1.6.1. Neka je o € L(V — W) i neka je A(v,w) matrica operatora </ u bazama
v =A{vy,v9,...,0,} T w={wy,wy,...,wy} prostora Vi W. Neka je x € V i neka je x(v) €
P koordinatna reprezentacija vektora x u bazi v. Tada za koordinatnu reprezentaciju vektora
y=ox €W u bazi w vazi y(w) = A(v,w)z(v) € P™*1.

I
T2

Dokaz. Ako je v = 2?21 x;v; razlaganje vektora x po bazi v, tada je z(v) = [ | € P™L
Tn,

13
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11 Q12 ... O1p
. Qo1 Qg2 ... Qop . . .
Neka je A(v,w) = ) i ) i eP matrica linearnog operatora o/ u bazama
AOm1 Om2 ... Om;mn

v iw. Tada vektor @/v; € W mozemo razloziti po bazi prostora W:
m
JMU]' = Zaijwi, ] = 1,71,.
i=1

Sada imamo

n

y=Adxr = ijszfvj = ij Zaijw,- = Z (Z ozija:j) W;.
j=1

j=1 j=1 4=l i=1

Dakle,
22:1041]‘%‘ Qi Q2 ... Qip x
sy — | | e e )
Z?zlamjxj oz;nl 047;12 oz,.,m xn

]

Neka je o € LIV — W), viv' baze u V, wiw baze u W, a A(v,w) i A(v',w’) su matrice
operatora </ u izabranim bazama.

Teorema 1.6.2. Neka je S € P™*™ matrica prelaska iz baze v u v’ ¢ Q € P™*™ matrica prelaska
izw v w. Tada je

Av,w)S = QAW w').

Dokaz. Neka jez € V iy = oz € W. Ozna¢imo sa z(v) i y(w) koordinate vektora x i y u
bazama v i w, redom. Tada je

y(w) = A(v,w)z(v), yw') =A@ v")x). (1.1)
Kako su S i @) matrice prelaska, imamo
z(v) = Sz(v),  y(w) = Qy(w’). (1.2)

Kombinujuéi (1.1) i (1.2), dobijamo:
Qy(w') = A(v,w)Sz(v').
Ako u posljednju jednakost uvrstimo drugu jednakost iz (1.1), nalazimo
QAW , wz(v") = A(v,w)Sz(v').
Kako je vektor x proizvoljan, iz posljednje jednakosti imamo
QAW ,w') = A(v,w)S,

a to je bilo potrebno da se pokaze. O
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Teorema 1.6.3. Neka je o7 € L(V — W) irank./ = r. Tada postoje baze v u'V i w u W,
tako da je
I, O\
A(v,w) = (O O) =G.

Dokaz. Neka je A(v',w’) matrica linearnog operatora </ u nekim bazama v’ i w'. Postoje
regularne matrice P i () takve da je:

A(v,w) = PGQ. (1.3)
Izaberimo nove baze na sljede¢i nac¢in: v = 0v'Q ! i w = w'P. Tada je
A(v,w)Q = PTAW, w').
Ako uvrstimo posljednju jednakost u (1.3) proizilazi
A, w) = PTAQ , w)Q™' = PT'PGRQ™ = G.
O

Posljedica 1.6.4. Neka je o € L(V — W). Tada su sve matrice operatora </ medusobno
ekvivalentne i njihov rang je jednak rangu operatora <f .

Sada razmotrimo sluc¢aj kada operator djeluje iz prostora V' u sebe. U tom slu¢aju nemamo
slobodu izbora dvije baze, ve¢ samo jedne.

Teorema 1.6.5. Neka je o7 € L(V — V), neka su v i v dvije baza v 'V i S malrica prelaska,
tj. v =v-S. Tada je
A(') = STTA(v)S.

Dokaz. Neka je x proizvoljan vektor iz V iy = &/x € V. Tada je

a takode je z(v) = Sz(v') i y(v) = Sy(v'). Kombinujuéi prethodne jednakosti dobijamo:
ST A(W)Sz(v') = A(W)x (V).

Kako je z € V proizvoljan vektor, iz posljednje jednakosti slijedi S™'A(v)S = A(v'), a to je
tvrdenje nase teoreme. O

Definicija 1.6.6. Matrice P i () formata n xn su sli¢ne, ako postoji regularna matrica S € P™*"
takva da je P = S71QS8S.

Posljedica 1.6.7. Matrice operatora o € L(V — V') u razlic¢itim bazama su medusobno slicne.

Teorema 1.6.8. (i) Ako su matrice A i A" slicne, tada vazi det A’ = det A.
(i1) Vazi det(A —tl) = det(A" — tI), Vt € P (I je jedinicna matrica).
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Proof. Kako je det A’ = det(S7'AS) = det(S™')det(A)det(S) = det(S) ' det(A)det(S) =
det A imamo prvi dio tvrdenja. Iz jednakosti A’ = S71AS slijedi da za sve skalare t € P imamo
A" —tI = S71 (A —tI)S, pa drugi dio nageg tvrdenja slijedi iz prvog dijela. O

Definicija 1.6.9. Determinantom linearnog operatora o/ € L(V — V) se naziva det A(e).
Oznaka: det &7 oznac¢ava determinantu operatora 7.

Imajuéi u vidu prethodno tvrdenje, definicija koju smo upravo naveli je korektna, jer, sa-
glasno svojstvima slicnih matrica, determinanta matrice operatora ne zavisi od izbora baze.
Dakle, nije vazno koja konkretno baza je izabrana u prethodnoj definiciji.

Kona¢no, zaklju¢ujemo da je, i pored odredenih nijansi, situacija sa operatorima iz V u V'
analogna situaciji sa kvadratnim matricama. Izmedu ostalog, uz zakljucak na kraju Sekcije 4.4
mozemo dodati i sljedece:

Napomena 1.6.10. Neka je o7 € L(V — V). Tada je det & = 0 ako i samo ako je operator
o/ singularan.

Primjer 1.6.11. Operator #z € L(R? — R?) je regularan (det#Zz = 1), dok je operator
9 € L(M,, — M,) singularan.

Zadatak 1.6.12. Vratimo se na primjer operatora projekcije & iz prethodne sekcije koji je
singularan. Provjeriti da za matrice

o= (2 55 o= 3)

vazi da je P(v) = S™'P(e)S, gdje je S matrica prelaska iz baze v u standardnu bazu e u R?.
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