Pri algebarskim operacijama vektore tretiramo kao vektore kolone, (a,b) = a*b; a* transponovana

matrica.

Karakteristi¢na funkcija sluc¢ajnog vektora ¢ = (1, ..., () je
fe(r) = Ech0) = (riy.,rn), i € R, i=1,2,...,n.

I u vigedimenzionalnom slu¢aju vazi teorema jedinstvenosti.

Slucajni vektor & = (&1, ..., &) nazivamo Gausovim (ili normalno raspodijeljenim) ako je njegova
karakteristi¢na funkcija
fe(t) = ei(t,m)—%(Rt,t),

gdje je m = (mq,...,my), R = (ry;) je simetri¢na, pozitivno definitna matrica formata n x n.

Pokazuje se da je ovo karakteristi¢na funkcija vektora & ija je gustina
ge() = ((2m)"det(R)) =2z (G,

Koristi se zapis £ : N (m, R) i ¢ita se: vektor £ ima Gausovu (normalnu) raspodjelu sa parametrima
m i R. Pokazuje se da je m; = E&;, ri; = cov(&, &) te je m vektor ocekivanja, a R kovarijaciona

matrica slu¢ajnog vektora &.

Ekvivalentna definicija. Sucajni vektor & je Gausov ako je njegova gustina
ge(z) = Ce @@ ¢ = (z1,...,2)

gdje je Q(x) pozitivno definitna kvadratna forma.
Svojstva Gausovog vektora.
1. Svaki podvektor Gausovog vektora je Gausov.
2. Kod Gausovog vektora nekoreliranost komponenti je ekvivalentna sa njihovom nezavisnoséu.

3. Vektor & = (&1,...,&) je Gausov ako i samo ako za svaki vektor A = (A,...,\p), s € R

sluc¢ajna promjenljiva (§,\) = A& + ... + \p&n ima Gausovu raspodjelu.
4. Ako je X : N(m,C) tada je Y = BX +b: N(Bm + b, BCB*).

5. Ako je X : N(m,R) tada vazi: X = m + AZ, (jednakost u raspodjeli) gdje je A kvadratni
korijen iz R tj. R= AA* a Z : N(0,F), E je jedini¢na matrica.
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Y|X =2 : N(my + px,Yé(lU —mx);oy(1 - px.y))-

Vigedimenzionalni slu¢aj Moivre Laplasove teoreme. U opitu pratimo tri dogadaja A, As, As,
ovi dogadaji ¢ine potpun sistem, odgovarajucée vjerovatnoce su pi, p2, p3. Opit ponavljamo n puta i
sluajne promjenljive v1.v9, v3 predstavljaju broj realizacija dogadaja A1, As, Az u tih n ponavljanja.

Vazi:

V1 —np1 V2 —np2. R p1(1—p1) —p1p2
, , :N(0O,R), R = .
(AP ) R () N0 B) ( o )

Visedimenzionalna CGT. Neka su X; = (X 1,..., Xi ), = 1,2, ... nezavisni, jednako raspodijel-

jeni slucajni vektori, EX; ; =m;,j =1,...,n, cov(X;k, X;1) = by;. Tada vazi:

VX, —m) B £: N(0,B), B = (bgy).

Konstrukcija Vinerovog procesa. Cestica se pomjera u trenucima kAt k = 1,2, ..., pomjera
se sa jednakim vjerovatnocama za +Ax, Az > 0. Slu¢ajna promjenljiva X (¢) jednaka je polozaju
Zestice nakon n = £ koraka. Zbog Markovljevosti i homogenosti slu¢ajne promjenljive X (t) — X (s)
i X(s) — X(0) su nezavisne i slu¢ajne promjenljive X (¢) — X(s) i X(t —s) — X(0) su jednako

raspodijeljene. Oznacimo DX (t) = o%(t). Imamo
X(t)=X(s)— X(0)+ X(t) — X(s) = 0%(t) = 0%(s) + 0%(t —5), 0 < s < t = 02(t) = o°t,
o2 je koeficijent difuzije.
Neka je S, broj pomjeranja u desno do momenta t¢.

X(t) = SpAz — (n— S,)Az = (25, —n)Az = DX(t) = 0%t = dn33(Az)? = £ (Az)? =

= At
o = B8, 8y = SuzSu = 2ot o X (1) = S5y /nAx = SiovE = X () W N(0,0%), n— 0.

Formalno, Vinerov proces se zdaje kao proces W(T'),t > 0 za koji vazi:

b) prirastaji procesa na disjunktnim intervalima su nezavisni,
c) W(t)—Wi(s): N(0,t —s),0< s <t

Egzistencija procesa sa ovim svojstvima se dokazuje primjenom Kolomogorovljeve teoreme.



Pretpostavimo da je preslikavanje f : R® — R"™ definisano sa yx = fr(x1,....,2,), k = 1,...,n

obostrano jednoznac¢no. To znaci da se iz

y1 = fi(z1, ..., xn)
Y2 = f2(iL'1,---,iCn)

Yn = fn(xla seey xn)

mogu jednozna¢no odrediti

1= g1(Y1, -, Yn)
X2 292(y17-~-ayn)

Tp = gn(y17 ooy yn)

Pretpostavimo da Jakobijan

Oz Oz
oy1 7 Oyn
Ozg Oy
J — ayz o 8yn
Ozy Oxp
T

ne mijenja znak. Neka je gustina vektora (Xi,...,X,) funkcija ¢(z1,...,2,). Gustina vektora
(Y1,..,Y,) je
YW1, yn) = @911, s Yn)s s 2(Gn (Y15 - yn)) |-

U primjerima koji slijede, 02 = 1.
Primjer. Nadi raspodjelu vektora (W (t1), ..., W(tr)), 0 < t1 <ty < ... < ti.

Nekaje m = W(tl), 2 = W(tg)—W(tl), ey Ml = W(tk) —W(tk_l). Sadaje W(tl) =M, W(tg) =
m+nz, ..., W(tr) = ni+n2+...4nk. Formirali smo preslikavanjan = (91, ..., nx) — (W(t1),...., W(ty)) =

W. Imamo

PW (T, ooy Ty b1y ooy ti) = Pp(T1, T2 — 1, ooy T — Tp—1) = Py (1) Do (T2 — 21)-..0p, (T — 1) =

k 1 zk: (wi—=i_1)*

_ H e_i:1 2i—ti-1)
/2



Ovim je pokazano da je Winerov proces Gausov

Primjer. a =ty < t; < ... < t, =b. Dokazati

— 2
W(t;)2 — (b— a)) 0, kad max(tiy — t;) — 0.

(Z (tit1 —

7=0
n—1 n—1 n—1
E('X (Wt = W(t:)?) = X DW(tisn = W(t) = 3 (i — t:) = b—a te je na lijevoj
1=0 1=0 1=0

strani jednakosti koju treba dokazati

EW (tig1 — W (t:)* — (BE(W (tiy1 — W(ti))2)2]

n—1 n—1
DL Wit = W(t)) = ¥
n—1 n—1
> [3(tz+l — )2 — (tiy1 — ti)z} < 2max(tir; —t;) > (tip1 — ti) = 2(b — a) max(t;41 — t;) — 0,
=0 i=0
z2 [e%¢] 22
. T2(tip1—t) o — 41 201t Jp =
E(W (tiy1) — f xt (t1+1 Woromen L dr =2 ‘of i omers L dx
<U = 2(tif12—ti)> = 4(ti+\1/—7?n)2 OfULse—vdU = 4%1(%) = 3(tip1 — ti)>
tn)dxln.dmn.

x(ty) € Iy) = [ o [ p(x1, -y s ta, -,

Vinerova mjera na C[0,1]. pu(x(t) : z(t1) € I1,...,x
LI,
Primjer. Izracunati P{W (1) > 0,W(1) > 0}.
pw (x1, To; %, 1) =g(z1,22) = Lo—2at+2z122—a3 (o je
p= P{W(%) >0,W(1) >0} = // g(z1, z2)dxdxs.
z1>0,22>0

oo
([re” P Adr)de, gdje je A = 2cos? o —
0

O =

Nakon smjena x1 = rcos, s = rsin ¢ dobijamo p = %

00 3
2 sin ¢ cos @ + cos? . Kako je i re " Adr = ﬁ tojep = % J dj“" Nakon uvodenja smijena tan ¢ = 2
0 0

o0
iu=2z-—1 dobijamOPZﬁ J u2+1
-1

Primjer. Izracunati E(W(s) | W(t)) i D(W (s) | W(t)),0 < s < t.
(z | y)- gustina slucajne promjenljive W (s) uz uslov da je W (t) = y.

p(z, y; 8, t) s —05
g(x|y):W: (277;(?5—5)) 69517{_2?(23_5)



EW(s) [ W) =y) = 3y EW(s) [ W(t)) = §W(t); DIW(s) | W(¢t)) = §(t — s).
Maksimum Vinerovog procesa

& = max, W (s), 7o = min{t : W(t) = z}. U analizi ¢emo koristiti jako Markovljevo svojstvo (tj.

procesi do momenta zaustavljanja (to je slu¢ajni momenat) i od tog momenta su nezavisni) i skoro

izvjesnu neprekidnost Vinerovog procesa.
Ocigledno, {& > 2} = {7, <t} 1 {W(t) = z} C {7, < t}.

P{W(t) >z} P{r, <t} = 2P{W(t) > z).

1
3= POV 20 | m <) = e B

Znamo W (t) : N'(0,1).

P{& > a} = P(r <1} =2P(W() 22} =2 ] ferla i, (“_ ix>

t
2
of zl = exp{—% }dz = g, (2) = ﬁ exp{—35_}dz, z > 0.
2 T u? 2 x2
Pl&(a) 2 a} =/ 7 [ exp{— G }du = g¢ (2) = \zexp{—%} x>0
x
Neka je 7 tacka (vrijeme) dostizanja apsolutnog maksimuma procesa W(u),0 < u < t. Ako je

tacaka dostizanja viSe, biramo prvu tacku. Potrazimo raspodjelu slu¢ajne promjenljive 7. Prvo

nadimo raspodjelu veltora (7,&). & | 7, = s ima istu raspodjelu kao a + max W(u) = a+ &5 te

O<u<t—s
2
pe (@ | 8) = \/sits op{- 572

Proc.(5,) = Pey (@ | )b () = —— i exp{— 55 exp{~§;

je

> a.

Pré,(5,0) = pr(s | a)pe, (@) = pr, (5 | 0)pg,(0) = Pr g, (5,0) = ——A—exp{~§}, 0< s < t,a > 0.

o0
PT(S):‘O[PT’&<S’G/)da:7r\/T75) 0<s<t.
S
P{Tés}:fdiuz%arcsin\/%,0<s<t.

07 u(t—u)

Primjer. Dokazati da Vinerov proces skoro izvjesno dostize svaki nivo x, z > 0. (ranije ili kasnije,

za konacno vrijeme)



{me <00} = U {m <n}, {7z <n}=A4,1teje
n=1

. .o 2 . X 2
P{r, < o0} = nlg]go P{r, <n}= nh_)n(}obf ﬁ exp{—5-}dz = nh_)rgo ({ I(U,n)ﬁ exp{—5}dz

Leudy = 1.
u

o
(iz Bepo-Levijeve leme slijedi) = of TR exp{—%}dz = (“232 = u) =

S

Koristili smo:

Tom—re op{=2} = fu(2) 1 /() =~ exp{=}, 2 > 0.
™o ls 2z V21 2ls 2z
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