Uvod u teoriju
telekomunikacionog saobracaja

Slu¢ajne promijenljive u telekomunikacionim mrezama

Sluéajne promjenljive u telekomunikacionim
mrezama

Diskretne

— Geometrijska raspodjela

— Poasonova raspodjela

— Binomna raspodijela...
Kontinualne

— Eksponencijalna raspodijela
— Pareto raspodjela...




Slu€ajne promjenljive u telekomunikacijama

Geometrijska raspodijela
Prob{X =k}=(1-¢)g*, 0<g<l, k=0,12,..

* g je bezdimenziona veli€¢ina

PRIMJER
Pretpostavimo da za slot vemenskog multipleksa konkuriSe viSe
korisnika. Neka je vjerovatno¢a da je slot na raspolaganju
posmatranom izvoru 1-g. Slot se dodjeljuje drugim izvorima sa
vjerovatno¢om ¢. Slu€ajna promjenljiva X predstavlja broj neuspjelih
pokuSaja zauzimanja kanala do prvog uspjeSnog pokuSaja
zauzimanja kanala.

Sluéajne promjenljive u telekomunikacijama

Modifikovana geometrijska raspodjela
Prob{X =k}=(1-g)g""', 0<g<l, k=12.73,..

PRIMJER
Paket se prenosi po linku. Vjerovatno¢a neuspjesSnog
prenosa je g. Vjerovatnoc¢a uspjesnog prenosa je 1-q.
Slu¢ajna promjenljiva X predstavlja broj pokuSaja do
uspjesnog prenosa.




Slu€ajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine geometrijske raspodjele
» Uslov normalizovanosti

Zl’mb{X::’{}:Z(l—q)q" :(l—c;)Xch* =(1-g)x : =1
k=0

k=0 k=0 1- q

» Srednja vrijednost

E[.-\’] = Zf\ x Prob{X =k}= i/\'(l ~q)g* =(1-¢q)g x if'ﬂf g
k=0 k=0

k=0

1 < 1 1 (1-g
=~ 25 gt =~y x =m0
C

q k=0, dgl-q (1-q) -1—{1

Ovo je moguce ako je red konvergentan

Sluéajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine geometrijske raspodjele
* Srednja kvadratna vrijednost
E[fk’3]=ik: x Prob{X =k}=3"k*(1- g)g* =(1- g)gx Z:k[kq‘ L (1- x2S kg

ur'f]A
I:’{,\': ] =(1—q)g x g T __-(1- q)g - Likg - [17-1)({ \ /

dg(l-qF il =a) Zamjena sume i izvoda

. rarlx = Elx2]- ;11:(1+f1)ﬁ‘_ q’ |
varyansa Varx|=£[x*|-{£[x] S

* Funkcija generisanja vjerovatnoca

X()=3 z*Prob{X =k} =3 (1-g)zq) = ]1;1
k=0 k=0 —3ff

PRIMJER: Osobine modifikovane geometrijske raspodjele.




Slu€ajne promjenljive u telekomunikacijama

Poasonova raspodjela

ProbiX =k}= %. e®, p>0, k=0,1,2,..
K!

* pje bezdimenziona veli€ina (intenzitet saobraéaja)

PRIMJER: Pretpostavimo da brojimo telefonske pozive
koji tokom posmatranog vremena dolaze na telefonsku
centralu. Ako je broj izbrojanih poziva jednak k, a vrijeme
t, onda se radi o Poasonovoj raspodjeli (eksperimentalni
rezultat). p je proporcionalna vremenu t i srednjoj
dolaznoj brzini poziva A.

p= At

Sluéajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine Poasonove raspodijele
* Uslov normalizovanosti

X k @ k
( )]
S Prob{X =k}=> L ¢? =P xS =P xef =1
k=0

" -\
k=0 j\’ k=0 s

» Srednja vrijednost

E[’\']: Z'l‘ X P[‘Obl.\' =3 ["t[: Zfl\ ’% e =e? ¥ Z!\L =

k!
S
=l 1)

P

= pe pe " x —=pe "’ xe =p




Slu€ajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine Poasonove raspodijele
« Srednia kvadratna vriiednost

E[-Y:]ZZA‘? x Prob{X =kf=>) k’ LIPS JP 0 N

k=0 k=0 /\? N :—" i\’
by P o “’( =, ptt |
= pe X k = pe X—\p iy | |
2; (k' 1) dp{ ;;(k IYJ
- d = p | ; d : . " N
= pe X Jp pZ 7 = pe e ;Ih— [pg_" ].—: pe P s [(' 4 lﬁ(.-‘ }: 'j“ +p }

o Varijansa  ValX]=£[X’]-{E[x]? = p(1+p)-p* =p —E[x]=Var[X]
* Funkcija generisanja vjerovatnoca

Y ok e iy _odzp) < (zp)
X(2)= Y 2 Prob{x =k}=3 Fole? =y R =
k=0 k=0 : k=0 .

Sluéajne promjenljive u telekomunikacijama

Binomna raspodiela
ProbiX =k} = ;I \/:‘ (1-p)™, 0<p<l, k=0,1,2,..n

/

* pje bezdimenziona veli€ina

PRIMJER: Pretpostavimo prenos poruke (koja sadrzi n paketa)
preko kanala koji sa vjerovatno¢om p unosi greSku tokom prenosa
paketa. Slu€ajna promjenljiva koja predstavlja broj pogreSno
prenesenih paketa ima binomnu raspodjelu.




Slu€ajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine binomne raspodijele
 Uslov normalizovanosti
;1’1'()[1‘[_,\' =k}= i(:]p‘ (1-p)™* T [p+1-p] =1

k=0\_
Njutnova binomna formula

» Srednja vrijednost

‘ % Wiy — ) Y n) k n-k _ 3 n! k(1 _ VK
E[:\1:;k><l:’lob-{,\ :A(:Zk{k}‘f’ (l*!)] ;(A’—l]!(n—k)! Pl r)

"
k=1

-3 ey -

k=1)n-1-(k-1

a) (n —ly ] n-l1-4 _ iy n—1 =
:”[’X;mp (1-p) =npx[p+1 P]

=np

Sluéajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine binomne raspodjele
» Srednja kvadratna vrijednost

E[.k’:]:ikf x Prob{X = k}:ik:[ﬂpk(l —p)y* =
k=0 =] K

=np+np*(n—-1)

* Varijansa

y

Var[.\’] = E[.Yl]— {E[.Y]}J =np +np*(n- 1)=(np)* =np —np?

* Funkcija generisanja vjerovatnoca

" 2 (n) i ;
X(z)= L_—‘ Prob{X =k} = l’[/ ‘{::.n)‘(l p) " =(1-p+zp)
o\k )

k=0




Slu€ajne promjenljive u telekomunikacijama
Veza binomne i Poasonove raspodjele

Poasonova raspodjela je grani  €ni slu €aj binomne raspodjele kada broj
pokuSaja n tezi beskona €nosti, a vierovatno ¢a dogadjaja p tezi 0, pri €emu
njihov proizvod ostaje konstantan i jednak p.

N & E."\T‘\t’_'\' Stirlingova formula

N N-k N! K N-k
p(k)=(kjp (L-p) = (Ip)" =

LN (Y YT N T (e
kI(N-K)“Fe®™0 (N N I N-k N

k
k K - B T k k
=P okl [1-% Py =P okekgr =P_ar
k! k-N N k! k!

Sluéajne promjenljive u telekomunikacijama

Eksponencijalna raspodjela

fy ()= ue™#*, x=0

* W predstavlja srednju brzinu dimenzije vrijeme-!
- — X
Fx (X) =1-€#*, x=0

* Mnogi fenomeni u telekomunikacionim mrezama se
mogu opisati ovom raspodjelom (trajanje telefonskog
poziva, interval izmedu dva poziva koji dolaze na
telefonsku centralu, faza tiSine za izvor govornog
saobracaja,...)




Slu€ajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine eksponencijalne raspodijele
* Uslov normalizovanosti

a— too

I fy (X)dx =I e *¥dx =—lim[e )3 =1
0 0

» Srednja vrijednost

E[x]= Ixfx (x)dx :juxe'”xdx :%j ze %dz=
0 0 0

= %{[z(—e‘z)};w —I—e‘zdz} = %Ie‘zdz :%

Sluéajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine eksponencijalne raspodjele
* Srednja kvadratna vrijednost

+ o

]L‘[‘\-?]_ [\/\ (.\'){f.\' _ !j"\-?“" W g = Lj j::c-:dz _

0 T Hoop
Z = X
.’ o 400 ‘ 2 :
H’ r’l[: X( € )]ﬁ 2 ‘:[:(7'( }: :*H*E' J‘:( (L*T
. - | yr2 L2 2 1 1
+ Varijansa Vorl¥]= £ | LD =5 o5 = vandeepe

» Kaoeficijent varijacije Cy=1
» Laplasova transformacija funkcije gustine vjerovatnoce

X(s)= J'lc")"e"‘ri\‘ =z ;+
0 \ Y




Slu€ajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine eksponencijalne raspodijele
* Memoryless osobina

— Pretpostavimo da X predstavlja poziv koji je zapoc€eo u trenutku x=0

— Posmatrajmo slu¢ajnu promjenljivu X u trenuku x=t, i pretpostavimo
da je poziv jo$ aktivan

— Potrebno je da odredimo funkciju raspodjele slu¢ajne promjenljive
R=X-1, koja predstavlja ‘ostatak vremena’

F,(t)=Prob{R <t}=Prob{X -t <¢| X >1}=

_ Prob{X -1 <1, X >t} Probft <X </ +1}
- Prob{X >t} ~ 1-Prob{x < —I -
_ Prob{X <t+1t|-ProblX <t} F,lt+1)-F, )
) 1-Prob{X <t} N 1-F, ()

— Odgovarajuca funkcija gustine raspodjele je

i[ﬂ-(fﬂ)—ﬂ-&)} felt+1)

. d
R [ Sy

Sluéajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine eksponencijalne raspodijele
* Memoryless osobina

— Prethodne relacije vaze za bilo koju slu€ajnu promjenljivu X, pod
imenom teorema “viSe od Zivota”

— Vidimo da obije funkcije zavise od trenutka T, kada se ponovo slu¢ajna
promjenljiva razmatra

— U specijalnom slu€aju eksponencijalne raspodjele vaZzi

’ F.(t+t)-F (‘rl l-e """"'_l]_p';"J

B =tx vt et e Tt 1™
(1) I-F, [ lf[lfe — ¢
Ar+t)

Ct47) e ey
~Fylt) I=jl=e™]

v/
.fﬂ("]_ 1

— Dakle slu¢ajna promjenljiva ‘ostatak vremena’ ima i dalje
eksponencijalnu raspodjelu kao slu€ajna promjenljiva X i ne zavisi od




Slu€ajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine eksponencijalne raspodijele

* Memoryless osobina
— Ova osobina se Siroko primjenjuje u teoriji redova ¢ekanja

— Slu€ajnu promjenljiva sa eksponencijalnom raspodjelom ima
memoryless osobinu jer odgovarajuéa promjenljiva ‘ostatak vremena’
ima identiénu eksponencijalnu raspodjelu

— Moze se pokazati da je eksponencijalna raspodjela jedina kontinualna
raspodijela sa ovom osobinom.

— Moze se pokazati da je geometrijska raspodjela jedina diskretna
raspodijela sa ovom osobinom.

Sluéajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine eksponencijalne raspodijele

* Minimum dvije slu¢ajne promjenljive sa eksponencijalnom
raspodjelom
— Razmotrimo dvije slu¢ajne promjenljive T, i T, koje imaju eksponencijalnu

raspodielu
Fri(t) = 1-e™"

Frat) = 1-¢
T=min{T,, T3}
F, {f]; !-]I {{‘) + 1"‘,3 (f] f";‘ {")’ "'":‘_, (?) =

— =™ ] (] e "‘”]:«(l—c' ) =

Ay+da i

At

—]l—e™ M =1—¢

— Slucajna promjenljiva T ima eksponencijalnu raspodjelu sa srednjom
dolaznom brzinom A; + A,

— Lako je pokazati da ovo vaZzi i za opsti slucaj, proizvoljnog broja slu€ajnih
promjenljivih
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Slu€ajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine eksponencijalne raspodijele

* Minimum dvije slu€ajne promjenljive sa eksponencijalnom
raspodjelom
— Razmotrimo multiplekser sa Cetiri kanala
— Korisnik zati¢e sva Cetiri kanala zauzeta.

— Pretpostavimo da vrijeme posluzivanja korisnika ima eksponencijalnu
raspodijelu srednje brzine p. Treba odrediti distribuciju vremena dok se
jedan od kanala ne oslobodi.

— Pristigli korisnik ‘zna’ da preostalo vrijeme posluzivanja korisnika na
Salterima ima eksponecijalnu raspodjelu srednje brzine pu (memoryless).

— Korisnik ¢e zauzeti prvi slobodni kanal.

— Vrijeme ¢ekanja je prema tome jednako minimumu Cetiri eksponencijalne
raspodijele srednje brzine p. To znaci da je odgovarajuca raspodjela
eksponencijalna sa brzinom 4p.

Sluéajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine eksponencijalne raspodijele

» Uporedenje eksponencijalne raspodjele i druge raspodijele
Pretpostavimo dvije slu¢ajne promjenljive X (eksponencijalna) i Y
(proizvoljna)

Prob{X > Y}= ﬂl - F, "\-\')l/; (x )dx = _[_}", (x)e ™ dx =

= LT, (x)},_,

gdje LTfy(x)} predstavlja Laplasovu transformaciju funkcije f,(x)
Ako Y ima eksponencijalnu raspodjelu onda vaZzi

LT{f, (x)} = LT}he ™ }= ——

_ A A
Prob{X > ¥j=- =
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Slu€ajne promjenljive u telekomunikacijama
Sporadic¢an saobracaj

» Poasonova i binomna raspodjela se tradicionalno koriste za
modelovanje saobraéaja u mrezi. Nedavne analize pokazuju da ovi
modeli nisu adekvatni za sporadi¢an saobracaj (bursty) zato Sto
saobracaj €esto ima izuzetno velike trenutne vrijednosti, iako su
srednje vrijednosti male.

» To znaci da saobracéaj u telekomunikacionim mrezama moze imati
visoku varijansa u Sirokom opsegu vremenskih intervala, tako da
grupni saobracaj nije usrednjen ako sakupimo kompletan saobracaj
tokom dugog vremenskog perioda.

» Udruzivanjem saobracaja viSe bursty izvora rezultantni saobraéaj
ostaje bursty (self-similarity).

» Zaovakav saobracaj se koriste heavy-tailed raspodijele od kojih je
najpoznatija Pareto raspodjela.

Sluéajne promjenljive u telekomunikacijama

Pareto raspodjela
* Funkcija raspodijele .
b
F(x)=l—(;j
» Funkcija gustine raspodijela

f(x):a—ba x=b

a1 !

X

— O je parametar oblika koji je pozitivan realan broj,
dok je b minimalna vrijednost slu¢ajne promjenljive
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Slu€ajne promjenljive u telekomunikacijama

Pareto raspodjela

Kada je a<2 varijansa je kona¢na.
Kada je a<1 srednja vrijednost je kona¢na

Paretova raspodijela se koristi za modelovanje self-similar saobracaja ako je

oizmedu 1i 2.

\

——a=14
\\ —m =19

—— q=1.1

Sluéajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine Pareto raspodijele

— Srednja vrijednost
E(x)= ob
— Varijansa -
o = ab’
(a-1)(a-2)

— Tipi€no se uzima da je a izmedu 1.41 1.6
— Vjerovatnoc¢a da je slu¢ajna promjenljiva vec¢a od x
opada geometrijski.
b’

p(X >x):1—F(x):(—)

X
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Slu€ajne promjenljive u telekomunikacijama

Osobine Pareto raspodijele
» Laplasova transformacija

ab? Tesko izradunati jer je
f (X) a1 bsx<oco a realan pozitivail bioj
tab? e —
X(s)= !We'“dxz ab"{wdx
w0t
X (s)=ab’sr (-a,sb), gdie jel (-a,sh) :J'tea—ﬂdt
®

Sluéajne promjenljive u telekomunikacijama

Metoda procjene raspodijele slu€¢ajne promjenljive dobijene
mjerenjima koja ima srednju vrijednost jednaku devijaciji.

— Ako je Cy<1, treba koristiti neku regularniju raspodjelu npr Erlangovu
(slu¢ajna promjenljiva koja se dobija sumiranjem nezavisnih
eksponencijalnih slu€ajnih promjenljivih )

— Ako je C4=1, mora se koristiti eksponencijalna raspodjela

— Ako je Cy>1, treba koristiti neku raspodjelu koja je varijabilnija od
eksponencijalne npr Hiper-eksponencijalna raspodijela
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