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Sadrzaj

v" Funkcija raspodjele slu¢ajne promjenjive (CDF)

v" Funkcija gustine vjerovatnoce (PDF)

v’ Zdruzena funkcija raspodjele i gustine vjerovatnode

v" Uslovna funkcija raspodjele i gustine vjerovatnoce

v CDF i PDF sume sluéajnih promjenjivih

v CDF i PDF maksimuma i minimuma sluéajnih promjenijiih
v" Poredenje sluéajnih promjenjivih

v Momenti slu¢ajne promjenjive

v" Funkcija generisanja vjerovatnoce



Funkcija raspodjele slucajne
promjenljive

Fe ()= p(X <x)

» 0<F,(x)<1

» bezdimenziona veliina

> Fy(x) je neopadajuca funkcija

» Fy(x) tezi 1 kada x tezi +e=, odnosno 0 kada x tezi -eo
> F,(x) je kontinualna funkcija: lIm F, ( ) Fy (Xo)

X—)XO

» Za diskretnu slu¢ajnu promjenljivu F,(x) je stepenicasta funkcija sa
koracima jednakim vjerovatnodi diskretnih dogadaja

R ()= P(X $x)= 2 P(X =X h(X-X)
e



Funkcija raspodjele slucajne
promjenljive

CDF funkcija diskretne

slu¢ajne promjenjive mli_}rglo Fx(x) =1
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PX(fEk)I
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Funkcija raspodjele slucajne
promjenljive

CDF funkcija kontinualne
slucajne promjenjive




Funkcija raspodjele slucajne
promjenljive

»lzracunavanje vjerovatnoée da se slucajna promjenljiva nalazi u opsegu:
{Xsz}z{Xle}U{xl <XS.X'2}
P{X <x,} =P{X <x}+P{x; <X < x,}

P{x; < X <x,} =P{X <x,}—P{X <x;}
= Fx(x3) — Fx(x1)



Funkcija gustine vjerovatnoce

dFy(x)
dx

fx(x) =
» f,(x)20
»Dobijanje funkcije raspodjele iz fX(x)j f(y)dy = F(x)
» Uslov normalizovanosti: j f(x)dx =1
»Vjerovatnoca i gustina:
xzf(x)dx =P(x; < X < x5)

f(xX)dx =P(x <X <x+dx)

»Za diskretno X: f(x) = ZP(X =x;) - 0(x — x;)
i=0



Funkcija gustine vjerovatnoce
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Zdruzena raspodjela

Fyy(x,y) =P(X <x,Y <y)

X
ik y
frr(6,9) = ga=Far(5,9) © Fry() = f | fvryydxay

Marginalna fx(x) = fy=+oofxy(x) dy
y=—00

raspodjela
n
Statisticki ftrdpn (1, X2y, Xn) = | | fr, ()
nezavisne i=1
sluéajne L
promjenljive Fx, x5, (X1, X2, -, X)) = | LFXi(x)

i=1



Uslovna raspodjela

» Osobine uslovne raspodjele:

Fyir(x|y) = P(X < x|Y =)

d )
fir(a19) = 5= gy (ely) = 222

y=+o
Fe(x) = f Few (x1y) fr ) dy
y=—00

» Primjer: Neka je uslovna funkcija gustine vjerovatnodée slucajne
promjenjive X, za Y=y:

_|_
i ye‘x, 0<x<o 0<y<ow
1+y

fX|Y(x|J’) =

Odrediti vjerovatnocu P(X < 1|Y = 3).



Suma slucajnih promjenijivih

»Nekaje z=X+Y
»CDF od Z:

o0 Z_y
Fy(2) = f fer (0 y)dydy

»PDF od Z:
d (0 0)
@) = 5@ = | fuloz-0ds

» Ukoliko su X i Y nezavisne slucajne promjenjive, onda vazi:

f2(2) = j GO fy (2 — x)dx

»Za diskretne slucajne promjenjive: P(Z = k) = zP(X =)P(Y=k—1i)
i



Maksimum i minimum
slu¢ajnih promjenijivih

» Neka su sluc¢ajne promjenjive Qi W definisane na slededi nacin:

Q = max(X,Y) W = min(X,Y)

» Tada vazi:

Fo(q) =P(Q<q)=P(X<qY <q)
Akosu XiY
nezavisne:  Fo(q) =PX <q@)P(Y <q) = FX(q)FY(q)

Fy(wW)=P(W <w)=PH{X <w}U{Y <w})
=PX<wW)+PY <w)—-PHX<win{Yy <w})

AkosuXiY
nezavisne:  Fyy(w) = Fx(w) + Fy(w) — Fx(w)Fy(w)



Poredenje slucajnih promjenijivih

» Trazimo vjerovanocu da je X>Y:

PO> V) = [ P(X> yIY = 0f 0)dy

AKOSUXTY  px > y) = jP(X >y)fy(y)dy

nezavisne:
- [ - RNy



Momenti slu¢ajne promjenjive

» Matematicko ocekivanje

([t

J xf(x)dx  -Zakontinualne slu¢ajne promjenjive
EX)={_"°
z x; P(X = x;) -Zadiskretne slu¢ajne promjenjive
\ i

» Osobine:

ElaX + b] = aE[X]+ b

E[X +Y] = E[X] + E[y] -~ Ovo vaZi bez obzira na zavisnost sl.
promjenjivih

E[X-Y] =E[X]: E[Y] - Ako su X iY nezavisne sl. promjenjvie



Momenti slu¢ajne promjenjive

» m-ti momement slu¢ajne promjenjive:

E[X™] = j x™f(x)dx - Za kontinualne slucajne promjenjive
E[X™] = lel" P(X =x;) - zadiskretne slu¢ajne promjenjive

»Varijansa:
»Drugi moment slu¢ajne promjenjive

Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X2 + E[X]? — 2XE[X]] =
= E[X?] + E[X]? — 2E[X]? = E[X?] — E[X]?
» Osobine:
Var|X + Y] = Var[X] + Var[Y] + 2E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
Var|X + Y] = Var|X] + Var[Y] - Za nezavisne slu¢ajne promjenjive



Momenti slu¢ajne promjenjive

»Standardna devijacija:

ox = +/Var(X)

» Koeficijent varijabilnosti:

- E[X]
» Centralni moment m-tog reda:

E[(X — EX)™] = j (X — E[X)™f (x)dx

» Kovarijansa:

Cx

cxy = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]



Transformacije slucajne
promjenjive

» Funkcija generisanja vjerovatnoce

° Primjenjuje se na diskretne slucajne promjenljive poznate raspodjele
vjerovatnoca, koje uzimaju nenegativne i cjelobrojne vrijednosti.

X(z) = E[zX] = zsz(X =k), zal|z|<1

k
o Radi se o nizu sa nenegativnim koeficijentima, koji je definisan za sve
vrijednosti sluCajne promjenjive.

X(z=1)= YPX=k)=1
2
X(z=0)=PX=0)<1
X(2)|=|) zZkPX =k)| < ) |zZ°P(X =k)|= ) |zZ¢|PX=k)< ) PX=k)=1
2 2 2 2



Transformacije slucajne
promjenjive

» Funkcija generisanja vjerovatnoce

X'(@) ==Y kP(X = k)= ZR%ZRP(X — k) = 3 kzk1P(X = k)

> X'(z=1) = ), kP(X = k) = E[X]

X"(z) ==, k2" TP(X = k) = Zkk%zk‘lP(X =k) = Y k(k—1)z*2P(X = k)

>X"(z=1) =) kKPX=k) - ) kP(X=k)

X'(z=1)+X'(z=1) = E|X?]




Transformacije slucajne
promjenjive

» Funkcija generisanja vjerovatnoce

» Razmotrimo dvije slucajne promjenljive X i Y, i nadimo funkciju generisanja
vjerovatnoca njihove sume W=X+Y

PW = j) = zp(x — )PY =] — k)
k

=PX=k)Q P(Y =k) & konvolucija

» 1z osobina z transformacije slijedi:
W(z) = Z 22 P(X =k)P(Y =j— k)
J

=) PX =k ijfP(Y =j—k)

= ZkP(X = k) z* ijj_kP(Y =j—k) =X(2Y(2)



Transformacije slucajne
promjenjive

» Funkcija generisanja vjerovatnoce

»Nekada je poznata funkcija generisanja vjerovatnodéa, a treba odrediti
raspodjelu vjerovatnoda

1 dk
X(2) = zsz(X =k o P =K) = =2 X@lzmo
k

Na osnovu razvoja Mac Laurinovog reda



Transformacije slucajne
promjenjive

» Laplasova transformacija

»Za slucajnu promjenljivu X (kontinualnu definisanu za x[0,+=<} ili diskretnu)
sa funkcijom gustine raspodjele f,(x) Laplasova transformacija X(s) je
definisana kao:

rJooofx(x)e_s"dx

ZP(X =1i)e %
i

»Veza izmedu Laplasove transformacije i karakateristicne funkcije za
kontinualne slucajne promjenljive xe[0,+o°} se dobija za s=-jo®

X(s) = E[e™*] =«

»Uslov normalizovanosti: X(s = 0) =1
»Sliéno kao za karakteristiénu funkciju moze se pokazati da vazi:

E[X™] = (-1)™X™(s = 0)



