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Slucajna promjenljiva: osnovne
definicije | osobine
Slu€ajna promjenljiva X se definiSe na slu¢ajnom eksperimentu za

koji je definisana matematiCka vjerovatnoca.

Radi se o funkciji koja preslikava skup elementarnih dogadaja u
skup realnih brojeva

Sa Q) se oznaCava skup vrijednosti sluCajne promjenljive X.
Slu€ajna promjenljiva se obi¢no definiSe na sledeci nacin:

P(X =x)=P{weS:X(o)=x|



Funkcija slucajne promjenljive

F. (x)= p(X <x)
O<F,(x)=1
bezdimenziona veli€ina
F.(X) je neopadajuca funkcija
Fy(x) tezi 1 kada x tezi +~, odnosno 0 kada x tezi -«
Fy(X) Je kontinualna funkcija

lim Fy (x)=F, (%)

X—>Xg

Za diskretnu slucajnu promjenljivu Fy(x) je stepeniCasta
funkcija sa koracima jednakim vjerovatnoci diskretnih
dogadaja

F, (x)=P(X gxn):iznl:P(X =X (X - %)



Funkcija slucajne promjenljive




Funkcija slucajne promjenljive

 Primjer izraCunavanja vjerovatnocCe da se sluCajna promjenljiva nalazi u
opsegu

:z‘( = _'-'I:E} — {J‘( = _,Y] }U {_:‘I:] < /Y = _fg_ :
Prob{X < x,}=Prob{X < x, }+ Probix, < X < x, }

Probix, < X < x, ]. = Prob{,\' = X; ! Pmb{_.\" Sy } =

=1 (-Yz )_ Fy (.xl )



Funkcija gustine slucCajne promjenljive
dFx(.
Jx(x) = x(x)
f (x)=0 dx
Dimenzija x?1 .
Dobijanje funkcije raspodjele iz f,(x) f f(y)dy = F(x)

. . 20
Uslov normalizovanosti [ f(x)dx =1
— 0

Vjerovatnoca i gustina [ f(x)dx = p(x; < X < x3)

f(x)dx = p(x < X <x +dx)

Za diskretnu slucajnu promjenljivu

i (x)= Z Prob{X = x, 6 (x —x,)



Zdruzena raspodjela
Fxr(x,y) =p(X =x, Y <y)

: o°
fXY(xay):ﬁF\)(\ ))C> F\} X, ) J.jf\) X, \)d\dv
Marginalna y=+440

raspodjela [x (’C) = I/ X (x, 4 )d)"

Statisticki '/-\'1 R il ('r] ? 'xz 2°*%> 'rn ) - | I ‘/1\’ (-r) <~
nezavisne i=1
slucajne n

promjemjive F\', 8 e (xl ’ xz yIREy xn ) = l—[ F\' (x)



Uslovna raspodjela

F‘"lY ()C | y) = PI‘Ob{X < xl Y = y}

0

I xy (x1y)= B Fyy (x| y)= S (2,)
X

fy(y)

y=+®

Fy (x) & JFm' (x | )’)fr (Y)dy



Raspodiela slucajne promjenljive X i funkcija g()

p(x < X < x +dx) = fx(x)dx

|fr(v) dy| = [ fx(x) dx|

dx
fr(v) = fx(x) dy



Suma nezavisnih slucajnih promjenljivih

Fy(y)=Prob{YSy}=P{X| + X, Sy}

X2 A

X1




Suma nezavisnih sluéajnih promjenljivih

F}'(.}"):P{X1+/\,z-<— - _.. Jf\\ X1 \7)‘]Yd17

J‘- Jf X)f Xz )dx,dx, = h_jrf\ { J'/ l)dxldx: =

Xy =40

Sta je ovo?
Xy =+00 Xy =+w0 e
[fe G )F = x ey = [, (e )f, (v =3, M,
d‘ Xy =—00 o
Za slucCaj . : ;
diskretne PrOb{Y:k}:ZP{XI :’}P{Xz :k"’}
slucajne i

promjenljive



Minimum I maksimum slucajnih promjenljivin
Q = max{X, Y} W = min{X, Y}

/)

,(g)=Prob{Q < g} = Prob{X <gq.Y < g/

Akosu XiY FQ((I): Prob{X < q}x Prob{Y < (]} ™ F,\' (q)x F). (q)

nezavisne

1 (w) = Prob{W < w} = Prob{{X < w}U {Y = H}} =
= Prob{X < w}+ Prob{Y < w}-Prob{{X < w}N{Y < w}}

Ako su X 1Y Fy (W) =y (W)+ Fy (W) - Fy (w)x F, (W)

nezavisne g



Poredenje slucajninh promjenljivih

Prob{X >Y}= [Prob{X > y|Y = y}f, (v)dy

Ak SUX Y prob{x > ¥} = [Prob{X > y}f, (W)dy = [[1-F, (W)If; (v)dy

nezavisne



Momenti slucajnih promjenljivih

Matematicko ocekivanje

J‘xf\, (.\‘)dx Za kontinualne sluCajne promjenljive

E[X] =< -
Z_x,P{X = x, } Za diskretne slu¢ajne promjenljive

E[aX + b] = aE[X]+ b

Yy=+400 x=+0

X+Y J. _[H-} H\))d\dyz

y==00 X=-0

il s SR Ovo vazi bez obzira
- j j—lf,w (x, y ¥xdy + I I»’i’f—(\"' (x, y Mxdy = na zavisnost slucajnih
e o, promjenljivin
= j { I/\, X 1)dy}h+ J.y{ jf” X, \}1\}/1

X=+0

= j\f\ r)dr+ J-)f) = E[X]+ E[Y]

X=



Momenti slucajnih promjenljivih

MatematiCko oCekivanje proizvoda slucajnih promjenljivih

P=40 y=4X

XXY J' ﬂ‘x‘ Xy ‘ ‘)‘hd‘ Vazi ako su X i

‘::.,.P—‘ . Y nezavisne
- I o, ()v-v')afyx J‘l.'f\' (x)lx 4 E[X]x E[Y] sluCajne promjenljive |
2 i fxv(x,y) = fx(x)x ty(y)

m-ti moment sluCajne promjenljive

E [.\' ] = J\ " (xkdx

m=2 predstavlja srednju kvadratnu vrijednost.



Momenti slucajnih promjenljivih

‘__

Varijansa

var[X]= E|(X - E[x])*|= ~3X
= Elx? |+ {E[x] - Z{b[X }7 [ ]

Var[X + Y] = E|(X + Y - E[x]- E[r]}*|=

< [0 yEDQELY] 7 (e iy -

y=—u0 X=—00

- Elx = E[XT + (¥ = E[Y]} +2(x = E[x )Y - E[¥))=
= E|(x - E[x]} J+ E|(y - E[Y)) X - E[x)\Y - E[r])] =
= Var| X |+ Var[Y ]+ 2€[(x - E[x](y - E[Y])]) kovarijansa

Var[X 4 Y] - Var[X] i Var[Y] Ako su X 1Y nezavisne

C, = JVar|X| Standardna devijacija
£ Sx Koeficijent varijabilnosti, koji je jednak 0 za deterministicke

E[X] slu¢ajne promjenljive



Momenti slucajnih promjenljivih

centralni moment m-tog reda

E[(X =B X" ] = jn - E[X])" £, (x)dx

Kovarijansa

Cxy=E[(X—E[X](Y—E[Y])]



Transformacije slucajnih promjenljivih

* Funkcija generisanja vjerovatnoce

— Primjenjuje se na diskretne slucajne promjenljive, poznate
raspodjele vjerovatnoca, koje uzimaju nenegativne i cjelobrojne
vrijednosti.

X(z)= E[: J J: Z zAProlv{,‘(' =k 'g, for t:! <1
k
— Radi se o nizu sa nenegativnim koeficijentima, koji je definisan za
sve vrijednosti slucajne promjneljive.

Klg=1= ZPTUI"-'{X = k=] Uslov normalizovanosti
X(z =0)=Prob{X =0} <1

z*Prob{X =k
2 roby r}‘ <Z

L
K

X (z) =

z" Pmb{X = kH = Zl:‘ Pmb{X = k} o Zth{X = ff} =1
k k



Transformacije slucajnih promjenljivih

* Funkcija generisanja vjerovatnoce

X'(z):,iz:kPmb{X = k} = Ziz" I’rob{X = k} = Zk:k"Prob{X = k}
k

gl
= X'(z Zﬂmbx k)= E[X]
X"(z)zdiZkz""'Prob{X:k Zk—z* 'Prob{X =k}="Y k(k—1)z**Prob{X = k{
12k k

= X'z Zk Prob{.X —ZkProb (X =k
k

X"(z=1)+ X'(z =1)= E[x?]



Transformacije slucajninh promjenljivih
* Funkcija generisanja vjerovatnoce

— Razmotrimo dvije slu€ajne promjenljive X iY, i nadimo funkciju
generisanja vjerovatnoca njihove sume W=X+Y

Probii¥’ = j}= Z Prob{X = k{Prob{y = j—k}=
oo icm Konvolucija
= Prob{X =k {®, Prob{¥ = /\'}

w(z)=X(z)r(z) Na osnovu osobina Z-transformacije
ILI
W(z)= Z /Prob W = j= ZZ /Prob{X =k ,thﬂ’ = j—k| f=

—Zl’lob X —/\,Z ’Ptob) = j—k}=

= Z Prob{X = k}z* Z:’ “Prob{Y = j -k} =X(2)¥(2)

i



Transformacije slucajninh promjenljivih
* Funkcija generisanja vjerovatnoce

— Nekada je poznata funkcija generisanja vjerovatnoca, a treba
odrediti raspodjelu vjerovatnoca.

, " <
},'(3) = Z;"' F‘rgb{]{ — f{} > PI’Ub‘{‘-Y % : = —‘ = - 1‘\",_2)

k v z=(

Na bazi razvoja Mac Laurin-ovog reda



Laplasova transformacija funkcije gustine vjerovatnoca

Za slucCajnu promjenljivu X (kontinualnu definisanu za x<[0,+<} ili
diskretnu) sa funkcijom gustine raspodjele f,(x) Laplasova
transformacija X(s) je definisana kao

J‘f_\. (x)e™" dx Za kontinualne slu€ajne promjenljive
0

x(5)= Ele )=

> Prob{X =kje™ Zza diskretne slu¢ajne promjenljive
Veza izmedu Laplasove’ transformacije i karakateristiCne funkcije za
kontinualne sluCajne promjenljive i xe[0,+«~} se dobija za s=-jo
X(s=0)=1 uslov normalizovanosti

Slicno kao za karakteristiCnu funkciju moze se pokazati

E[x™]=(-1)" x*)(s = 0)



