1 DIGITALNA OBRADA SIGNALA - IX racunske
vjezbe

1.1 Zadatak 1.

Impulsni odziv diskretnog, linearnog, vremenski invarijantnog, kauzalnog sistem
je zadat graficki na slici dolje. Na ulaz sistema se dovodi bijeli sum x(n) sa
varijansom o2 = 2 i srednjom vrijednoséu p, = 0. Odrediti srednju vrijednost,
autokorelacionu funkciju © varijansu izlaznog signala.

RjeSenje:

Izlazni signal y(n) diskretnog, linearnog, vremenski invarijantnog sistema za
ulazni signal z(n) moZe se izracunati ako se zna impulsni odziv h(n) koris¢enjem

sledece relacije:
(o9}

y(n)= Y z(k)h(n—k)

k=—o0

Srednja vrijednost izlaznog signala u n-tom trenutku je:

py(n) = E{y(n)} = E{ Y w(k)hin - k)} = Y hln—k)E{z(k)}

k=—o0 k=—o00

Obzirom da je srednja vrijednost ulaznog signala u (k) = E {x(k)} jednaka nuli,
na osnovu prethodne formule zaklju¢ujemo da je i srednja vrijednost izlaznog
signala takode jednaka nuli, dakle p,(n) = 0.

Z-transformacija autokorelacione funkcije izlaznog signala R,,(z) se dobija
na osnovu Z-transformacije ulaznog signala R, (z) i Z-transformacije impulsnog
odziva po sledetoj formuli:

Ryy(2) = Rea(2)H(2)H"(1/27) (1)
Obzirom da je h(n) realan signal, prethodna relacija dobija oblik:

Ryy(2) = Rea(2)H(2)H(1/2)

A h(n)

1 1

01 2 3 n

Impulsni odziv zadat graficki, prethodnom slikom, se moze analiticki zapisati
kao:
h(n) =d(n) +25(n — 1)+ d(n — 2).



Njegova Z-transformacija ¢e biti:
H(z) = Z h(n)z™" = Z (6(n) +25(n — 1) +8(n —2)) 27" = 1422 4272

n=—oo n=—oo

Sa druge strane, postavkom zadatka je receno da je ulazni signal bijeli Sum,
njegova autokorelaciona funkcija je:

Tex(n) = Uié(”)a

a Z-transforamcija autokorelacione funkcije ¢e biti:

o0 oo

R,.(2) = Z ree(n)z™" = Z o25(n)z " =02 =2.

n=—oo n=—oo
Pa ¢e na osnovu (1), biti:
Ryy(2) = o2(1+227"+27%) (1+2:"+2%) =
= o0X(z 2 +4 +6+62+2%) =
20272+ 4271 + 6462+ 2%)
odnosno, autokorelaciona funkcija izlaznog signala u vremenskom domenu ¢ée
biti:
ryy(n) =2(6(n+2) +46(n+ 1)+ 64(n) + 66(n — 1) + 6(n — 2)). (2)
Potrebno je odrediti i varijansu izlaznog signala. Autokovarijansa izlaznog
signala je:
cyy(n,m) = E{[y(n) — p, (n)][ly(m) — p, (m)]"},
ako je m = n, autokovarijansa predstavlja varijansu izlaznog signala:
2
oy (n) = cyy(n,n) = E{|y(n) — p, (n)[}

Sa druge strane, veza izmedu autokovarijanse i autokorelacione funkcije je:

Cyy(n, m) = ryy(n,m) — My(n)/#: (m)
Uzimajuéi u obzir da je dobijeno da je srednja vrijednost izlaznog signala
piy{n) = 0, kao i definiciju varijanse, dobija se

oy (n) = ryy(n, n)

Na ulaz je doveden bijeli sum koji je stacionaran u Sirem smislu, §to znaci

da mu autokorelaciona funkcija ne zavisi od trenutka posmatranja, ve¢ samo od
razlike m — n. Sada ¢e varijansa izlaznog signala biti:

UZ (n) = 1yy(0)
Dakle, vrijednost varijanse ¢emo dobiti kada uvrstimo n = 0, u (2):
‘732;(”) =71yy(0) =6
Ukoliko se uporedi vrijednost prethodno dobijene varijanse i Z-transformacija

autokorelacione funkcije, moze se zakljuciti da ¢e varijansa biti jednaka kon-
stantnom ¢lanu u Ry, (2).



1.2 Zadatak 2.

Diskretni sistem ¢iji je impulsni odziv h(n) = 27™u(n) pobuden je bijelim $u-
mom xz(n), srednje vrijednosti p, = 0 i varijanse o2 = 2.
Odrediti srednju vrijednost izlaznog signala;
Autokorelacionu funkciju ulaznog signala ry.(n);
Spektralnu gustinu snage izlaznog signala;
Autokorelacionu funkciju izlaznog signala vy, (n);
Varijansu izlaznog signala o2(n);
Kroskorelaciju ulaznog i izlaznog signala.
Rjesenje
1. Srednja vrijednost ulaznog signala p,(n) je jednaka nuli, pa ¢e srednja
vrijednost izlaznog signala u n-tom trenutku biti:

S G o o=

ﬂym):E{y(n)}:E{ > x(k)h(n—k)} = 3 h(n—K)E{e(k)} =0

k=—o0 k=—o00
2.
Tz:v(n) = Uié(n)
3. o
Syy(w) = |H(€jw)| Syz (W)
Serw) = Y raa(n)e = 3 olb(n)e " =0}

Fourier-ovu transformaciju impulsnog odziva diskretnog sistema mozemo do-
biti koriste¢i vezu izmedu Fourier-ove i Z-transformacije, pa ¢e biti:

oo oo o0 1
H(z) = Z h(n)z™" = Z 27"u(n)z"" = 22_"2'_" ={-1°-
n=-—oco k=—o00 k=0 2z
_ 2z
o 2z-1
uz uslov da je |i| < 1, odnosno |z| > 3, i na kraju dobijamo:
2eiw
H(w) = H(2)z=civ = Seio —1
Dalje,
2eI® 2 2
HOI = |5mee]| - - -
2eiw — 1 |2(cos(w) + jsin(w)) — 1] \/(2 cos(w) — 1)2 + 4sin®(w)

2 _ 2
\/4 cos?(w) — 4cos(w) + 1 + 4sin?(w) /b — 4cos(w)




Sada se spektralna gustina snage izlaznog signala moze dobiti kao:

2 L, s
Suy() = ( 5 —4cos(w)> 7r 75 — 4cos(w)

2z 2l
2 z
Ryy(2) = 005 — 211

Moze se provjeriti dio zadatka pod 3. Naime, po definiciji je spektralna
gustina snage izlaznog signala jednaka Fourier-ovoj transformaciji autokorela-
cione funkcije, odnosno:

2e7w 2e~ 1w 4
_ 2 _ 2 .
Syy(w) = Ryy(2)z=eiv =03 Seir — 19075 =1 = O i 3eie —3ee 1=
402 8

x

5 — 4 cos(w) T 5- 4 cos(w)

sto je 1 ocekivano. Autokorelaciona funkcija ry,(n) izlaznog signala se moze
dobiti kao inverzna Z-transformacija Ry, (2):

2z 2
Ryy(@) = oig—35—

Da bi se dobila autokorelaciona funkcija izlaznog signala na osnovu njene
Z-transformacije, potrebno je znati oblast konvergencije. Oblast konvergen-
cije Z-transformacije autokorealcione funkcije je prsten, u nasem slucaju je
1/2 < |z| < 2. Da vidimo kako smo dobili bas ovakvu oblast. Ako posma-
tramo izraz za Ry,(z), vidimo da smo prvi dio oblasti konvergencije dobili pri-
likom izracunavanja H(z), gdje smo zakljuéili da mora biti [z| > 5. H(1/z)
¢e imati oblast konvergencije ’%} > %, odnosno, |z| < 2. Oblast konvergencije
proizvoda dvije Z-transformacije je presijek pojedina¢nih oblasti konvergencija,
otuda 1/2 < |z] < 2

Trazimo inverznu Z-transformaciju za:

z A B
= do2 =  — 452
By (2) Ttz -1 (2-2) C® (2z—1+2—z>
1 2
A = > B=:
3’ 3
Pa ¢e biti
402 1 2 402 [ & 1
Rl =5 (1 v a2) = 5 _;z+1_;>
uz uslove
1




odnosno 1/2 < |z| < 2, §to se i poklapa sa oblaséu konvergencije Z-transformacije
autokorelacione funkcije izlaznog signala, pa se iz ovog oblika moze traziti au-
tokorelaciona funkcija izlaznog signala:

402 % 1 402 >
@) = 3 (1j1+1_z)=3<2

2z 2

n=1 0
102 (S (1\" ., = (2"
- S (EG) 2 6)7)
n=1 n=-—oo
402 402

Tz (2—7lu(’n — 1) + 2nu(_n)) _ 72_“”

Tyy(n) 3

3

5. Imajuéi u vidu rezultat iz prethodnog zadatka i ¢injenicu da i u ovom
slucaju vaze isti uslovi, dobija se:

072; =1yy(0) = 3

6. Za Z-transformaciju kroskorelacione funkcije vazi:

22 1 [ 1\"
Rys(2) = H(2)Rea(2) = 57— 1 |le1>3 oy = = 1Oy =0, Z <2z)
n=0

2z

| &]<1
Pa ¢e kroskorelaciona funkcija biti:

Tyz(n) = ai?‘"u(n) = 2_’L+1u(n)



