Integrali uslova ravnoteze elementa Stapa i izrazi za sile u presjecima

dN+p_dx=0
dT+p, dx=0
dM -T dx=0

Direktnom integracijom uslova ravnoteze elementa Stapa dobijamo sile u presjecima:
C C C
chNi—jpxdx TczTi—J‘pydx Mcle.JrJ.de
i i i
Primjenom parcijalne integracije dobijamao:

C C

dex :Tx/f—_.-xdT =T x —Tx, —jxdT

l l

Promjena transverzalne sile je dT=-p dx slijedi

dex =T x, —Tx, + jxpydx



Ako u ovaj izraz ubacimo vezu (2b* x) dobija se:
C C
ITdX =T.(x, —X,) —J‘py(xC —x)dx
1 1

Sada se sistem jednacina (uslovi ravnoteze) moZe napisati u sljedecem obliku
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C 1
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T. =T —jpydx

M, =M. +Ti(xC —xi)—_“(xC —X)pde
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Jednacine predstavljaju integrale uslova ravnoteze elementa Stapa, odnosno, uslove ravnoteZe

svih sila na kona¢nom dijelu Stapa od i do c.



Sli¢nim postupkom moZemo i1zvesti izraze za sile u presjeku c integracijom uslova
ravnoteZe elementa Stapa od ¢ do k:
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Na osnovu izvedenih jednacina mozZe se iskazati sljedece:

= Normalna sila Nc u presjeku c Stapa ik jednaka je algebarskom zbiru
komponenti svih spoljasnjih sila koje djeluju na stap lijevo ili desno od
posmatranog presjeka, a u pravcu ose stapa

= Transverzalna sila Tc u presjeku c Stapa ik jednaka je algebarskom zbiru
komponenti svih spoljasnjih sila koje djeluju na Stap lijevo ili desno od
posmatranog presjeka, a u pravcu upravnom na osu Stapa

= Moment savijanja Mc u presjeku c Stapa ik jednak je algebarskom zbiru
momenata svih spoljasnjih sila koje djeluju na stap lijevo ili desno od
posmatranog presjeka, a u odnosu na teziste tog presjeka.



Kada je stap neopterec¢en duz ose Stapa tada je p,=p,=0:

N.=N. =N,
T.=T, =T,
M, =M, ""Ti(Xc _X'):Mk _Tk(Xk _Xc)

1

Iz jednacina se primjecuje da se sile u proizvoljnom presjeku Stapa mogu odrediti ako
su pored zadatog optereCenja px i py poznate i sile na jednom ili na drugom kraju
Stapa ili bilo koje tri veliCine X, X, i X; iz Kojih se sile na krajevima Stapa mogu
izraCunati.

Veli¢ine Xi, i=1,2,3, mogu biti komponente sila u odredenim poprecnim

presjecima ili linearne funkcije ovih komponenata, a najpogodnije je izabrati da
su sile na krajevima Stapova:

Xi=X(N;, Ty, M, Ny, Ty, M)
X,=X,(N;, Ty, M, Ny, Ty, M)

X;=X,(N, T, M,, N, T, M,)



Sile na krajevima stapa i —k nijesu medusobno nezavisne ve¢ moraju zadovoljiti
uslove ravnoteze Stapa kao cjeline:

R £
wr el
N; VA V'R, b/ N
5 Ti vk
X =X; =
e [ el Sl .
N_-N+R =0 ERLl 1 &L — odstojanje
k- = 24 rezultante optereéenja od
kraja k , odnosno, kraja 1
T~T,+R,=0
M-M-T,L+R&;L=0  ili  M-M-T,L-REL=0
Gdje su:

R Ipxdx R, Ipydx R &L= I —x ,ax R .G L= Ix xpa’x



Tri definisane veze sila Xi (i=1,2,3) zajedno sa tri uslova ravnoteze Stapa kao cjeline

predstavljaju sistem od 6 linearnih algebarskih jednacina sa 6 nepoznatih sila na
krajevima Stapa N, T, M, N, T,, M,.

Kada si funkcije Xi medusobno nezavisne i nezavisne od uslova ravnoteze tada se
ovaj sistem moze rijesiti.

Velicine X. (i=1,2,3) se nazivaju staticki nezavisne velicine Stapa ili staticni neodredene
velicine.

Najpogodnije je izabrati da su: X, =M;, X,=M,, X;=§; =N;tN)/2
N,-N, =R,

N;+ N, =28,

Iz uslova ravnoteze Stapa 2x slijedi:

Ako rijeSimo ove jednacine dobija se: N.=S. +R /2 i N,=S, -R /2

M, - M.
L
Mk _Mi

Iz uslova ravnoteze za stap, treci uslov: _ '

Tk — _RyéR +



Nc — Sik + Nc,o

M, — M,
— x : +TC,0

Kada smo odredili sile na krajevima
Ni, Nk, Ti 1 Tk onda se sile u
proizvoljnom popre¢nom presjeku ¢ T
dobijaju na sljedeci nacin: C L

Mc — M1§c’ +Mk§c +Mc,o

R C
N c,0 — 2X - j p X dX
N_.. T.,1M_ zavise od zadatih sila p_ i
i p, i njihovih rezultanti: c

TC,O = Ryél’{ o ‘[pydx

1

1

I ako je jednostavno prikazati sile u presjecima primjenom analitiCkih izraza, mnogo ceSce
promjenu sila prikazujemo graficima koji se u Statici konstrukcija nazivaju dijagrami
presjecnih sila ili dijagrami sila u presjecima.



= dio koji zavisi od sila raspodijeljenih
po duZini ose Stapa

Oblici dijagrama sila u presjecima
zavise od raspodjele opterecenja po
duzini Stapa.

Kada iscrtavamo dijagrame presjecnih
sila jednostavno superponiramo
dijagrame koje poticu od sila na
krajevima Stapa i dijagrame koji potice
od opterecenja na Stapu.

Pri iscrtavanju dijagrama presjecnih sila
pozitivne normalne i transverzalne sile
nanosimo na '"gornju" stranu Stapa i
redovno  upisujemo znak, dok pri
iscrtavanju dijagrama momenata,
momente nanosimo- crtamo na onu stranu
Stapa koja je zategnuta i ne upisujemo
znak.

Grafik transverzalne sile - funkcija prvog
izvoda funkcije momenata savijanja.

dio koji zavisi od sila na krajevima
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Integrali deformacijskih jednacina i izrazi za pomjeranja i obrtanja

Obrtanje elementa ose ¢ 1 obrtanje poprecnog presjeka @-¢, , kao i pomjeranje uiv
odredujemo integracijom jednacina (za ds=dx)

d(p-¢)=-x, dx du= ¢ dx dv= ¢ dx

(p—0:). —(0—0:), =—jzdx

C

u, —u, =J£ dx

V.-V, = jgo dX—j@TdX+j¢TdX = F¢de+j(¢—¢T)tix



Iz trece jednacine primjenom parcijalne integracije dobija se:

(f(co—(pT)dx=x(¢—(pT)/f—jxd((p—¢T)

c

(-0 bx=x.(p-0). —x(p—p,), + [ x zdx
Prvu jednacinu pomnoZimo sa X :

C

X (p—0r), =x(p -1 ) — [ x 2dx

1
uvrstimo u prethodnu jednacinu i dobija se:

C C

[ (o= Hx=(0-0,)(x. - jx —x) ydx

i
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Sada jednacine dobijaju sljedeci oblik:

(¢_¢T)c =(¢_¢T)i _jldx

C
uczui+jgdx
1

v =v; +(x, =x M=), — [[(x. =x)x —r Hix

Pomjeranja i obrtanja u presjeku ¢ data u funkciji
pomjeranja i obrtanja na kraju i i deformacije

elementa ose Stapa
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Pomjeranja i obrtanja u presjeku c data u
zavisnosti od pomjeranja i obrtanja na kraju ki
deformacije elementa ose stapa
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Specijalan slucaj, Stap se ne deformise: Y & @r =0

P =0 9=
Tada je u'=u,, ud=u,

V' =V (X X)) 0 5 V=V -(XXC) 0

ovi izrazi nam pokazuju da pomjeranja i obrtanja presjeka c, bilo da ih
racunamo sa lijeve ili desne strane, odreduju onaj dio pomjeranja Stapa koji
poti¢e od pomjeranja Stapa kao krute plo¢e u ravni.

VeliCine u,, v,, @, u,, v,, ¢, odreduju pomjeranja Stapa kao krute ploCe u ravni

Medutim, umjesto pomjeranja i obrtanja krajeva, mogu da budu zadate tri
veliCine koje odreduju pomjeranja Stapa kao krute ploCe u ravni. Te veliCine,
koje obeljezavamo sa U,, U,, U, zovu se deformacijski nezavisne veli¢ine
Stapa , i mogu biti pomjeranja ili obrtanja krajeva i ili k ili linearne funkcije tih
veli€ina:

U = U (u;, v, 9, Uy, v, 0f) 5 j51,2,3



OpSti izrazi za pomjeranja tacaka i obrtanja presjeka mogu da se napiSu na sljedeci
nacin:

(P -01)c =(0-01)cotUyj0 4+ Uy0.,+U; 0,
uc =uc,o + U1 uc,1 + U2 uc,2 + U3 uc,3
Vc =Vc,o + U1 Vc,1 + U2 Vc,2 + U3 vc,3

(¢ = Op)eo » Ueor Ve, — Obrtanja presjeka i pomjeranja tacaka ose Stapa usljed
dejstva spoljasnjih uticaja kada su U;= U,= U, =0, odnosno pri stanju U=0

U > Vei » @ »J=1,2,3 — predstavljaju obrtanja presjeka 1 pomjeranja tacaka
ose Stapa kada se Stap pomjera kao kruta ploca u ravni a kada je jedna od U=1

a ostale dvije veli¢ine U su nula. Stanja pomjeranja Stapa kratko ¢emo zvati
stanje U = 1, stanje U,=1 i stanje U =1

Usvaja se da su: U=u, ,U=v,,U=v,



Obrtanja presjeka (¢ - ¢;) ' 1 pomjeranja u ' . v 'usled deformacijski neodredenih veli¢ina
U,, U,, U, dobijamo polazeci od izraza za obrtanja i pomjeranja Stapa kao krute ploce u
ravni

. c L p

(@ -0, =Wy

u,, v, —kompontalna pomjeranja tacke 1,
translacija ploce za veli¢inu pomjeranja
tacke 1

V. — ugao rotacije Stapa kao krutog tijela

(@ - Op)e, s Ueo Ve, —Obrtanja presjeka i pomjeranja tacaka ose Stapa pri stanju U,=0




(o - (PT)C =(op - (PT)c,o + U1 Pc.1 r Uz Pc2 = U3 Pc,3
uc =uc,o + lJ1 uc,1 + U2 uc,2 + U3 uc,3
Vc =Vc,o + U1 Vc,1 + U2 Vc,2 + U3 Vc,3

(P-B)i =Yt T

s o Lik o

superpozicija



Kako odrediti obrtanje tetive stapa vy, ?

Kada u prethodne relacije ubacimo da je & =1 pomjeranje v, =v, tada dobijamo:
Vi 7 Vi
L ik

Vie™ Vi T Ly Wi W =

Ova relacija se moze izvesti 1 direkno sa slike, preko sinusa tog ugla:
Vi 7 Vi

siny,, =

Kako su u teoriji malih deformacija veli¢ine y,, AL, , v,, v, toliko male da im se njihovi
kvadrati 1 proizvodi mogu zanemariti, slijedi:

i~ VeV I_ALz'k

Lik + ALik Lik Lz’k Lik

"~/

Siny, =y, =



Kada izraz za obrtanje tetive Stapa ubacimo u prethodne relacije dobija se:

(@ = 97)' = (Vi -v)IL;,
u'= u

1
| —
Ve =V, gc'+vk &c

Kada ovim vrijednostima dodamo obrtanja i pomjeranja koja nastaju pri stanju U,=0 tada
dobijamo ukupna pomjeranja:
(p=r). =——+(0-01).
ik
u, =u, +u oo

!
Vc - Vié:c + Vké:c + Vc,o
(¢ - (PT)C,O > Ug o 1 Veo je potrebno odrediti
c k
(¢_ Dr )c,o =Ty — _[de =Tyt _[de

U, = jedx =AL, —.ngx

c k

Voo =6 LyTy _I[(Xc - X)Z — @y ]dX =& L7y — H(X — X, )Z + @1 ]dX

i ©



U kojima su uvedene sljedece oznake, deformacijske veli¢ine Stapa kao cjeline date preko
pomjeranja i obrtanja krajeva Stapa:

ALy =u, —u,

Tix :((P_(DT)i — Vi :((P_(DT)i _%
ik

T :(CD_CDT)k Vi :(¢_¢T)k _VkL_Vi
ik

Veli¢ine AL, t, 1 7, imaju jednostavno fizicko znaCenje:

AL, promjena duZine tetive Stapa

] —_
I'ycos v +u, =1, +uy

cos vy, =1

_ Pop ) Fog
L, +AL, +u, =1, +u, T H
L

AL, =u, - u,

1




T, deformacioni ugao na kraju i Stapa i-k, razlika ugla obrtanja na kraju i obrtanja tetive
Stapa :

= (P-Qp); - Vir !

T,; deformacioni ugao na kraju k Stapa i-k ;‘wgﬁk T, }w

AL, , T, 17, su Ciste deformacijske veli¢ine i jednake su nuli kada se Stap ne deformise

Ove veli¢ine mozemo prikazati 1 preko deformacijskih veli¢ina elementa Stapa y, € i @,
kad u ranije izvedenom izrazu tacku c izjednacimo sa tackom i:

|k
Tk = L_j(é:LikZ_(DT ﬁx

Ty ==
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Veze staticki nezavisnih velic¢ina i deformacijskih veliCina Stapa

Da bi odredili staticke velicine u presjeku potrebno je poznavati p, , p, , 1 tri nezavisne
staticke veliCine X1 (i=1,2,3).

Da bi odredili pomjeranja i obrtanja poprecnih presjeka treba poznavati presjecne sile N,
T 1M, t1Ati tri deformacijski nezavisne veli¢ine Ui (i=1,2,3).

Znaci da bi odredili sve uticaje potrebno je da znamo tri nezavisne saticke veliCine Xi 1 tri
deformacijski nezavisne veli¢ine Ui ili manje jednih a viSe drugih tako da suma bude 6
nezavisnih veliCina.

Ako su nam poznate samo deformacijske veli¢ine najbolje je usvojiti:

Uj = Uj (uia Vi ((P'(PT)i, Uy Vio ((P'(PT)k) ’ j=1929"-96
koje su linearno nezavisne.

Ako iskoristimo veze pomjeranja i deformacijske veli¢ine AL,, 7, i T, i veza sa
statickim velicinama, dobijamo veze izmedu stati¢kih 1 deformacijskih nezavisnih veli¢ina 1
pomjeranja 1 obrtanja krajeva Stapa.

Usvajamo:
U=y, U=y, U=y, U=ve, Us=(9 - 0p); 5 Ug=(0 - o)y

X=M;, X;=M;, X;=§;,



Kada u ove relacije

N
5—ﬁ+att 0 = kT
L=
LM A GF
EI h
| N=§,+N
Ubacimo veze
=AM
L
M=MS&+M<E +M,
Slijedi da je
S, N, 1
&= EF+EF+att Tik :L—m!(gLikl_¢TﬁX
’ M At
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uvedemo sljedece oznake:
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Dobijamo veze izmedu statickih i deformacijskih veliCina:
Aly = SikAik,S T Aik,O T Aik,t
ty =Mooy + M, fy + Kipo T Xigy
T, =M,p, + Mo, +a,,+ay,
Ako AL, 7, i T,; prikaZemo preko pomjeranja na Krajevima Stapa:
SikAlik,s = (u, —u;)— Alik,o - Alik,t
M,a, +M B, =(p—@) -k Vi _ o _
wCu + M Py =(@—@r), 7 ik o ~ Xig ar
ik

v
— k i
M, B, +M a, =—(@p—¢;), + I3 U0~ Ay
ik



