Z0. (Lema o zamjeni ekvivalentnih formula) Neka su A, B i C iskazne formule
tada je
E(B+ C)— (A+ A(B/C))).

Rj. Neka je v € 2P proizvoljna valuacija. Dokazimo da je v((B < C) — (A +
A(B/C))) = 1. Razmotrimo sledeée slucajeve:

I) Ako je v(B « C) = 0 tada na osnovu semantike za — vazi v((B <> C) —
(A+ A(B/C))) =1.

IT) Ako je v(B «+ C) = 1. Tada treba dokazati da je i v(4 < A(B/C)) =1
iz cega slijedi da je v((B < C) — (A < A(B/C))) = 1. Za dokaz ovoga
ponovo razmotrimo dva podslucaja:

a) Ako B ¢ sub(A) onda je A(B/C) = A pa se dokaz svodi na v(A +
A) =1 sto je ocigledno na (osnovu = A — A).

b) Ako B € sub(A). U ovom slucaju dokaz izvodimo indukcijom po
slozenosti formule A.
Baza indukcije: Neka je A = B. Onda je A(B/C) = A, sto se
dokazuje na isti na¢in kao pod a); ili je A(B/C) = C pa je v(A «
A(B/C)) =v(B <+ C) =1 (po pretpostavci za slucaj II).
Indukcijski korak. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve formule
manje slozenosti od formule A. Dokazimo da tada tvrdenje vazi i
za formulu A.
19 Ako je A = —A; onda je A(B/C) = =A;(B/C). Ako je v(A) =0,
tada v(A) = 0 akko v(—A;) = 0 akko v(A4;) = 1 akko (po ind. pp)
v(A1(B/C)) =1 akko v(—=A;(B/C)) = 0 akko v(A(B/C)) =0, pa je
v(A + A(B/C)) = 1. Sli¢éno ako je v(A) = 1, tada v(A4) = 1 akko
v(—A;) = 1 akko v(Ay) = 0 akko (po ind. pp) v(A1(B/C)) = 0 akko
v(=A1(B/C)) =1 akko v(A(B/C)) =1, pa je v(A < A(B/C)) = 1.
Dakle, u svim slucajevima je v(A + A(B/C)) = 1.
20 Ako je A = A; A As onda je A(B/C) = A1(B/C)NA3(B/C). Ako
je v(A1) = 11 wv(A2) = 1, onda je po ind. pp. v(A;(B/C)) =11
v(A2(B/C)) = 1 pa na osnovu semantike za A dobijamo v(A;AAy) =
1iv(A1(B/C) A A2(B/C)) =1 pa je v((4A1 A Ag) < ((A1(B/C) A
A2(B/C))) =1tj. v(A + A(B/C)) = 1. S druge strane, ako postoji
i € {1,2} tako da je v(A;) = 0 onda je po ind. pp. v(A;(B/C)) =0
paje v(A1 AN A2) =0iv(A1(B/C)AA2(B/C)) =0 iz tega dobijamo
v((A1NAg) + ((A1(B/CYNAS(B/C))) =1tj. v(A+ A(B/C)) = 1.
3% Ako je A = A;V Ay. Uradite sami. Razmotriti podslucaj v(A;) =
01iwv(A2) =01 podslucaj v(A;) =1 za neko i € {1,2}.
49 Ako je A = A; — A,. Uradite sami.




Napomena. Drugi naéin za dokaz (npr. 2°) je preko tablice u kojoj koristimo
v(A;(B/C)) = v(A;) na osnovu ind. pp v(A; + 4;(B/C)) = 1:

Ay [ Ay | A\(BJC) | Ay(BJC) [ A=A, A A, | A(B/C) = AL(B/C) A A3(B/C) | A< A(BJC)
0] 0 0 0 0 0 1
0] 1 0 1 0 0 1
1|0 1 0 0 0 1
1|1 1 1 1 1 1

Z1. (Teorema interpolacije) Neka nije = —A inije = B. Ako je = A — B onda
postoji formula C' koja samo sadrzi iskazne promenljive koje su zajednicke za
formule Ai B takvadajeE A—CifEC — B.

Uraditi zadatak za formule A(r,q,p) i B(s,q,p) date tabelom:
s|r A|B

e e e e e I =l =] =] =] k=] o] ] Fe)
e Bl B ) E==] Ke=)] Nl Nes) BT Y B B Hen) Neaol Ren)l Nan)

) Bl E=1 K==l Bl N Nesl Nas) BT B Neo) Reol oY o) Reol Haol No)

[ E=l i el e Res 1 Neol Bo) Nes) BT Neol BE el ) Neol Lo

Rl o|lo|lo|lo|o|r|ol+ololololol~lo
e Bl i el el = e e e e e =) e B Bl K =)

Rj. Formulu A(p1, ..., pn1) zapisimo u (savrsenoj) DNF a formulu B(q, ..., gn2)
u (savrsenoj) KNF. Imamo da je:

nl n2

A=\/Ki Ki=NA\p"iB= \Dj, Dj=\q"
i<k =1 j<m =1

Iz = A — B dobijamo = \/igk K, — /\jgm D, pa kako = /\jgm D; — Djr za

svako j' € {1,...,m} to na osnovu tranzitivnosti vazi = \/,., K; = Dj/. Neka je

D', formula koju dobijamo kada u disjunkciji D, izostavimo iskazne promenljive

(i njihove negacije) koji se ne javljaju u formuli A. Tada =\, K; — D;,.

. [ . e . N ..
Zaista, Dj; = \/;;21 q,”"" pa ako je v valuacija i v(A) = 1 konstruisimo valuaciju

u takvu da je u(qléj'l) = 0 ako se ¢; ne javlja u A, inace je u(p) = v(p) za ostale
iskazne promenljive p. Ocigledne u(A4) =11 u(D},) =u(Dy), paiz E A — Dy
dobijamo u(Dj) = 1 tj. v(D}) = u(D},) = 1. S druge strane Dy = D’, v D7,
pa ': D;, — Dj/.



Neka je C' = A, Dj. Sada, za svako j € {1,...,m} i valuaciju v ako je
v(A) =1 onda je i v(D’) =1pajeiv(C)=1. Takode, ako je v(C) =1 onda
je za svako j € {1, .. m} v(D}) =1pajeiv(D;)=1tj. v(B) =1

Dakle, = A — C'i = C — B. Sto je i trebalo dokazati.

Za konkretan primjer imamo A(r,q,p) =1zar=0,q=0,p=1ir=1,9q=
Lp=1tj. A=(—-rA—-gAp)V(rAqgAp). B(s,q,p)=02zas=0,q=0,p=01
s=1,gq=1,p=0tj. B=(sVqVp)A(-sV—qVp). Ovdje je D1 = (sV¢Vp), pa
kako se s ne javlja u A dobijamo D} = (¢ V p). Sli¢no dobijamo D} = (=g V p),
odnosno C = (¢ V p) A (=g V p). Provjeriti da za formule iz ovog primjera vaze
svi uslovi koje smo naveli u dokazu (npr. = A — D} , =D} — D; ).

Napomena. Mi smo gledali i modifikovali formulu B da bi dobili formulu
C. Mozemo li modifikovati formulu A pa da dobijemo formulu koja zadovoljava
trazene uslove? Npr. da li u konkretnom primjeru za C' mozemo uzeti C' =

(=g Ap)V(gAD)?
Z2. Dokazati - (C - A) —» (B — C) — (B — A)).

Rj. Dokaz 1. Po teoremi dedukcije dovoljno je dokazati (C — A), (B — C),B I
A. Uvedimo oznaku ¥ = {(C' — A), (B — C), B}. Sada treba dokazati ¥ F 4, a
dokaz za ovo je niz formula A} = B € X, Ay = (B — C) € 3, A3 = C po modus
ponensu na formule A;, Ay (u daljem oznaka (MP 1,2)), Ay = (C — A) € X,
As = A (MP 3.4).
Dokaz 2. To teoremi tranzitivnosti vazi (B — C),(C — A) F (B — A). Na
osnovu pravila permutacije pretpostavki dobijamo (C' — A),(B — C) F (B —
A) a na osnovu ovoga primjenom dva puta pravila (teoreme) dedukcije dobijamo
F(C—A)— (B—C)—(B—A).
Dokaz 3. Dokaz je niz formula A; = (C — A) — (B — (C — A)) € Ty,
A =B = (C - A) - ((B—-C) = (B—A) T, A3 = (C - A) —
((B— C)— (B — A)) primjenom pravila tranzitivnosti na formule A; i As.
Dokaz 4. Dokaz je niz formula (ne koristimo tranzitivnost i ne koristimo teoremu
dedukcije; dokaz je dobijen na osnovu dokaza 1 postepenim modifikovanjem
prethodnog dokaza da se smanji broj pretpostavki za jedan) A; = (C — A) —
(B—>(C’—>A))eTl,AQ:(B—>(O—>A)) (B—C)— (B — A) €Ty,
A3:A2%((C%A)%A2):(( C —-A4))—-(B—-C)— (B—
) S ((C = A) 5 (B (C > 4) = (B> €)= (B > A)) e T
A

Ay =(C =5 A) - A =(C = A) > ((B—=(C—A4)) > (B—-C) —
(B—>A)))(MP23),A5_A4—>(A1—>A7 =({(C—>A) - (B—=(C—
A) - (B = C) = (B = 4)) = ((C—A) = (B—=(C—=A4) =
((C’%A) (B—=>0C) = (B—= A)) €Ty As = A1 —» A7 = ((C —
A) - (B—=(C—A4) = (C—=A — (B—=C)—= (B— A)) (MP 4,5),
A7 =(C—>A) = (B—>C)— (B—= A)) (MP 1,6),

Z3. Nekaje To = {("A—)"B) — (B —>A) : A,B S F} iT’ =TyUT, UT,.
Ako je T' skup aksioma a modus ponens (MP) pravilo izvodenja dokazati da
je T; C Con(T") za i = 3,4,...,11 tj. svaka instanca aksioma T; je dokaziva.
Veznici A i V se uvode kao skraé¢enice preko veznika — 1 —.



Rj. Iz Ty U T, dokazanana je teorema tautologije (tj. = A — A), teorema
(pravilo) dedukcije, tranzitivnost implikacije,... pa ih dalje koristimo kao veé
dokazane. Napominjemo, da ako nesta dokazemo mi to koristimo u narednim
koracima kao i posledice toga $to smo dokazali (koje su dokazane na predavan-
jima).

() Ty={-A— (A—B) : A BeF}

Po pravilu dedukcije dovoljno je dokazati —A, A + B tj. ¥ = {-A, A}
Dokaz za formulu B iz ¥ je sledeéi niz formula:
A = —-A € >, Ay = —A — ("B — _\A) e Ty, A3 =-B =+ -A (MP 1,2),
A4:(_‘Bg)_\A)4)(A4)B)GT(),A5:A*>B(MP3,4),A6:AEE,
A7 = B (MP 6,5).
Koristili smo oznaku (MP 1,2) Sto znaéi da je formula Az dobijena primjenom
modus ponensa na formule Ay i As.
Drugi dokaz. Iz formula A’ = -4 - (-B - -A) e T1 i A” = (=B —» —-A) —
(A — B) € Ty primjenom pravila tranzitivnosti (u daljem skra¢eno (TRANZ))
dobijamo - -4 — (4 — B).

(b) F ==A — A (jaki zakon dvojne negacije) tj. ~——AF A

Ako na aksiome =4 — (mA — ~——A) € Ty i (WA = -——A) = (A —
A) € Ty primjenimo (TRANZ) dobijamo + ——A — (-—A — A). Sada ako
na prethodnu formulu koristeéi pretpostavku ——A dva puta primjenimo (MP)
dobijamo A tj. ——AF A.
Drugi naéin (tj. precizniji zapis prethodnog dokaza). Dokaz (po definiciji) bi
podrazumjevao da napisemo niz formula koji iz ¥ = {——A} dokazuje A. Na
osnovu prethodnog to nije tesko uraditi.
A =—-—AeX Ay =--A— (mA = A €Ty, A3 = (mA — =——A) (MP
1,2), Ay = (A = -—=2A4) = (A = A) € Ty, As = (A — A) (MP 3,4),
Ag = A (MP 1,5).
Treé¢i na¢in. Sliéno kao u prvom dokazu koriste¢i Ty, Tg i tranzitivnost dobi-
jamo By = == A — (——A — A). Sada koristimo distributivnost — tj. aksiomu
By = (A — (A — A) = (—A—- —A) - (——A = A)) € Tp. Prim-
jenom (MP 1,2) dobijamo B3 = (-—A4 — —-—A4) — (-—A — A). Uzmimo
By = (——A — ——A) (teorema tautologije). Primjenom (MP 4,3) dobijamo
B; = -—A — A. Dakle, niz formula (B, ..., Bs) je dokaz za formulu Bs =
-—A— At F-—-A— A

(¢c) F A — ——A (slabi zakon dvojne negacije) tj. A+ ——A

Dokaz je niz formula A; = -——=A — —A (jaki zakon dvojne negacije tj. (b)),
Ay = (A - -A) = (A— ——A) €Ty, Az=A— —-—A (MP 1,2).

(d) F (A — B) = (=B — —A) (slabi zakon kontrapozicije)

Dokazaéemo A — B + =B — —A. Dokaz je niz formula 47 = -—A — A
(b), Ao = A - BeX A3 =B — -B (¢), A4 = —A — —=—B (TRANZ
1,2,3), As = (-—A — —=—B) —» (-B — -A) € Ty, A = -B — - A (MP 5,6).
Napomena. Spajajuéi ovo tvrdenje i aksiomu T} (koja je jaki zakon kontrapozi-
cije) dobijamo dvojno pravilo kontrapozicije koje ée mo oznacavati sa (KP) da



bi uprostili dalje zapise:
A— B
-B — -A

&)k (A—>B)—»(~A—B)—»B)tj. (A—-B),(FA—-B)+B

Dokaz je niz formula Ay = -A - B € ¥, 4 = -B - -——A (KP 1
Ag— A A(b), Au=A— BeX, As — -B — B (TRANZ 2,3.4), Ag
-B— (B— (B — B)) €Ty, A= (-B = (B — ~(B — B))) — (( B
B)—>(ﬁB—>ﬂ(B—>B)))eTQ,Agz(ﬁB—>B)—>(ﬁB—>ﬂ( B)
(MP 6,7), Ag = =B — =(B — B) (MP 5,8), Ajp = (B — B) — ( 9),
A1 = B — B (tautologija), A1 = B (MP 11,10).

(f) Za valuaciju v i formulu A koristimo oznaku AY za A", Dokazati da
AY,B" F (A — B)". Ovo se svodi na Cetiri slucaja:

i) v(A) =0,v(B)=0pajev(A— B)=11i-A,-BF (A— B),

i) v(A) =0,v(B) =1pajev(A—B)=1i-A,B+ (A— B),

iii) v(A) =1,v(B)=0pajev(A— B)=0i A,-BtF —~(A — B),

iw) v(A) =1,v(B)=1pajev(A— B)=11A, B}—(A—>B)

Dokaz za B+ (A — B) je niz formula Ay = Be€ X, A, =B — (A— B) €
T1, A3 = A — B (MP 1,2). Pa po pravilu slabljenja shJede zz) iidv).

Dokaz za —A F (A — B) je niz formula Ay = -A € ¥, Ay = -A— (A—
B) € Ty, A3 = A — B (MP 1,2). Pa po pravilu slabljenja slijede 9) i 7).

Dokazimo 4ii). Uoc¢imo A, A — B F B (ovo je MP) pa je po teoremi de-
dukcije H A — ((A — B) — B). Dokaz za A,—B  =(A — B) je niz formula
Ay =Ae€e¥ A=A (A— B)— B), A3 = (A — B) - B (MP 1,2),
Ay=-B——-(A— B)(KP3), As=-Be¥X, A¢ = (A — B) (MP 54).

(g) Ako je (A A B) skradenica za (A — —B) i (A V B) skradenica za
(A — B) dokazati T3 do Tg.

i)T3 : (AANB) - Atj. F (A - -B) - A. Dokaz je 41 = -4 —
(A — —-B) € Ty, Ao = =(A —» -B) - ——A (KP 1), 43 = -—4 — A (b),
Ay =—-(A— -B) - A (TRANZ 2,3).

i) Ty : (ANB) - Btj. F =(A - -B) — B. Dokaz je A4 = =B —
(A — ﬁB) e Ty, Ay = ﬁ(A — ﬁB) — B (KP 1), A3 = -—-B —- B (b),
Ag = (A = ~B) — B (TRANZ 2.3).

iii) Ts : A - (B - (AAB) tj. H A— (B — -(A — -B)). Po
teoremi dedukcije dovoljno je dokazati A, B + =(A — —B), sto slijedi iz (f) tj.
A,~(-B)F =(A—-B)itF B - ——B.

iw) T : A— (AV B) tj. H A — (-A — B). Dokaz je 41 = A — —-—A (c),
Ay = A — (_\A — B) €Ty, A3 =A— (_\A — B) (TRANZ 1,2)

v)T;: B— (AVB)tj. - B— (-A— B). Dokaz Ay = B — (-A — B) €
Ti.

vi)Tg : (A—-C) = (B—-C)— (AvB) - Q0)tj. F(A—-C)—
(B—=C)—= ((mA — B) — (C)). Po teoremi dedukcije dovoljno je dokazati
A—-C B—-C,~A—- BFC. Dokazje Ay=—-A—BeX Ab=B—>Cel,
Az = A — C (TRANZ 1,2), Ay = A - C € X, A5 = C na osnovu Ay, Az i
(e).

Y
=

)



(h) Tijo: (A= B) = (A= —-B) » -4)tj. A— B,A— -BF -A
Dokaz je Ay = A —- BeX Ay =-B—-A(KP1), 43=A4 - -Be€Xx,
Ay =—--B — -A (KP 3), A5 = =A na osnovu Ag, Ay i (e).

(i) Ty1 = (AV—=A) tj. - -4 - —A. Dokaz je Ay = =A — —A teorema
tautologije.

Napomena. Dokaz zakona iskljucenja treéeg je u ovom slucaju jednostavan jer
se u samoj definiciji skradenice (A V B) za (—A — B) "krije” taj zakon.

Z4. Dokazati zakon iakljucena treceg koristeéi jaki zakon dvojne negacije i
ostale aksiome T} do T7g.

Rj. Na predavanjima je dokazano da slabi zakon kontrapozicije (4 — B) —
(-B — —A) mozemo dokazati koristeéi aksiome 77 do Tip. Otuda mozemo
koristiti jednostrano pravilo (KP) koje odgovara slabom zakonu kontrapozicije.
Dokazac¢emo da koriste¢i aksiome Ty do Tyg vazi F =—=(AV —A) pa uz jaki zakon
dvojne negacije =—A — A dobijamo zakon iskljuéenja treceg F (A V —A).
Dakle, ostaje da dokazemo - —=—(AV—-A). Razmisljamo na sledeéi nacin. Treba
da dokazemo negaciju formule C = —(AV —A). Za to moZemo iskoristiti pravilo
za dokazivanje negacije odnosno aksiomu Tig. Tj. da iz formule C = —(AV—A)
moZemo dokazati neku formulu B i njenu negaciju. Treba da otkrijemo koja je
to formula B. Posto je i formula C u obliku negacije mozZemo woditi da (po
De Morganovim zakonima) vazi ~(AV —A) — (mA AN ——A), s druge strane po
aksiomama T3 i Ty vaZi (WA N ——A) = —A i (FAAN—-—A) = ——A. Imajudi
u vidu tranzitivnost ocekujemo da —=(AV —A) F —A i =(AV -A) b ——A tj.
za formulu B moZemo uzeti =A. Sada moZemo pristupiti dokazu. Znaci, treba
nam da dokazemo = —(AV —A) — —A a da ne iskoristimo zakon iskljucenja
treceg. MozZemo koristiti De Morganov zakon kao gore (jer za njegov dokaz ne
koristimo Th1) ili slabi zakon kontrapozicije a za to nam treba da vazi b+ A —
(AV-A) (vidimo da je poslednja formula aksioma). Na osnovu ovog razmisljanja
(analize) ispisujemo dokaz.

Dokaz za - == (A V —A) je niz formula: Ay = A — (AV -A) € T, Ay = -A —
(AV—-A)eTr, A3 =—-(AV-A) - -A (KP 1), A4y =—-(AV-A) - —A (KP
2), A5 = (=(AV -A) = =A) = ((-(AV -A) » =—A) —» (A V —A4)) € T,
Ag = (ﬁ(A \ ﬁA) — ﬁﬁA) — ﬁﬁ(A \Y ﬁA) (MP 3,5), A = ﬁﬁ(A vV ﬁA) (MP
4,6).

Dokazati zakone distributivnosti za A i V.
FAV(BAC)) = ((AVB)A(AV()),
F(AAB)V(AANC)) = (AAN(BV(D)),
FAABVQE) = ((AANB)V(AANC)),
F((AVB)A(AV(C)) = (AV(BAQ)).

5.
(a)
(b)
()
(d)

Rj. Dokaze za (a) i (b) smatramo ”8ablonskim” (lakim) jer se A nalazi sa desne
a V sa lijeve strane implikacije (—), pa mozemo da koristimo zakon (teoremu)
infimuma i zakon (aksiomu) supremuma tj. pravila konjunkcije i disjunkcije. Za
dokazivanje (c) i (d) treba "malo” iskustva.



(a) Razmisljamo (analiziramo). Na lijevoj strani je disjunkcija formula znaci
moze nam pomodi zakon supremuma (P — R) — ((Q@ — R) — ((PV Q) — R)).
U naSem sluc¢aju je P = A, Q = BACi R = (AV B)A(AV (), pa
treba dokazati da P - Ri@Q — Rtj. i) A= (AVB)A(AV ()i i)
(BAC) = ((AVB)A(AVC)). Nakon sto dobijemo i) i #4) primjeni¢emo zakon
supremuma (A — ((AVB)A(AV(C))) = ((BAC) = (AVB)A(AV())) —
((AV(BAC)) = ((AVB)A(AV()))) idva puta modus ponens i dobi¢emo
dokaz za (a).

Sada razmisljamo kako da dokazemo i) i i7). U oba slucaja je konjunkcija sa
desne strane $to zna¢i moze nam pomodi zakon infimuma (Z — X) — ((Z —
Y)—= (Z = (XAY))). Zaslucaji) A— (AVB)A(AVC)) uzeli bi Z = A,
X=(AVB)iY =(AV () patrebadokazati Z - XiZ =Y tj. A— (AVB)
i A— (AV ). Poslednje formule su instance aksioma iz Tg. Za slucaj i)
(BAC) = ((AVB)A(AVC)) uzelibi Z = (BAC), X = (AVB)iY = (AVv(C)
pa treba dokazati (BAC) — (AV B)i (BAC) — (AV C). Dokaz za drugu
formulu je sledeéi niz formula A; = (BAC) = C € Ty, As =C — (AVC) € Tr,
A; = (BAC) = (AV C) (TRANZ 1,2); sliéno se dokazuje i prva formula. U
oba slu¢aja i), ii) kada dobijemo dokaze ”pomoénih” formula koristimo odgo-
varajucu instancu zakona infimuma i modus ponens dva puta. Na osnovu ovog
razmatranja nije tesko zapisati dokaz ali obrnutim redosljedom. Radi bolje pre-
glednosti mozemo pisati vise kra¢ih dokaza, jer njihovim nadovezivanjem lako
dobijamo jedan dokaz date formule. Dokaz je sledeéi niz formula (koristimo
oznaku (INF) za zakon infimuma):

Al = (B/\C) —>O€T4, A2 =C— (A\/O) €T7, A3 = (B/\C) — (A\/C)
(TRANZ 1,2),

Ay=(BAC) 5 BeTs, As=B — (AVB) € Ty, A = (BAC) — (AV B)
(TRANZ 4,5),

Ar = Ay = (A3 — Ag) = (BAC) = (AV B)) = (BAC) = (AV C)) —
((BAC) = (AVB)A(AVC)))) (INF), Ag = Ay — Ag = (BAC) — (AVC)) —
((BAC) = ((AVB)A(AVC))) (MP 4,7), Ag = (BAC) — ((AV B)A(AVC))
(MP 3.8),

Ag=A— (A\/B) €Tg, A1 = A— (A\/C) € Tg, A2 = (A — (A\/B)) —
(A= (AVC)) = (A= ((AVB) A (AVC)))) (INF), Ay = (A = (AVC)) —
(A= ((AVB)A(AVO)) (MP 10,12), A1a = A — (AV B) A (AV C)) (MP
11,13),

((AVB)A(AVO))) — ((AV(BAC)) — (AVB)A(AVC)))) € Ts, Arg = Ag —
A7 =((BAC) = ((AVB)A(AV())) = ((AV(BAC)) = ((AVB)A(AV (D))
(MP 14,15), A1z = (AV (BAC)) - ((AVB)A(AV(C)) (MP 9,16).

(b) Sli¢no prethodnom treba dokazati - (AAB) — (AA(BVC)) ik (AANC) —
(AN (BVC(C)) i primjeniti zakon supremuma. Za dokaz npr. - (A A B) —
(AN (BVC(C)) treba dokazati - (AAB) = Aik (AAB) — (BVC) i primjeniti
zakon infimuma. Dokaz za F (AA B) — (BV () je A1 = (AAB) = B €Ty,
As =B — (BVC(C) €Ts, A3 = (AANB) — (BVC) (TRANZ 1,2). Ostale detalje



uradite sami.

(c) Treba da dokazemo - (AA (BV C)) = ((AAB)V (AAC)). Gledamo
mozemo li svesti dokaz na sluc¢aj koji nam izgleda jednostavniji. Po teoremi
dedukcije dovoljno je dokazati AA(BVC) F ((AAB)V(AAC)) odnosno po pravilu
o konjunkciji pretpostavki A,(BV C) F ((AA B)V (AAC)). Sada vidimo da
dokaz mozemo raditi po sluc¢ajevima (tj. koristimo pravilo disjunkcije): A, B -
((AAB)V(ANC))1 A, CF ((AAB)V(ANC)). Dokaz za A, B+ ((AAB)V(ANC))
jeAl:AGZ,AQZBGZ,Az;:A—)(B—)(A/\B))ET5,A4:B—>(A/\B)
(MP 1,3), As = (AA B) (MP 2,4), Ag = (AAB) = ((AAB)V (AAC)) € Tg.
Sliéno se dokazuje drugi slucaj.

(d)F ((AVB)A(AVC)) = (AV(BAC)). Po teoremi dedukcije dovoljno je
dokazati (AV B)A(AV C))E (AV (BAC)) odnosno po pravilu o konjunkeiji
pretpostavki (AV B),(AV C) F (AV (B AC)). Primjenom dva puta pravila
disjunkcije dobijamo da treba dokazati: i) A - (AV (B AC)), i) B,A
(AV(BANQ)),idii) A,CEF(AV (BAC))iiv) B,CF(AV(BACQC)).

Prva tri sluc¢aja dokazujemo koristeéi pravilo slabljenja i dokaz A; = A € %,
Ay =A— (AV(BAQ)) € Ty, A3 = (AV(BAC)) (MP 1,2). Dokaz za iv) je niz
formula Ay =BeX, Ab,=C€X A3=B—= (C—>(BAC))eTs5 Ay=C—
(BAC) (MP 1,3), A5 = (BAC) (MP 2,4), Ag = (BAC) — (AV (BAC)) € T,
A7 =(AV (BAC)) (MP 5,6).

Napomena. Dokaz smo mogli uraditi iz dva koraka. Prvo dokazemo - ((AV B)A
(AvC)) = (AVANC) V((BANA)V (BAC))) koriste¢i pravila disjunkcije,
a zatim dokazemo F (AV (AAC))V((BANA)V(BAC))) = (AV(BACQC))
koristedi ¢injenicu da je V sa lijeve strane i aksiomu supremuma. Na kraju ostaje
da primjenimo tranzitivnost implikacije.

Z6. (a) Dokazati zakone komutativnosti i asocijativnosti za A 1 V.
(b) Dokazati De Morganove zakone.

(c) Dokazati - A <+ (AN A).

(d) Dokazati - A <+ (AV A).

Rj. Uradeno na predavanjima.



