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Uvodne napomene o predmetu

o Fond ¢asova 2+1.

@ Kolokvijum Xl nedenje nastave nosi 60 bodova (popravni XIII
nedelje).

@ Zavrdni ispit nosi 40 bodova.

@ Prelazna ocjena se dobija za 50 ili vise bodova. Tacnije: 0-49 ocjena
F, 50-59 ocjena E, 60-69 ocjena D, 70-79 ocjena C, 80-89 ocjena B i
90-100 ocjena A.

o Literatura: Knjiga u elektronskom obliku nrloie se nadi na sajtu
www.ucg.ac.me od autora S. VujoSevi¢a i Z. Kovijani¢.
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Napomena o jezicima

@ Neka je > neprazan skup koji nazivamo azbukom, a njegove elemente
slovima azbuke.

o Def. Skup svih rje¢i nad azbukom X, u oznaci ¥’, je minimalni skup
koji zadovoljava sledeéa svojstva: 1) prazna rije¢ \ pripada ¥’ (tj.
AeY),2)AkojeweY iae X ondajeiwael’ (i
nadovezivanjem/konkatenacijom slova a na ve¢ postojecu rije¢ w
dobijamo novu rije¢ wa).

@ Primjer. Ako je ¥ = {x, y} onda je
Y = {\ X, ¥, XX, XY, YX, YV, XXX, XXV, ... }.

o Def. Neka je X’ skup svih rijeti nad azbukom ¥. Za skup L kaZemo
da je jezik nad azbukom X ako je L C ¥'.

@ Drugim rije¢ima ako od skupa svih rijei izdvojimo neke koje su
vazece onda nam te rijeci €ine jezik. Npr. KOZE, KISELO, MLIJEKO
jesu rijedi crnogorskog jezika a ZZRVFT nije rije¢ crnogorskog jezika i
ako je to rije¢ nad crnogorskom azbukom.
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Uvod o logikama

@ Logika se tradicionalno shvata kao nauka o pravilima korektnog
zaklju¢ivanja. U zakljuivanju sa jednog skupa recenica prelazimo na
novu reéenicu. Relenice od kojih polazimo su pretpostavke, a rezultat
je zakljucak.

e Zakljutivanje je logicki ispravno ako "¢uva istine” (SALVA
VERITATE).

@ Dedukcija je zaklju€ivanje u kome koristimo samo pravila koja ¢uvaju
istine.

@ Induktivno zaklju¢ivanje (na osnovu nekoliko primjera zaklju¢imo
opste svojstvo) ne &uva istine.

o Napomena: Matemati¢ka indukcija je dedukcija tj. Cuva istine.
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e Bitna su zakljuivanja u kojima se javljaju veznici (iskazni: i, ili, ako,
nije; predikatski: za svako, postoji,...). Jer se korektnost zakljuivanja
bazira na smislu veznika.

@ Obi¢no pri zaklju€ivanju prelazimo sa jednog skupa formi na novu
formu pa se otuda koristi i termin formalni pristup (formalna logika)

@ Primjer. Ako pretpostavimo A i B, moZemo zakljuditi B i A.

@ Kurs obuhvata dva dijela: Iskazna logika i Predikatska logika prvog
reda (krace Predikatska logika)

@ Bicde spomenute i intuicionisti¢ka logika, modalne logike, deskriptivne
logike, ...
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Uvod- $ta proucavamo

| kod iskazne i kod predikatske logike prou¢avamo 4 cjeline

@ Sintaksa (tj. koje simbole koristimo to nazivamo jezikom, koji su
vazedi nizovi simbola i to nazivamo formulama)

@ Semantika (tj. kako interpretiramo formule odnosno odredujemo
njihovo znadenje tj. istinitosnu vrijednost).

© Formalni pristup (na osnovu aksioma i pravila izvodenja dolazimo do
istina). Napomena: u udZbeniku se ovo naziva sintaksa - sintaksni
pristup.

© Odnos 2i 3 (da li nam semantiZki pristup i formalni pristup daju iste
istine - Teorema korektnosti i Teorema potpunosti).
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Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore)

ISKAZNA LOGIKA

Uvod u matemati¢ku logiku



Iskazna logika-uvod

@ Recenica je iskaz ako moZemo sa smislom postaviti pitanje njene
istinitosti.

o Ako takva refenica moZe biti samo istinita ili neistinita, govorimo o
dvovalentnoj logici. Ako istinitosnih vrijednosti ima vise od dvije,
logika je viSevalentna.

e Primjeri. 3|15, 3|17, Elx(x2 +1=0), Uvod u logiku, ...

@ Elementarne iskaze mozemo zamijeniti slovima npr. A, B, sp, s5 a
slozene dobijamo ako koristimo iskazne veznike: A - konjunkcija &ita
se "i”, V - disjunkcija &ita se "ili"”, — - implikacija &ita se “onda” i —
- negacija &ita se "nije”.

e Primjeri. (AV B), (so A —ss5)
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Sintaksa iskazne logike

o Def. Jezik iskazne logike je skup L =P U{A,V,—,=} U{(,)}, gdje
je P ={so,s1, %, ...} prebrojiv skup iskaznih simbola.

@ Simbole skupa P nazivamo i iskaznim slovima i to su nelogicki simboli
jer se mogu mijenjati a ostali simboli su logi¢ki simboli.

o Def. Iskazne formule definiSemo induktivno na slededi nacin:

@ Iskazna slova su iskazne formule - nazivamo ih jo% i elementarne
(atomarne) fromule;

@ Ako su A i B iskazne formule, onda su (AA B), (AV B), (A— B)i
—A iskazne formule;

© Iskazne formule se mogu dobiti iskljucivo kona&nom primijenom
prethodne dvije stavke.

@ Skup svih iskaznih formula oznatavamo sa F.
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@ Da li su sledece relenice iskazne formule: s3, sss1—, s7V s3,
(pNG), (soVsiVs), ((ks3— )= (52— s3))?

@ Dogovor. Spoljne zagrade moZemi izostaviti. Koristicemo i slpva p, g,
r, p1,... kao zamijenu za neko od slova s; € P.

o Drugadija definicija: P C F;
ABeF = (AAB),(AvB),(A— B),-AcF.

o F=UpoF, gdieje Fo=P,
Fry1 ={(AANB),(AVB),(A—= B),-A : A,BeUj_,F}

@ Skup podformula formule A u oznaci sub(A) moZemo definisati
induktivno sa: sub(s;) = {s;j}; sub(—A) = sub(A) U {-A};
sub(A x B) = sub(A) Usub(B) U {Ax* B}, gdje je x € {A,V,—}. IF
B € sub(A) je podformula od A — javlja se bar jednom u A.
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Zbog induktivne definicije formule mnogi dokazi se izvode indukcijom po
sloZenosti formule. To sada ilustrujemo.

Lema. Svaka formula ima jednak broj lijevih i desnih zagrada. Dokaz.
Neka je A € F proizvoljna formula. Sa I i da oznatavamo redom broj
lijevih i broj desnih zagrada u formuli A.

@ Ako je A elementarna formulati. A=s; € Pondaje [ =da =0 pa
tvrdenje vaZi.

@ Neka je A sloZena formula i neka tvrdenje vaZi za sve formule manje
sloZenosti od formule A. Tada A ima jedan od oblika
(BAC),(BVC),(B— C),—B. Razmotrimo slu¢aj A= (B A C).
Tada je Ia=141Ig+Icidsa=dg+ dc + 1. Kako je po indukcijskoj
pretpostavci (krace ind.p.p) Ig = dg i Ic = dc (jer B i C imaju
manju sloZenost od A) to je I4 = da. Sto je trebalo dokazati.
Preostala tri slu¢aja uradite sami.

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Uvod u matemati¢ku logiku studijska godina 2020/21. 11 /83



Semantika iskazne logike

e Kako tumaiti (istinitosnu vrijednost) iskazne formule?

e sp =Uvod, sy=logiku i V =u pa je sp V s3; = Uvod u logiku.

@ Da bi utvrdili istinitost IF (IF -skraceica od iskazna formula) uvodimo
pojam valuacije (ocjene) IF. Koristimo oznaku 2 za skup {0,1}.

o Def. Preslikavanje v : P — 2 je valuacija iskaznih slova
(elementarnih formula) jezika L.

o Skup svih valuacija oznatavamo sa 2F. Ako je v(p) = 1 onda je iskaz
p istinit (tatan) u suprotnom je neistinit (netacan).

@ Primjer. v(sp) =0, v(s1) =1, v(s2) =1, v(s3) =1, v(ss) =0,
v(ss) =1, ...ili

. SO S1 S2 S3 S4 S5 ...
1o 1110 1 ..
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o Def. Preslikavanje v : F — 2 je progirenje valuacije v € 2P ako
zadovoljava slede¢a (semantitka) pravila:

@ v(p) = v(p) za svako p € P,

Q@ V(AANB)=1akko v(A)=1iv(B)=1,
Q V(AV B) =1 akko v(A)=1iliv(B) =1,
Q@ V(A— B)=0akko V(A)=1iv(B) =0,

©Q V(—A) =1 akko V(A) =0

e Teorema. (o j.p.v.) Svaka valuacija elementarnih formula ima
jedinstveno prosirenje na sve IF.

o Dokaz. Neka su vi i v» dva proirenja valuacije v € 2P. DokaZimo da
je za svaku formulu A € F v1(A) = w(A) tj. vi = va. Ako je
A =s; € P onda je vi(A) = vo(A) = v(A). Neka je A sloZena formula
i neka tvrdenje vazi za sve formule manje sloZenosti od formule A.
Tada A ima jedan od oblika (B A C),(BV C),(B— C),—B.
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Razmotrimo slu¢aj A= (B V C). Poind. p.p vi(B) = w»(B) i
vi(C) = wu(C) pa je vi(A) =1 akko v1(B) =1 ili vy(C) =1 akko
VQ(B) =1l VQ(C) =1 akko VQ(A) =1. Dakle, Vl(A) = VQ(A).
Preostala tri slu¢aja uradite sami.
Kako je vi = wv» tj. sva proSirenja se poklapaju $to znadi da je
prosirenje jedinstveno.

@ /Zbog jedinstvenosti prosirenja valuacije v obi¢no i v oznatavamo sa v
i govorimo o valuaciji IF.

@ Primjer. Neka je A= ((sp — s3) = ((so V s3) — sp)). Odrediti v(A),
ako je v ranije navedena valuacija.

@ v(sp) =0iv(sz) =1pajev(sp—s3)=1iv(sVs3)=1. Daljeje
v((so V s3) = sp) = 0 i kona¢no v(A) = 0.
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@ Istinitosna vrijednost formule A iz prethodnog primjera zavisi samo od
istinitnosne vrijednosti iskaznih slova sy i s3. Da bi to istakli moZemo
zapisati A(sp, s3).

e Ako je A IF, sa A(pi,...,pn) 0znatavamo da su sva iskazna slova
koja se javljaju u formuli A neka od p, ..., p,, ali ne obavezno sva.
Tako za prethodni primjer mozemo pisati i A(sp, s1, 2, s3) dok ne
moZemo pisati A(sp).

o Neka je A(p1,...,pn) IFiv,we 2P, Ako je
v(pi) =w(pi),i=1,...,nonda jei v(A) = w(A).

o Neka su A(p1,...,pPn) At,..., Ay IF. Tada formulu A(A1,...,A))
koja se iz formule A dobija zamenom svih javljanja promenljivih
pi,---,pn redom formulama Aj, ..., A, nazivamo supstituciona
instanca formule A.
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Tablica iskazne formule

Imajudi u vidu semantiku sloZenih IF moZemo napraviti tablicu:

v(A) | v(B) || v(AAB) | v(AV B) | v(A— B) | v(—A)
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 0

Primjer. Neka je A(sp,s3) = ((so — s3) — ((so V s3) — sp)). Odrediti
valuaciju v za koju je v(A) = 1.

Rj. Istinitosna vrijednost IF A zavisi samo od istinitosnih vrjednosti slova
Sp i s3. Postoje 4 mogucée kombinacije za istinitosne vrijednosti ova dva
slova. Zato pravimo tablicu.
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0 0 1 0 1

V(So) V(S3) V(So — 53) V(So V 53) V((So vV 53) — 50) V(A)
1
0
1
1

0
1 0 0 1 1
1

Iz tabele vidimo da npr. za valuaciju v € 2F za koju je za svako i € Ny
v(si) = 0 vazi v(A) = 1. Naravno takvih valuacija ima beskona¢no mnogo.
Naime samo za valuacije kod kojih je v(sp) =0i v(s3) =1 vaZi v(A) =0
a za sve ostale vazi v(A) = 1.

Napomena. Kad pravimo tablicu obi¢no radi kradeg zapisa, u zaglavlju
tablice, umjesto v(A) pi¥emo samo A.
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Logi¢ki zakoni

o Def. Kazemo da valuacija v € 2P zadovoljava IF A (ili A vaZi za v) i
oznatavamo sa v = A ako je v(A) = 1.

KaZemo da je IF A zadovoljiva ako postoji valuacija v € 2F tako da je
viEA(. v(A)=1).

o Def. Za IF A kaZzemo da je logi¢ki zakon ili tautologija i oznatavamo
sa = A ako za svaku valuaciju v € 2P vazi v(A) = 1.

@ Formula A — A koja je logi¢ki zakon prvobitno se nazivala tautologija
(ista rijet) a onda se po njoj u iskaznoj logici za svaki logitki zakon
kaZe da je tautologija.

o Logi¢ki zakoni su uvjek istiniti (ili prosto re¢eno istine). Kako su u
logici od posebnog znacaja istine onda ¢e nas interesovati da
"otkrijemo” one formule koje su logi¢ki zakoni tj. tautologije.
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Supstitucija ekvivalentnih formula

e Def. IF Ai B su logitki ekvivalentne ako je v(A) = v(B) za svaku
valuaciju v € 2°.

e Zadatak. Dokazati dasu IF (p Ag)AripA(qAr) logicki
ekvivalentne.  Upustvo. Napraviti tablicu i uoditi da im se
istinitosne vrijednosti poklapaju.

@ Zadatak. Dokazati da su IF A i B logicki ekvivalentne akko IF
(A — B) A (B — A) tautologija.

Rj. (=). Neka su IF A i B logitki ekvivalentne. Treba dokazati da je
IF (A — B) A (B — A) tautologija.

Neka je v € 2” proizvoljna valuacija tada je v(A) = v(B) (jer su po
pretpostavci A i B logicki ekvivalentne) pa je v(A — B) =11

v(B — A) =1 (po svojstvu 4 prosirenja valuacije) pa je

v((A— B) A (B — A)) =1 (po svojstvu 2 proSirenja valuacije).
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Dakle, za proizvoljnu (tj. svaku) valuaciju v € 2 va¥i
v((A— B)A (B — A)) =1 pajelF (A— B)A(B — A) tautologija.
(<) Neka je IF (A — B) A (B — A) tautologija. Treba dokazati da
su IF Ai B logi¢ki ekvivalentne.
Neka je v € 2" proizvoljna valuacija tada je
v((A— B) A (B — A)) =1 po svojstvu 2 prosirenja valuacije vaZi
v(A—=B)=1iv(B— A)=1.
Ako je v(A) =1 onda je (zbog v(A — B) =1) v(B) =1, ako je
v(B) =1 onda je (zbog v(B — A) =1) v(A) = 1.
Dakle, za proizvoljnu valuaciju v € 2P va%i v(A) = 1 akko v(B) = 1
tj. v(A) = v(B) pa su IF Ai B logitki ekvivalentne.

@ Dogovor. Koristimo (A <+ B) kao skraenicu za IF
((A—= B)A (B — A)).
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e Formula B se javlja u formuli A ako je B € sub(A) (tj. ako je B
podformula od A). Medutim, formula B se moZe javljati u formuli A i
viSe puta.

@ Primjer. IF B sa javlja dva puta u IF (B — C) — B.

@ Napomena. Intuitivno je jasno kako da odredimo broj javljanja
formule B u formuli A. Medutim, uvjek je bolje da to precizno
matematicki definiSemo i onda ¢e nam u dokazima biti lakSe da
koristimo taj pojam.

o Def. Broj javljanja IF B u IF A u oznaci brj(B, A) definisemo
induktivno na sledeéi natin: 1) Ako B ¢ sub(A) onda je
brj(B,A) = 0; 2) Ako je A = B onda je brj(B,A) =1, 3) Ako je
A#BiA=(CxD), gdje je x € {A,V,—}, onda je
brj(B, A) = brj(B, C) + brj(B, D); 4) Ako je A# B i A= —C onda
je brj(B,A) = brj(B, C).
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@ Akosu A, B i C IF onda sa A(B/C) oznatavamo IF koja se dobija
kada se u formuli A neka javljanja formule B zamijene formulom C.
Primetimo da formula A(B/C) nije jednozna¥na i da oznaka A(B/C)

podrazumeva i moguénost da nijedno javljanje formule B u formuli A
nismo zamenili sa C.

@ Primjer. Neka je A= (B — D) — B tada sa A(B/C) oznatavamo
jednu od formula (B — D) - B, (C -+ D) — B, (B— D) — Ci
(C—D)— C.

e | oznaka A(B/C) moze biti precizno definisana (induktivno). Uradite
to sami.  Upustvo. Npr. ako je A= B onda je A(B/C) = B ili
A(B/C) = C; ako je A= (A1 V Az) onda je
A(B/C) = (A(B/C) v Ax(B/C)).

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Uvod u matematitku logiku studijska godina 2020/21. 22 /83



e Lema(o zamjeni ekvivalentnih formula). Neka su A, B i C IF. Tada,
E(B+ C)— (A+ A(B/C)).

@ Dokaz. Sami indukcijom po sloZenosti formule A.
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Zadaci

Pomodu tablice provjeriti da li su sledeée IF tautologije.
o p—(q—p)
o(p=>(qg—=r)—=((p—aq)—=(p—r));

o ((pPAg)—=r)<(p—(qg—r))

° (pAq)—p)

o ((PAg)Ar) e (pA(gAT));

o (r—=p)=((r—q) —(r—>(pPAQ));

o(p=r)=g—=r)—=UpVa) —r)

o ~(pAgq) < (=pV q).

Uraditi isti zadatak samo umjesto iskaznih slova p, g, r stavite redom IF
A, B, C. Sta uoavas?
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Logi¢ka svojstva implikacije

e U (matematitkim) zaklju¢ivanjima obi&no se koristi implikacija.
Otuda je inplikacija klju&ni logi&ki veznik.
@ Zadatak. Neka su A, B i C IF. Dokazati da vaZi
» EA— (B— A)
»EA=>(B—=-0))>(A—=-B)—= (A= 0)).
o Rj. Neka je v € 2P proizvoljna valuacija. DokaZimo da je
v(A— (B — A)) = 1. Ako pretpostavimo da je
v(A— (B — A)) =0ondaje v(A)=1iv(B— A)=0. Sada iz
v(B — A) = 0 zaklju€ujemo da je v(B) =1i v(A) =0 a to nije
moguce, jer smo ve ustanovili da mora biti v(A) = 1. Ovo znati da
ne moZe vaziti v(A — (B — A)) = 0. Dakle, za svaku valuaciju
ve2Pvaziv(A— (B—A)=1pajel=A— (B— A).
Za drugu formulu dokaz izvedite sami.
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Drugi nadin-uputstvo. Postoje 4 kombinacije istinitosnih vrjednosti za
IF Ai B. Napravimo tabelu i vidimo da za svaku kombinaciju vaZi
v(A— (B— A)) =1

v(A) | v(B) || v(B — A) | v(A— (B — A))
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 1 1

@ Prethodne dvije tautologije su vrlo vaZna svojstva implikacije i treba
da ih znate napamet. Da bi ih lak8e pamtili treba da znamo $ta one
izraSavaju.

@ Za prvu formulu, tj. A— (B — A), kaZemo da istina slijedi iz bilo
$ta. Rje¢ima prepri¢ana formula moZe da glasi: ako je A istina onda
iz bilo koje formule B dobijamo tu intinu A.
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@ Za drugu formulu kaZemo da predstavlja distirbutivnost implikacije u
odnosu na samu sebe (tj. implikaciju). Naime zakon distributivnosti
npr. mnoZena u odnosu na sabiranje glasi:!

(A-(B+C)=({(A-B)+(A-Q)).

Ako u prethodnoj jednakosti umjeto + i - stavimo — (tj. implikaciju)
dobili bi u nekom smislu zakon distributivnosti implikacije u odnosu
na implikaciju. Medutim, kako u iskaznoj logici nemamo simbol
jednakosti (tj. =) onda i njega zamjenjujemo sa —. Tako dobijamo
formulu:

A= (B—=0C)—=(A—=B)— (A= Q).

@ Zadatak. Napisati tautologiju tranzitivnosti implikacije.

1Znak = jasno razdaja lijevu i desnu strnu a dogovoreno je da mnoZenje ima prioritet
u odnosu na sabiranje pa se zagrade na desnoj strani mogu izostaviti kao i spoljnje
zagrade na lijevoj strani.
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Logi¢ka svojstva konjunkcije i disjunkcije

@ U svojstvima nize A, B i C su IF.

e Da bi lakde pamtili formule koje slijede (a ponekad i da bi "brzo"
ocjenili istinitosnu vrijednost formule) moZemo zamisljati da su A, B i
C prirodni brojevi da je AA B =min{A, B}, AV B = max{A, B} i
A — B oznatava A < B.

@ Za miniimum vazi: i) min{A, B} < A, ii) min{A, B} < B i iii) ako je
C <AiC < Bondaje C <min{A, B}. Otuda imamo.

@ Svojstva konjunkcije:

E(AAB) = A, (1)
E(AAB)— B, (2)
E(C—-AA(C—B)—(C—(AAB)). (3)
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@ Imajudi u vidu tautologiju ((p A q) — r) <> (p — (g — r)) svojstvo
(3) konjunkcije ¢edée zapisujemo

E(C—A)—-({(C—B)—=(C—(AAB))

i nazivamo tautologijom infimuma.?

@ Za maksimum vazi: i) A < max{A, B}, ii) B < max{A, B} i iii) ako
je A< Ci B < Condaje max{A,B} < C.

@ Svojstva disjunkcije:

= A— (AVB), (4)
=B (AV B), (5)
= (A= C) = ((B— C) = ((AV B) = C)). (6)

@ Svojstvo (6) disjunkcije se naziva tautologija supremuma.3

2Infimum je uop¥tenje minimuma. U&icete iz analize.
3Supremuma je uopétenje maksimuma.
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Prethodno navedena svojstva za konjunkciju i disjunkciju treba da znate
napamet ali pored njih vaZe (treba znati) i sledeca svojstva.
@ Zakoni apsorpcije:
E(AAN(AVB)) < A
E(AV(AAB)) + A.

@ Zakoni komutativnosti:
E(AAB) <« (BAA),
E(AV B)« (BVA).

@ Zakoni asocijativnosti:
E(AAN(BAC)) < ((ANB)AC),
E(AV(BVC))«+ (AvB)Vv ().

@ Zakoni distributivnosti:
E(AA(BV Q)+ (AAB)V(AAQ)),
E(AV(BAC)) < ((AVB)A(AV Q).
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@ Po definiciji (AA B A C) nije IF. Ali kako vaZi zakon asocijativnosti to
formule (AA (B A C))i ((AAB) A C) imaju istu istinitosnu
vrijednost. Drugim rjeima sa stanovista istinitosnih vrijednosti nije
bitno gdje stavljamo zagrade.

e Otuda pisemo (AA B A C) i kazemo da je to IF imajuéi u vidu da je
to jedna od dvije ekvivalentne IF (AA (B A C))ili ((AAB) A C).

e Uvodimo i oznaku A[_; A; i defini¥emo induktivno na sledeéi na&in:
Nict Ai = ALt NZT A = (AT AD) A Ansr

e Sli¢no prethodnom uvodimo i oznaku \/;_; A; i definiemo induktivno
na slede¢i natin: \/}_; A; = A1 i VI A= (VI AV Anyr.
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Logi¢ka svojstva negacije

E-A— (A— B)

Rjetima prepri¢ana formula moZe da glasi: ako je A laz (nije istina)
onda iz te laZi moZemo da zaklju¢imo bilo koju formulu B tj. bilo &ta.
Dakle, iz laZne pretpostavke slijedi sve.

e Svodenje na apsurd: = (A — B) — ((A— —B) — —A)
Ako iz A mozemo zakljuditi i B i =B onda A nije istina.

@ De Morganovi zakoni:
E —(AAB) + (mAV =B),
E=-(AV B) < (WAA-B).
@ Zakon kontrapozicije: = (A — B) <> (=B — —A).
@ Zakon dvojne negacije: = A > =—A.
@ Zakon iskljutenja treceg: = AV —A.
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Normalne forme

@ Normalna forma IF A je njoj ekvivalentna formula A’ sa negacijam
ispred iskaznih slova i veznicima A i V.

@ Neka je p € P iskazno slovo i § € {0,1}. Uvedimo oznaku

5 P 0=1 . . .
p°’ = { b . 6=0" koju nazivamo literalom.

e Za v € 2P i p e P pisatemo p¥ umjeto p¥(P). Otito p¥ = p ako je
v(p) =1a pY = —p ako je v(p) =0. Pa je v(p¥) =1.

e Oznaka AV = A¥(A) se moZe uoptiti za proizvoljnu IF Ai v € 2P.
Naime, uzimamo A” = A ako je v(A) =11 AY = —A ako je v(A) = 0.

e Formule oblika A pf.s" iV p?", gdje je pi € P a §; € {0,1} nazivamo
i<n i<n
redom elementarna konjunkcija i elementarna disjunkcija.
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@ KaZemo da je formula zapisana u disjunktivnoj normalnoj formi

(DNF) ako ima oblik \/ Kj, gdje je K; elementarna konjunkcija.
Jj<k

o KaZemo da je formula zapisana u konjunktivnoj normalnoj formi
(KNF) ako ima oblik A Dj, gdje je D; elementarna disjunkcija.
J<k
e Teorema. Svaka IF A(pi, ..., pn) ekvivalentna je IF A’ koja je
(zapisana) u DNF (KNF).
@ Dokaz za DNF. Ako je za svaku valuaciju v € 2P v(A) = 0 onda za
A’ moZemo uzeti A’ = p; A —p1 koja je ekvivalentna formuli A.
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n

U suprotnom neka je A'= \/ (/\ p,V> Ovakav oblik formule
viv(A)=1 \i=1

nazivamo savrdena DNF ili skraceno SDNF.

Treba dokazati da je IF A’ ekvivalentna IF A.

Neka w € 2F proizvoljna valuacija. Ako je w(A) = 1 onda zbog

w(p”) =1 imamo w(A7_; p?) =1 pa jei w(A') = 1. Ako je

w(A) = 0 posmatrajmo valuaciju v € 2F za koju je v(A) = 1. Kako

je w(A) # v(A) postoji pi tako da Je v(pi) # w(pi) pa je w(p!) = 0

(jer je v(pY) = 1). Zbog toga je w(A;_; pY) =0 pa jei w(A") =0.

Dakle, w(A) = w(A’) pa su formule A i A" ekvivalentne.

@ Dokaz za KNF. Dokaz je slitan prethodnom samo za A’ treba uzeti
n
savrzenu KNF (SKNF) tj. A’ = A (\/ p,V(ﬂP")>_
viv(A)=0 \i=1
@ Napomena. Formula A’ se naziva SDNF jer sve njene elementarne
konjunkcije sadrze svih n iskaznih slova.
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Zadatak. Naéi SDNF za formulu A(p, q,r) = (p — r) — —q
Rj. Pravimo tablicu i gledamo one vrste gdje je v(A) = 14

plg|lrip—r|—-qgl|A
0(010 1 1 | 1]«
0]0]1 1 1 |1«
0]110 1 010
0|11 1 010
1{0]0 0 1 | 1]«
101 1 1 |1«
11110 0 0 | 1|«
111 1 010

Te vrste su oznadene strelicom. Za svaku takvu vrstu pravimo
odgovarajulu elementarnu konjunkciju p¥ A g¥ A r".

*U tabeli pisemo samo formule tj. izostavljamo v
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Npr. za vrstu oznalenu crvenom strelicom imamo da je v(p) =1,

v(q) =0 v(r) = 1 pa dobijamo p* Agq" ArV = p* Aq° Art = pA—gAT.
Sli¢no radimo za preostale 4 vrste.

Tako za A’ dobijamo formulu:

(=P A=g A=)V (=pA=gAr)V (PA=GA=)V (PA=GAT)V (PAGA-T).

e Teorema.(interpolacije) Neka IF A nije kontradikcija a IF B nije
tautologija. Ako je = A — B onda postoji formula C koja samo
sadrZi iskazne promenljive koje su zajednitke za formule A i B takva
daEA—=CiEC—B.

@ Dokaz. Uradite sami.
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Komentar

@ U raunarstvu su vaZne Bulove funkcije tj. funkcije
f:{0,1}" — {0,1}. One se mogu zadati tablicom (sa 2" nizova
nula i jedinica duZine n, tj. tacaka, i vrijednostima funkcije u tim
nizovima) a mogu se zadati formulama.

@ Prethodna teorema nam u stvari kaZe da se svaka Bulova funkcija
moze zadati pomocu formule (koja je u DNF ili KNF).

@ Ako funkciju zapisemo formulom onda je moZemo realizovati
hardverski koriste¢i "1","ILI" i "NE" kola (sekvencijalno kolo). Otuda
je u radunarstvu bitna minimizacija formula tj. traZenje ekvivalentne
formule sa minimalnim brojem veznika.

@ Fve funkcije moZemo zapisati koristei npr. veznike A, —. Interesantno
je da ih moZemo zapisati koriste¢i samo veznik 1 (geferov
veznik-operacija) ili veznik | (Lukasijevi¢eva operacija). VaZi
pta=-(pAg)aplqg=-(pVaq).
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Logi¢ke posljedice

e KaZemo da valuacija v zadovoljava skup IF ¥, u oznaci v(X) =1,
ako za svaku formulu A € X vazi v(A) =1 (tj. ako su za valuaciju v
istinite sve formule skupa X).

@ Za skup IF X kazemo da je zadovoljiv ako postoji valuacija v takva da
jev(X)=1.

o Def. Za formulu A kaZemo da je logi¢ka posljedica skupa
pretpostavki (formula) ¥, i oznatavamo sa X |= A, ako za svaku
valuaciju v € 2F za koju je v(X) = 1 vaZi v(A) = 1.

(Drugim rjetima sve valuacije koje zadovoljavaju X zadovoljavaju i A).

@ Uotimo da ako je ¥ = () onda umjesto zapisa () = A moZemo pisati
= A tj. logitka posljedica praznog skupa je tautologija.
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o Def. Za skup IF ¥ kaZemo da je logitki neprotivretan (ili logi¢ki
konzistentan) ako ne postoji IF A za kojuje L = Ai X E —-A.

o Napomena. Umjesto X U {A} |= B koristi se oznaka X, A = B
analogno tome umjesto {A1,..., Ay} |E B koristi se oznaka
Ai,..., A E B.

Zadatak. Dokazati sledeca tvrdenja.

a) Skup formula X je logi¢ki konzistentan akko X je zadovoljiv.

b) Skup formula je logi¢ki nekonzistentan akko svaka IF je njegova
logi¢ka posljedica.

c) (Teorema dedukcije) Ako su A i B formule i ¥ skup formula iskazne
logike, onda Y, AE=B=Y}=A— B.
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Formalni pristup (Formalni sistemi)

@ Napomena. U udZbeniku se Formalni pristup naziva sintaksa.
e Komentar. Algoritam, Odlu€ivost (rjesivost), Algoritam za provjeru da
li je IF A tautologija, Algoritam za provjeru da li je IF A zadovoljiva...
@ Formalizacija podrazumjeva zadavanje dva skupa i to:
@ skupa logi¢kih zakona tj. aksioma i
@ skupa pravila izvodenja (zakljutivanja).
e Postoje razne formalizacije (tj. izbori skupova 1 i 2). Gencenovi
sistemi imaju mali broj aksioma a vedi broj pravila izvodenja dok
Hilbertovski sistemi imaju malo pravila izvodenja a veci broj aksioma.
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@ Oznatimosa | = {A € F : |= A} skup logickih zakona i neka je
T C | skup aksioma. Sa Con(T) (Con(T) C F) oznatavamo skup
zakljutaka (konkluzija) koje dobijamo polazeéi od aksioma T uz
pomo¢ pravila izvodenja.

@ Interesuje nas odnos skupova / i Con(T).
- Ako je Con(T) C I formalizacija je korektna.
— Ako je I C Con(T) formalizacija je potpuna.

e Komentar. Odnos / i Con(T) je odnos semantike i formalnog pristupa
i to ¢e mo proucavati kasnije.
Korektna formalizacija podrazumjeva da svi zakljuéci koje dobijamo
su istiniti (tj. logitki zakoni).
Potpuna formalizacija podrazumjeva da zaklju¢ke koje dobijamo
sadrZe sve istinie (tj. logitke zakone).
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Aksiome iskaznog ra¢una

Opredjelili smo se za Hilbertovski sistem.

@ Aksiome su date shemom tj. oblikom IF tako da su u svim aksiomama
nize A, B i C proizvoljne IF; drugi pristup je da koristimo supstituciju.

Skup navedenih aksioma nije minimalan i nije nezavisan.

e Navodimo 11 shema (skupova) aksioma podjeljenih u 5 grupa (po
jedna grupa za svaki od 4 veznika i zakon isklju¢enja treceg).

e Pisa¢emo npr. T; : A— (B — A) a to nam preciznije zapisano znad&i
daje i ={A— (B — A) : A B e F}. Sli¢no za ostale sheme
aksioma T;.

11
@ Skup svih aksioma oznatavamosa T, T = (J T;, gdje su T;:
i=1
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o Aksiome implikacije:
Ti: A= (B—=A)
h:(A=-(B—=0))=(A—=>B)—= (A= 0))
@ Aksiome konjunkcije:
T:: (AAB) > A
T.: (AAB)— B
Ts: A= (B—= (AAB))
@ Aksiome disjunkcije:
To: A= (AVB)
T;: B— (AV B)
Ts: (A=C)=(B—=C)—=((AvB)—= ()
@ Aksiome negacije:
To: =A— (A= B)
Two: (A= B)—= ((A——-B) = —A)
@ Aksiome zakona iskljucenja treceg:
T11 AV oA

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Uvod u matematitku logiku studijska godina 2020/21. 44 / 83



Pravilo izvodenja

e U formalizaciji za koju smo se opredjelili jedino pravilo izvodenja (tj.
zakljutivanja) je modus ponendo ponens (na&in tvrdeéi tvrdim) ili
kratko modus ponens.

o MODUS PONENS. Za proizvoljne iskazne formule A i B iz formula A
i A— B zakljuujemo B.

@ Za modus ponens koristi¢emo skraéenicu MP i prikazujemo sa:
A A—B
B
@ MP Cuva istine, jer ako su pretpostavke A i A — B istinite onda je i
zaklju€ak B istinit.

@ Obi¢no se pretpostavka A naziva malom a pretpostavka A — B
velikom premisom.
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Dokaz u iskaznom racunu

o Def. Dokaz IF A u iskaznom racunu je kona&an niz iskaznih formula
(A1,...,Ap), n>1, takav da je A= A, i za svako i < n za iskaznu
formulu A; vazi jedan od uslova:

Q A € Ttj A je aksioma ili
@ postoje k, j < i takvi da je Aj = Ax — A; tj. Ai se po MP dobija iz njoj
prethodnih &lanova niza.

o Def. Ako postoji dokaz IF A onda za formulu A kaZzemo da je
dokaziva ili teorema (iskaznog ratuna) i ozna¢avamo sa - A.

o Def. Dokaz IF A iz skupa IF (pretpostavki) X je kona¢an niz IF
(A1,...,Ap), n>1, takav da je A= A, i za svako i < n za iskaznu
formulu A; vazi jedan od uslova:

Q A; €1 tj. A;je pretpostavka ili

Q A €Ttj A je aksioma ili

© postoje k,j < i takvida je Aj = Ax — A; tj. Ai se po MP dobija iz njoj
prethodnih &lanova niza.
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o Def. KaZemo da je IF A posljedica skupa pretpostavki X, u oznaci
> I A, ako postoji dokaz formule A iz skupa IF X.

@ Uoclimo da ako ja A posljedica praznog skupa onda je ona teorema
th. 0FA =FA

@ Teoreme iskaznog ratuna mi smatramo istinama. Skup svih teorema
oznatavamosa 7 = Con(T) ={A€ F :+ A}

@ Skup svih posljedica skupa X oznafavamo sa
Con(¥X)={A € F : ¥+ A}. Preciznija oznaka bi bila Con(T U X).

@ Broj formula u dokazu nazivamo duZinom dokaza tj. duZina dokaza
(A1,...,An) je n.

o Def. Za skup IF ¥ kaZemo da je neprotivretan (ili konzistentan) ako
ne postoji IF A za kojuje X FAi X F -A.
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@ Napomena. Dokaz ¢emo zapisivati sa Ay, ..., A, umjesto
(A1,...,Ap) tj. izostavljamo zagrade.
Umjesto U {A} I B koristi se oznaka X, A+ B analogno tome
umjesto {A1,...,A,} F B koristi se oznaka Ay, ..., A, B.
Koristimo i oznaku >, = A umjesto X UT - A i sl.

@ Uporedna tabela nekih oznaka i pojmova uvedenih u semanti¢kom i
formalnom pristupu

sem.p. || = A | tautologija | log. posljedica | log. konzistentan
form.p. || F A | teorema posljedica konzistentan
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|zvedena pravila zaklju¢ivanja

@ Ako iz pretpostavki P zaklju€ujemo Z (tj. P = Z) onda to pravilo
P

zapisujemo sa VA A sa = ako vazi i obrnuto (tj. P < Z) i ovakvo
pravilo nazivamo dvojnim pravilom.

@ Neka su ¥, 1, ¥ skupovi IF i A, B, C proizvoljne IF. Tada vaze
sledeca pravila:

Y1FAYEFA—B

>1,2, B

YA
Y. BFA

a) Uopstenje MP

b) Pravilo slabljenja

Y, B,CFA

c) Pravilo permutacije pretpostavki ——————.
) P )¢ Pretp S CBrA
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Dokaz.
a) Drugatije zapisano pravilo glasi

<21FAi22FA—>B> = X1,2oF B.

Pretpostavimo da vazi X1 - Ai X, - A — B (tj. je A posljedic od X1
i A — B je posljedic od ;). Ovo po definiciji (posljedice) zna&i da
postoji dokaz Ag,...,A, za formulu A=A, iz X1 (A€ TUX i
dp,q < i Ag = Ap — Aj) i postoji dokaz By, ..., By za formulu
Bik=A—=BizY¥y (Bie TUYLilidp,q<i By = B, = Bj).

Treba da dokazemo ¥1,%, + B (tj. B posljedica od £; UX5). Za to
nam je potrebno da nademo dokaz za B iz 1 U Y. Posmatrajmo niz
formula Gy, ..., Gy, Cox1, -+, Cogks Corky1 gdje je GG =A;za i <n,
Ci=Bi_pzan<i<n+kiCyksr1 = B (to je u stvari niz

Aty .., An, B1,..., Bk, B).
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Za ovaj niz vaZi:
» akojei<nt. GG=AiondajeGeTUYX; C TUXL;UX,ili
Ip,q<iAg=A, = Atj. Cg=C,— C;
» akojen<i<n+4+kt. G=Bi_,ondajeGGe TUL, C TUL;UX,
ilidp,g<i—nBg=B,—= Bi_ntj. Co4n= Copn = Cj;
» akojei=n+k+1tj. GG=Bondazbog C,=A,=Ai
Coik =Bk =A — B postoje p=n<iiqg=n-+k <itakvida je
Co=0C,— G
Pa je ovaj niz dokaz za formulu C, k1 = B iz skupa X1 U X.
Dakle, ¥ 1,2, - B $to je i trebalo dokazati.
Komentar. Posto je ovo prvi dokaz ove vrste ispisan je detaljnije.
Takod tekst plavom bojom moZemo izostaviti, ali je on ovde naveden
da bi studenti znali $ta u nastavku dokaza radimo.
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Kraéi dokaz (kako to u buduée radimo) bi zamjenio dio teksta potev
od redova obojenih plavom bojom sa re¢enicom koja slijedi.
Tada je niz formula Ay, ..., An, By, ..., Bk, B dokaz za formulu B iz
skupa Zl, 22.

b) Ako je Ai,..., A, dokaz za A, = A iz ¥ onda je to i dokaza za A iz
Y, B (samo B ne koristimo).

c) Dokaz je slitan prethodnom. Naime A; € ¥,B,C < A, €%, (C,B.

@ Osnovna ideja u gore navedenom dokazu je nadovezivanje postojeih
nizova formula (koji predstavljaju dokaze) i eventualno njihovo
dopunjavanje novim formulama.

@ Da bi skratili dokaz iskazne formule pored MP moZemo koristiti i
izvedena pravila.
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Posljedice aksioma implikacije

e Teorema (tautologije). Neka je A IF. Tada k- A — A.

e Dokaz. Niz formula
Al=A—> (A= A)e T, [ uzeto B=A |
Ab=A— (A= A)—-A)e T, [uzetoB=(A—A) ]
AA=(A—=> (A= A)—A) - (A= (A—=A) > (A= A) €
T, [uzeto B=(A— A iC=A|
Ar=(A— (A= A)) = (A— A) (MP 2,3),
As = A— A (MP 1,4)
je dokaz za formulu As = A — A.

e Teorema (dedukcije). Neka su A, B IF i ¥ skup IF. Tada

YAFB = YFA—>B.
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Dokaz. Neka je 2, A+ B. Zna&i da postoji niz formula Ay, ..., A, koji je
dokaz za formulu A, = B iz £, A (tj. A; € T, X, Aili se dobija po MP ¢, p
za q,p < i). Uo&imo da iz prethodnog slijedi X, A+ A; za svako i < n
(naime Ay, ..., A; je dokaz za A;). DokaZimo X = A — B indukcijom po
duzini dokaza za B.
Za n=1 imamo dokaz A; = B, gdje je Ay € T, X, A
@ Ako je B € T,X onda je niz formula By =B € T,%,
B,=B—(A—B)e T, Bs=A— B (MP 12) dokazza A — B iz
>t. XA B
@ Ako je B=AondaF A — A po teoremi tautologije, a na osnovu
pravila slabljenja dobijamo i X F A — A.

Neka je n > 1 i neka tvrdenje vaZi za sve formule koje imaju dokaz iz X, A

duzine manje od n. DokaZimo da tvrdenje vaZi i za formulu B &iji je dokaz
Ai,..., A, duZine n.
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Za formulu A, = B vazi Be€ T, Aili se B dobija po MP tj. postoje
i,j < ntakodaje A=A, — B.
@ Za Be T,x,Aonda B ima i dokaz duZine jedan pa se svodi na
slu¢aj n = 1.
@ Ako postoje /,j < n tako da je A; = A; — B onda po ind.p.p. vaZi
YFA-AIZEFA=A L. ZFA—= (A — B).
Otuda postoji Cy,. .., Ck dokaz za C, = A — (A; — B) iz L i postoji
Ck+1y...,Cpdokazza C, = A — Aj iz ¥.
Onda je niz formula Gy, ..., Gk, Ck11,--., G,
Crni1=(A=(A—-B)—=> (A= A)—= (A= B)) e T,
Crni2=(A—>A)— (A= B)(MP kym+1), Chy3=A— B (MP
m, m+ 2) dokaz za Cppp 3 =A — Biz L.
PaX+-A— B.

Na osnovu principa matematitke indukcije tvrdenje vazi za svaku formulu
B koja ima dokaz. Sto je i trebalo dokazati.
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@ Teorema dedukcije vaZi i u drugom smjeru. Naime ako je A1,..., A,
dokaza za A, =A— Biz¥X onda je A1,...,Ap, Aps1 = A€ LA,
Apnt2 =B (MP n+1, n) dokaz za A,.2 = B iz ¥, A.

@ Dakle vaZi dvostrano pravilo dedukcije

Y AFB
SFAB

e Teorema (tranzitivnosti). Neka su A, B i C IF. Tada
FA=-B)=(B—=C)—= (A= ().

o Komentar. Relacija < je tranzitivna u R :
(a<b)i(b<c)= (a<o).
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Dokaz(teoreme tranzitivnosti). Primijenjujemo teoremu dedukcije.
Pripremni korak. Treba da vidimo od kog skupa formula polazimo i koju
formulu dokazujemo. Zato koristimo teoremu dedukcije u suprotnom
smjeru. Primijenjujemo je dok god je to moguce. Polazimo od

F(A— B)— ((B— C)— (A— ()) iz tega zaklju¢&imo da treba da vazi
A— BF((B— C)— (A— (C)). Opet primjenom teoreme dedukcije (2
puta) zakljutujemo da je A— B,B — C+ A — C i kona&no

A— B,B— C,AF C. Sad smo spremni da krenemo sa dokazom.

Neka je ¥ = {A — B,B — C, A} tada £ - C a dokaz za to je niz formula
Al=Ac AA=A—-BeX A3=B(MP12), Ay,=B— Cect,

As = C (MP 3,4). Sada primjenom 3 puta teoreme dedukcije na

A— B,B— C,AF C dobijamo redom A— B,B— C+F A — C pa
A-BFH(B—=-C)—=(A=0Q0))i

F(A—=B)—»(B—C)—(A— Q).
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Posljedice aksioma konjunkcije

e Teorema (pravilo konjunkcije). Neka su A, B IF i ¥ skup IF. Tada

 TFAXFB
SFAAB

e Dokaz(uputstvo) ({:) A1,...,An=A, Bi,...,Bx =B,
C1:A—>(B—>(A/\B))E Ts, G = B—>(A/\B) (MP An, Cl),
G=AAB (MP By, Cz).

() G,....,Co=AAB, Coy1=(AANB) > A€ T3, Chyo = A (MP
n,n+1). Sli¢no za B koristimo aksiomu Tj.

e Teorema (infimuma). Neka su A, B i C IF. Tada

[A, B dokazivi < A A B dokazivo|

F(C—A) —(C—B)—(C—(AAB)).

e Dokaz(uputstvo) Primijeniti 3 puta teoremu dedukcije na
C— A C— B,CF AN B. Dokaz za poslednje je C, C — A, A,
C—-B B, A—-(B—(AAB)), B—(AAB), A\NB.
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@ Zadatak. Dokazati (teorema i pravilo o konjunkciji pretpostavke_

a) F(A—=(B—=C)) < ((AANB) — (), b)ﬁ

Rj.(uputstvo) a) Primjeniti teoremu dedukcije i aksiome za A.

b) (}:) Dokazu As,...,A, = C, dodamo Ay = (AAB) € ¥/,
Ai=(AANB) - A€ T3, Ao =(AANB) — B € T4 pa Ai B dobijamo
po MP. (71:) Dokazu As,...,A, = C, dodamo Ap = A€ ¥”,
Al=BeX Ay=A— (B— (AAB)) € Ts, A3 =B — (AN B)
(MP 1,2), pa AA B dobijamo po MP.

o Zadatak. F A< (AAA) . F (A= (AANA) A (AN A) = A).

o Rj. Ai=(ANA)— Ac T3 jedokaz za (AN A) — A. Dok je
Al=A AA=A—= (A= (ANA)) e Ts, A3=A— (ANA),
Ay = ANAdokazza A AANAL. FA— (AAA). Ostaje da
primijenimo PA (p. konjunk.).
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Posljedice aksioma disjunkcije

e Teorema (pravilo disjunkcije). Neka su A, B, C IF i X skup IF. Tada

Y AFCY,BFC
S, AVBF C

Pv

[dokazivanje po slu¢ajevima|

o Dokaz(uputstvo) (J:) Po teoremi dedukcije X - A — C i
> F B — C. Ako nadovezemo dokaze za prethodne IF sa
(A-C)—=(B—C)—((AvB)— C)) € Tg i primjenimo MP
dobijamo dokaz za (AV B) - Ctj. X+ (AV B) — C.
(1:) Dokazu As,...,A, = C, dodamo A; = A€ ¥ A,
Ap=A— (AVB)€e Ts, pa A=AV B (MP 1,2).

o Zadatak. Dokazati zakone distributivnosti za A i V.
(@Q)F(AV(BACQ)) < ((AVvB)A(AV()),
(b)F (AAB)V(AAC)) < (AN(BV Q).
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e Zadatak. Dokazati
(a) Zakone idempotencije (a® = a):
F(AVA) & A F(AAA) & A
(b) Zakone apsorpcije:
F(AN(AVB)) < A F(AV(AAB)) < A.
(c) Zakone komutativnosti:
F(AAB) < (BAA), F(AVB)« (BVA).
(d) Zakone asocijativnosti:
F(AAN(BAC))+ ((AAB)AC), F(AV(BVC)) <+ ((AvB)V ().
o Rj. (b) F(AA(AV B)) — A po aksiomi T3. DokaZimo i
FA— (AAN(AVB)). Iz A A (teor. taut.) i A AV B (po Te)
primjenom (PA) dobijamo A AA (AV B).
(c)IzAABFB (po Ta) i ANBE A (po T3) slijedi ANBFBAA
(PA) tj. F(AAB) = (BAA).
(d)IzAAN(BAC)FA AN(BAC)E(BAC) po (PA 1) dobijamo
AN(BANC)FA AN(BAC)EBiAAN(BAC)FE C. Ostaje da dva
puta primjenimo (PA ).
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Posljedice aksioma negacije

e Teorema (pravilo za dokazivanje negacije). Neka su A, B i ¥ skup
IF. Tada

YAEB Y,A+--B

Y H-A '

e Dokaz(uputstvo) (J:) Po teoremi dedukcije X - A — B'i
> F A — —B. Ako nadovezemo dokaze za prethodne IF sa
(A— B) —» ((A— —B) — —A) € Ty i primjenimo MP dobijamo
dokaz za —A tj. X F —A.
() XF-A = L, AF—-A. Pazbog L, AFAiF-A— (A—= ()
dobijamo X, A+ C. Ostaje da prvo stavimo C = B a drugi put
C=-B.

P—:
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e Teorema (slabe kontrapozicije). Neka su A i B IF. Tada
F(A— B) = (=B — —A).
e Dokaz(uputstvo) Uzmimo ¥ = {A — B,—B}. Uotimo da je
> AFBiX,AF =B, pa po pravilu za dokazivanje negacije dobijamo

Y A
@ Zadatak. Dokazati teoremu slabe dvojne negacije tj. - A — ——A.
. . "B,A— B
o Zadatak. Dokazati modus (tolendo) tolens tj. —x
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Zakon isklju¢ena treéeg

@ Zakon isklju€ena treceg je izazvao najvise polemike. Njegova primjena
je npr. ako dokaZemo da nije A onda tvrdimo da je A (i ako nemamo
konstrukciju A tj. nemamo direktni dokaz za A). Pa je pitanje da li
mozZemo tvrditi da nesta postoji bez negove eksplicitne konstrukcije?

e Teorema (o jakoj dvojnoj negaciji). Neka je A IF. Tada - -—A — A.

e Dokaz(uputstvo) AV —A, =—AF A, dokazujemo po sluéajevima:
(1°) A,——AF A otigledno, (2°) -A,——AF Az
—(-A) = (FA— A) € To.

e Teorema (o jakoj kontrapoziciji). Neka su Ai B IF. Tada
(=B = -A) — (A— B).

e Dokaz(uputstvo) Za ¥ = {=B — —A, A} dobijamo X, -BF A
>, =B+ —A pa po pravilu za dokazivanje negacije > - -—B
tj. X F B (po prethodno navedenom pravilu).

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Uvod u matemati¢ku logiku studijska godina 2020/21. 64 / 83



Zadatak.

a) Ako aksiomu Ti; zamjenimo sa =—A — A onda je - AV —A.
Dokazati.

b) Dokazati da aksima Tig slijedi iz ostalih aksioma.

c) Koristeci zakon iskljuéenja treceg (z.i.3) dokazati
F(AVB)— A)V(AV B)— B)).

d) Neka je To ={(-A—-B)—=(B—A) : ABecF}i
T'=T1UToU Ty. Ako je T’ skup aksioma a modus ponens (MP)
pravilo izvodenja dokazati da je T; C Con(T') za i =3,4,...,11 tj.
svaka instanca aksioma T; je dokaziva. Veznici A i V se uvode kao
skracenice preko veznika = i —.

e) Dokazati De Morganove zakone.

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Uvod u matematitku logiku studijska godina 2020/21. 65 / 83



Svojstva ekvivalencije -sintaksna (formalna)

Def. Za IF Ai B kaZemo da su (sintaksno) ekvivalentne ako
FA+ B.

Zadatak. Dokazati: a) F (A<« B)« (-A < —B).

b) F (A< B)< ((AAB)V (-AA-B)).

Teorema (o zamjeni ekvivalentnih formula). Neka su A,B i C
proizvoljne IF. Tada - (B <+ C) — (A <> A(B/C).

Dokaz. Sami.

Zadatak. Dokazati pravilo zamjene ekvivalentnih pretpostavki

MAFC XA« B
rY,BFC
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Teorema korektnosti iskaznog racuna

e Oznatimosa | = {A € F : = A} skup tautologija a sa
T ={A€F :+ A} skup teorema.
— Ako je T C I formalizacija je korektna.
— Ako je I C T formalizacija je potpuna.

e Teorema.(korektnosti) Svaka teorema iskaznog ratuna je tautologija
tj. 7 C I (odnosno - A = = A).

e Teorema.(opsta teorema korektnosti) Neka je A IF i ¥ skup IF.
Tada, ako je X - A onda je X = A.
[ Tj. svaka posljedica od X je logitka posljedica od X. |

@ Teorema korektnosti slijedi iz opste teoreme korektnosti kada uzmemo
Y =0.

@ Zato dokazujemo samo opstu teoremu korektnosti jer su dokazi sli¢ni.
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e Dokaz. (opste teoreme korektnosti)

Neka je £ = A. To (po definiciji) zna&i da postoji niz formula
A1, ..., A, koji je dokaz za IF A iz £. DokaZimo da je tada X = A.
Dokaz izvodimo indukcijom po duZini dokaza za IF.
Baza indukcije: n=1.
Imamo da je niz A; dokaz za IF A izX paje Ay e TUZL.
» Ako je A; € T onda je (po izboru skupa aksioma) = A; pa je i
T AL
» Ako je A; € X onda je X = A (jer ako je v(X) =1 onda je i
v(A1) =1).
Indukcijski korak.
Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za svaku formulu koja ima dokaz
duzine k, k < n, dokaZimo da tada tvrdenje vaZzi i za formulu koja
ima dokaz duZine n.
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Neka je A1,...,A,dokazzalF A,izZ. Tadaje A, e TUZXZ li
postoje i,j < n takvi da je A; = A; — Aj.

» Ako je A, € TUZ onda A, ima dokaz duZine 1 pa se dokaz svodi na
bazu indukcije.

» Ako postoje i,j < n takvi da je Aj = A; = A, (tj. A, se dobija po MP
izAjiA)ondapoind pp. TFA = SEAILFA = ¥ A,
Odnosno imamo ¥ = A; i ¥ = A; — A,. Pa ako je v € 2F proizvoljna
valuacija takva da je v(X) =1 onda je v(A;)) =1i v(Ai — A,) =1 pa
jei v(A,) = 1. Sto upravo znati da je T |= A,.

Na osnovu principa matemati¢ke indukcije zakljuéujemo da vazi
Y = A (jer IF A ima dokaz odredene duZine). Sto je i trebalo
dokazati.

@ Komentar. Direktni dokaz za teoremu korektnosti moZemo dobiti
tako Sto prepiSemo prethodni samo izostavljamo savko pojavljivanje &
i tekst direktno vezan za Y.
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Teorema potpunosti isklaznog ra¢una

@ Postoji vise nacina da se dokaZe teorema potpunosti iskaznog ra¢una.
Navodimo jedan od tih dokaza &ija se ideja koristi za dokaz teoreme
potpunosti i kod drugih logika.

@ Da bi mogli da sprovedemo takav dokaz izvrsi¢emo odredene
pripreme.
Primjer. Neka je A=p — q i Sub(A)={p, q, A, ~p, ~q, ~A}. Svakoj od 4
moguce valuacije (promenljivih p i q)
(P a (P q (P q (P g
o6 3) (8 1) (23)0 (110

moZemo pr|dru2|t| Ioglckl) konzistentan skup
—{BESUb : —1} 1—0,1,23
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Uo&imo sledece.

@ Ako skupu V; dodamo formulu B € Sub(A)\ V; dobijamo (logi¢ki)
nekonzistentan skup.

e Skupovi npr. {p,q,—A} i {p,—q, A} su (logitki) nekonzistentni, dok
skup V = {—p, A} je (logitki) konzistentan i mozemo ga " prosiriti”
sa konzistentnim skupom Vg ili Vj.

@ Svaki od skupova V; jednoznagno odreduje valuaciju v; koja ga
zadovaoljava. Takvu valuaciju moZemo definisati sa:

0, -scV; .. 0, s¢gV,
v,-(s):{1 se Vi |I|sav,-(s):{1 si\/,-

gdje je s € {p, q}.
e Skup V ne odreduje jedinstveno valuaciju, jer ga zadovaljavaju vy i
v1. Razlog je $to ga moZemo " proSiriti"” .
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Pripreme

o Def. Za skup IF X kaZemo da je kompletan ako je & konzistentan i
za svaku IF Avazi X F Aili X F -A.

Def. Za skup IF X kaZemo da ima kompletno proSirenje ako postoji
kompletan skup X takav da je & C X.

Lema. Svaki konzistentan skup IF ima kompletno proSirenje.

Dokaz. Neka je X konzistentan skup. Poredajmo sve IF u niz

A1, Az, ... tj. F = U{A;}. Induktivno formirajmo niz konzistentnih
skupova formula (¥;) sa: £y = X, ako smo formirali konzistentan
skup £ x_1 onda za X, uzimamo jedan od skupova 2 _1, Ak ili

> k1, Ak koji je konzistentan.

| Bar jedan od navedena dva skupa je konzistentan, jer bi u
suprotnom (pO —|P) 21 AT T F _\(_\Ak). J

Neka je Y = Uf’zozk. Otito, ¥ C Yi 2h1 C k.
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Skup ¥ je konzistentan. Zaista, u suprotnom postoji formula B takva
daje X F Bi X+ —B. Odnosno postoji niz formula Cy, ..., Cp dokaz
za C,=BizX inizDy,...,D, dokaz za D, = —B iz ¥. Skup

Ci, Dj € ¥ je konakan pa postoji m tako da ¥, sadri te formule.
Otude X, F B i ¥, F =B 3to je u suprotnosti sa ¢injenicom da je
> konzistenta.

Za proizvoljnju formulu E=A, vazi EC X, CXili -E€ ¥, C X pa
je L F EiliLF —E tj. © je kompletan.

Dakle, ¥ je kompletan i ¥ C ¥ pa je skup ¥ kompletno proirenje od
Y.

@ Lema. Svaki kompletan skup iskaznih formula je zadovoljiv.
(ti. = kompletan = (v e2P)y(¥)=1)

e Dokaz. Neka je v € 2F valuacija definisana sa: za p € P

{1 , XFp

v(p) = 0 , inacde

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Uvod u matemati¢ku logiku studijska godina 2020/21. 73 /83



DokaZimo da tada za svaku IF A vaZi:
v(A)=1 akko Xk A.

Dokaz moZemo izvesti indukcijom po sloZenosti formule A.
Q@ A=peP: v(p) =1« X} p po definiciji v.
Q@ A=-B: v(A) =122 gy =0 LB 51y p 2t
YF-B & X FA (= zbog ¥ kompletan; &= zbog ¥ konzistentan).
@ A=BAC: v(A)=1E2"% (B)=1iv(C)=1L2% v B
SFCS SHFBACSTIHA
Dakle, ako je A€ X onda X - Apa v(A)=1tj. v(X)=1

e Teorema. (opsta teorema potpunosti) Skup iskaznih formula je
zadovoljiv akko je konzistentan.

e Tj. X zadovoljiv akko ¥ konzistentan.
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o Dokaz. (=) : Neka je skup IF ¥ zadovoljiv. Tada postoji v € 2F
tako da je v(X) =1, odnosno za svako A € ¥ je v(A) = 1. Za
proizvoljnu IF C tvrdimo da vazi:

akoje X Condajev(C)=1. (%)
Tvrdenje (%) dokazujemo indukcijom po duZini dokaza za C. Ako je
C; dokaz (duzinen=1)za C=C izX onda je C; € T,X pa je
v(G) =114 v(C)=1.
Neka je Ci,...,C, dokaz za C = C, iz X. Pretpostavimo da tvrdenje
vazi za sve IF koji imaju dokaz duZine manje od n. C, se dobija po
MP iz njoj prethodnih formula C i ¢; = G — C, , k,j < n. Pa po
indpp. XFCG=>v(G)=1iXF(G=v(G)=1
tj. v(Cx — C,) = 1. Pa po semantitkim pravilima iz v(Cy) =1 i
v(Cx — C,) = 1 dobijamo v(C,) =11tj. v(C)=1.
Ako ¥ nije konzistentan onda bi postojala IF B takva daje X F B i
Y =B tj. v(B)=1iv(—-B) =1, &to je nemoguce. Dakle, X je
konzistentan.
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(<) : Neka je skup IF ¥ konzistentan i neka je (po Lemi) ¥ njegovo
kompletno progirenje. Postoji (po drugoj Lemi) valuacija v € 27
takva da je v(X) =1pajei v(X) =1 (jer je ¥ C X). Dakle, skup IF
> je zadovoljiv.

e Teorema. (potpunosti) Svaka tautologija je teorema iskaznog
ratuna. [ Tj. I C T; odnosno = A=+ A. |

e Dokaz. Neka je IF A tautologija (tj. = A). Tada skup ¥ = {—A} nije
zadovoljiv pa po opstoj teoremi potpunosti on nije konzistentan.
Znati da postoji IF B takva da je ~A+ B i -AF —=B. Sada po P—
(tj. pravilu za dokazivanje negacije) dobijamo () - —~(—=A). Odnosno
F A, tj. A je teorema.

@ |z teoreme korektnosti i teoreme potpunosti dobijamo da vazi:
o Teorema. Iskazna formula je teorema akko je tautologija.
[ Tj. T =1; odnosno - A< = A. |
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@ Znadi i u semanti¢kom i u formalnom pristupo dolazimo do istog
skupa istina.

e Teorema. (kompaktnosti) Ako je svaki kona&ni podskup skupa
iskaznih formula ¥ zadovoljiv onda je i ¥ zadovoljiv.

@ Dokaz. Pretpostavimo suprotno tj. X nije zadovoljiv. Po opstoj
teoremi potpunosti onda X nije konzistentan. Poslednje znadi da
postoji IF B takvada X+ Bi X+ —B.

Neka je niz IF Cy,..., Cx dokaz za IF B = Cy iz X a niz Cyy1,...,Cy
dokaz za IF =B = C, iz . Formirajmo konacan skup

Y1={G : 1<j<ni( eXx} Navedeni dokazi iz X su ujedno i
dokazi iz ¥ tj. vaZi £ + B i X1 F —B. Sto znadi da ¥; nije
konzistentan pa samim tim (po opstoj teoremi potpunosti ) nije
zadovoljiv.

Dakle, nasli smo konadan skup 1 koji je podskup od % i koji nije
zadovoljiv. Ovo je u suprotnosti sa pretpostavkom teoreme. Zna&i ¥
je zadovoljiv.
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Intuicionisti¢ka logika

@ Stinaksa intuicionistitke logike je ista kao sintaksa iskazne logike, koju
smo proudili. Pa se zato naziva intuicionisti¢ka iskazna logika. A
onda se logika koju smo prethodno proucavali naziva klasi¢na
iskazna logika stim Sto se cesto izostavlja atribut klasi¢na.

@ Intuicionisti¢ka od klasi¢ne iskazne logike se razlikuje po skupu
"istina”. Tako se mora razlikovati po semantici (koja je trovalentna)
kao i u formalizaciji (izostavlja se zakon iskljuenja treceg).

@ Intuicionisti¢ka (matematitka) rasudivanja se razlikuju od klasi¢nih
Sto ne prihvataju postojanje (matematickih) objekata bez njihove
eksplicitne (direktne) konstrukcije.

o Kilasi&ni matematicari ponekad tvrde (dokaZu) da nesta postoji a da
ne mogu pokazati primjer toga tj. ne znaju 5ta je to.

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Uvod u matemati¢ku logiku studijska godina 2020/21. 78 / 83



o Zadatak. Pokazati da postoje iracionalni brojevi o i B takvi da je broj
o racionalan.

e Rj. Ako je broj v = \@ﬁ racionalan onda treba uzeti o = /2 i
= /2. Ako je  iracionalan broj onda treba uzeti « = v i f = /2.

o Klasi¢ni matematematicar prihvata prethodni dokaz a intuicionista to
. . - . 2
ne prihvata jer se ne zna da li je . = V2ili a = \@f

Napomena. Danas zna da je ﬁﬁ iracionalan broj.

@ Da bi izbjegli da zakon isklju¢enja tre¢eg bude tautologija neophodno
je da u semantici dopustimo i trecu vrijednost. To onda povlaéi da i
veznike drugatije tumacimo (tj. veznici imaju drugu semantiku).
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Semantika

Preslikavanje v : P — {0, %, 1} je valuacija iskaznih slova intuicionistitke

logike a (semantitka) pravila njenog proSirenja (na skup svih formula) su
data tablicom.
| v(A) v(B) | v(-A) v(AAB) v(AVB) v(A—B)]|

H = = NRERNERENDRE O O O
= N O = N O = Nk O
O O O © © O = = =
= NFE O NN O O O O
e e e S S N i ST )
RNk O H Rk O +H Rk R
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e Uotimo da je v(p A q) = min{v(p),v(q)};
v(pV q) = max{v(p),v(q)}; v(p = q) =1 za v(p) < v(q),
vip—=q)=2zav(p)=1iv(q)=1iv(p— q)=0u ostalim

slu¢ajevima.

q
1
2

Formula A je 3-tautologija ako za svaku valuaciju v vazi v(A) = 1.
Teorema. Formula p V —p nije 3-tautologija.

Dokaz. Za p = % dobijamo v(p V —p) = 5

Dakle u ovakoj semantici ne vazi zakon iskljucenja treceg.

Zadatak. Dokazati da su svaka od aksioma T; do Tjp 3-tautologije.

Teorema. Svaka 3-tautologija je tautologija klasi¢ne logike.

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Uvod u matematitku logiku studijska godina 2020/21. 81 /83



Formalizacija

Za aksiome se uzimaju formule iz skupova T do Tig.
Pravilo izvodenja je MP.

Definicije dokaza, teoreme, posljedice su iste klasi¢noj logici.

Teorema. Formula p V —p nije dokaziva u intuicionisti¢koj logici.

Zadatak. Dokazati da formula =—p — p nije dokaziva u
intuicionisti¢koj logici a formula =—(—p) — (—p) jeste dokaziva u
intuicionisti¢koj logici. Provjeri da li su navedene formule
3-tautologije. | Uotiti: v(-p) € {0,1}. |

Prethodni zadatak nam ukazuje da dokazivost formula zadatih
shemom ——A — A zavisi od strukture formule A.
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