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Sta proucavamo

Prou¢avamo iskaznu i predikatsku logiku prvog reda.
| kod iskazne i kod predikatske logike prou¢avamo 4 cjeline

© Sintaksa (tj. koje simbole koristimo to nazivamo jezikom, koji su
vazedi nizovi simbola i to nazivamo formulama)

@ Semantika (tj. kako interpretiramo formule odnosno odredujemo
njihovo zna&enje tj. istinitosnu vrijednost).

© Formalni pristup (na osnovu aksioma i pravila izvodenja dolazimo do
istina). Napomena: u udZbeniku se ovo naziva sintaksa - sintaksni
pristup.

© Odnos 2 i 3 (da li nam semanti¢ki pristup i formalni pristup daju iste
istine - Teorema korektnosti i Teorema potpunosti).
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Predikatska logika-uvod

o Koristimo kradi naziv " predikatska logika" ili oznaku "PL" umjesto
" predikatska logika prvog reda”.

@ Postoji i predikatska logika drugog reda koju mi neéemo proucavati pa
nas kraéi naziv nece dovesti do zabune.

@ Iskazna logika ima ograni¢enu ekspresivnost tj. pomocu formula
iskazne logike ne moZemo zapisati mnoga matematicka tvrdenja.

@ Zato iskaznu logiku u nekom smislu prosirujemo sa npr.
kvantifikatorima (Vx, 3x).

o U iskaznoj logici elementarne iskaze smo zamijenili slovima a u PL
moZemo u nekom smislu da zapiSemo i njihovu strukturu npr. pisemo
3x(x? 4 1 = 0) umjesto slova s;.

@ Formulama PL moZemo zapisati zakone matematickih struktura pa je
i interpretiramo koriste¢i matematicke strukture.
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Primjeri matematickih struktura i formula

Koristimo skradenicu MS umjesto " matematicke strukture”.

Umjesto MS koristi se i samo naziv "struktura”.

Intuitivno MS zadajemo: nepraznim skupom, kao i skupovima
relacija, operacija i istaknutih elemenata zadatog skupa.

Za sada navodimo primjere a kasnije precizne definicije.

Prl. Grupa je MS G = (G, x, e), gaje je G # (), * binarna operacija
skupa G i e € G istaknuti element, za koju vaZi: 1°) operacija * je
asocijativna, 2°) e je jedini¢ni (neutralni) element 3°) svaki element
grupe ima inverzni (suprotni) element.  Tako, MS Z = (Z,+,0),
gdje je Z skup cjelih brojeva ... je grupa. Grupa je i MS

Q = (Q\{0},-,1), gdje je Q skup racionalnih brojeva.
Asocijativnost operacije * moZemo zapisati formulom

VxVyVz ((x x y) * z = x * (y * 2)).
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@ Pr2. Grupu G nazivamo komutativnom grupom ili Abelovom grupom
ako je operacija * komutativna tj. za operaciju * vaZi zakon
komutativnosti koji mozemo zapisati formulom: VxVy (x * y = y % x).

e Pr3. Polje je struktura F = (F,+,-,0,1) sa nepraznim skupom F,
binarnim operacijama +, - i dva istaknuta elementa 0, 1. Pri tome
vazi ) struktura (F,+,0) je Abelova grupa, Il) struktura (F\{0},-,1)
je Abelova grupa, Ill) Operacija - je distributivna u odnosu na
operaciju +.

@ Pr4. Linearno uredenje je struktura P = (P, <) sa nerefleksivnom,
tranzitivnom i linearnom relacijom < nepraznog skupa P.

e Pr5. Uredeno polje je struktura F = (F,+,+,<,0,1), gdje je
struktura F = (F,+,-,0,1) polje a < je binarna relacija skupa F koja
je saglasna sa obje operacije i takva da je struktura (F, <) linearno
striktno uredenje bez krajeva.
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MS — Relacije, operacije i istaknuti elementi

@ Neka je M neprazan skup.
@ Skup M"=Mx---x M={(x1,...,%n) : X1,...,%Xn € M} je
Dekartov n-ti stepen skupa M, za svako n > 0.

e Uzimamo M! = M; MO° = {)}, gdje je A prazan niz. Umjesto \
koriste se i druge oznake poput: (), 0, € i sl.

@ Def. Element ¢ € M je istaknuti element skupa M.

o Def. Relacija duZine n skupa M je skup r takav da je r C M".

@ Umjesto (x1,...,xn) € r koristimo i oznaku r(xi,...,x,). Dok za
n = 2 umjesto (x, y) € p Cesto pisemo xpy, npr. x < y.

@ Relaciju r € M™ moZe shvatiti i kao preslikavanje r : M" — {0,1}
takvo da za sve xi,...,xp € M, r(x1,...,xp) =1 (x1,...,%n) € 1.
Specijalno za n =0 skup MO = {)\} je Jednoclan skup pa postoje dvije
relacije duZine 0, ozna&imo ih sa 0 i 1 i uzimamo 0(\) =0, I(\) = 1.
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Na relacije 0 i 1 moZemo gledati kao na neistinu i istinu.
o Def. Operacija duZine k > 0 skupa M je preslikavanje f : MK — M.

e Ako je k = 0 onda za svako ¢ € M imamo operaciju ¢ : M® — M
oderdenu sa ¢(\) = c. Ako identifikujemo c i €, istaknuti element je
operacija duZine nula skupa M.

@ Ako je k =2 umjesto f(x, y) obi&no pisemo xfy, npr. x +y.

o Operaciji f duZine k moZemo pridruZiti relaciju rr duZine n=k +1
tako da za sve xi,..., Xk, y € M vazi:
re(X1y ey Xk, Y) S F(X1, .y Xk) = Y.

Relacija rr zadovoljava funkcionalne uslove tj. za svaku k-torku
(x1,-..,Xx) postoji tatno jedno y tako da je re(xy, ..., Xk, ¥)-

@ Ako relacija r duzine n > 1 zadovoljava funkcionalne uslove onda joj

moZemo pridruZiti operaciju duzine k = n — 1.
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o Def. U opstem slu€aju pod matemati¢kom strukturom
podrazumjevamo matematic¢ki objekt koji sadrzi sledeée komponente:

@ Neprazan skup M koji nazivamo domenom strukture,
@ Skupove relacija, operacija i istaknutih elemenata skupa M.

@ Naveli smo definiciju MS u opstem slu¢aju. Naime skupovi relacija,
operacija i istaknutih elemenata skupa M mogu biti prazni pa ih
mozemo i izostaviti.

@ MS u opstem slu¢aju zapisujemo kao niz M = (M, R, F,C), gdje je
M neprazan skup, R skup relacija, F skup operacija i C skup
istaknutih elemenata skupa M. Pri tome u nizu navodime elemente
skupova R, F i C a ne same skupove.

@ Kao $to je ranije naznaleno operacije i istaknuti elementi su samo
specijalan slu&aj relacija. Pa smo mogli MS zadati kao domen i skup
relacija na domenu. Ipak operacije i istaknute elemente izdvajamo
zbog njihove vaZnosti u matematici.
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Sintaksa PL

Da bi definisali sintaksu PL treba da definisemo:

@ Jezik PL. Tj. treba da navedemo simbole koje moZemo da koristimo.
Imamo logi¢ke simbole-koje stalno koristimo u svim PL i nelogicke
simbole-koji biramo prema potrebi.

@ VaZele nizove simbola (rijeci) tj. formule PL. U PL imamo i
"pomocne” nizove simbola koji su vazeéi to su termi. Dakle, treba
definisati terme i formule PL.

Jezik PL

@ Neka je V = {wy, v1,...} prebrojiv skup. Nazivamo ga skupom
simbola individualnih promenljivih.

o Neka je dalje skup interpunkcijskih simbola I = {(,)} U {,}
(tj. otvorena zagrada, zatvorena zagrada i zarez).

@ Skup logi¢ki simboli jezika PL je:
Lo=VU{AV, =, }U{Vx:xe V}U{Ix: xe VIU{=}ULI
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@ Skup nelogitkih simbola jezika PL (ovi simboli odreduju jezik) ¢ine
simboli relacija, operacija i istaknutih elemenata.
@ Preciznije skup nelogi¢kih simbola jezika PL je RU F U C, gdje je
» R skup simbola relacija-pri tome svaki simbol ima svoju duZinu,

» F skup simbola operacija-pri tome svaki simbol ima svoju duZinu i
» C skup simbola istaknutih elemenata.

Pri tome skupovi R, F i C mogu biti i prazni.
o Def. Jezik PL u opstem slu¢aju je skup £L = LoURUF U C, gdje
Lo, R, F i C oznalavaju prethodno opisane skupove.

@ Napomena. Posto se Lg javlja u svakom jezicima obi¢no se on
podrazumjeva pa se kao simboli jezika navode samo simboli iz
RUFUC.
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@ Ranije smo naveli primjere MS. Da bi formulama PL mogli da
zapisemo svojstva tih stuktura preba da imamo odgovarajuée simbole
tj. odgovarajudi jezik.

@ Prl. Da bi zapisali svojstva grupe G = (G, %, €) moZzemo koristiti jezil
L = {*, e}, gdje je * simbol binarne operacije, a e simbol istaknutog
elementa.

Uo&imo da nam u ovom slu¢aju nisu potrebni simboli relacija. Simbol
* binarne operacije moZe "odgovarati” operaciji sabiranja u grupi
Z = (Z,+,0) ili operaciji mnoZenja u grupi Q = (Q\{0},-,1).

@ Jezik sa jednim simbolom binarne relacije i jednim simbolom
istaknutog elementa poput jezika L = {*, e} moZemo nazivati jezik
teorije grupa. Naime u njemu moZemo zapisati svojstva grupe. Mogli
smo uzeti i L = {+,0}.

e Pr2. Sli¢no prethodnom jezik L = {+,-,0,1}, gdje su +, - binarne
operacije a 0 i 1 istaknuti elementi &ini jezik teorije polja.
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e Pr3. Jezik Lro = {+,+,<,0,1}, gdje su +, - binarne operacije, <
binarna relacija a 0 i 1 istaknuti elementi &ini jezik teorije uredenih
polja.

@ Prethodno smo dali definiciju jezika PL i objasnili kroz primjere. Sada
ponavljamo glavnu definiciju koja obuhvata prethodno receno ali
saZeto.

Jezik PL -kratko

o Def. Neka je V = {wp, vi,...} skup simbola individualnih
promenljivih i 7 = {(,)} U {,} skup interpunkcijskih simbola. Jezik PL
jeskup L=LyURUFUC, gdje je

» Lo=VU{AV,—=,-JU{¥x:xe V}U{Ix:xe VIU{=}UT
» R skup simbola relacija (tj. predikata) sa zadatim duZinama,

» F skup simbola operacija (tj. funkcija) sa zadatim duZinama, i

» C skup simbola istaknutih elemenata.
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Termi i formule PL

@ Kao $to je prethodno re¢eno PL ima dvije vrste sintaksnih objekata:
terme i formule.

e Pr. Formula VxVy (x + y = y + x) predstavlja zakon komutativnosti i
moZemo postaviti pitanje njene istinitnosne vrijednosti. Dio formule
x + y uestvuje u njenoj izgradnji ali pitanje istinitnosne vrijednosti za
X 4+ y nema smisla. MoZemo govoriti o vrijednosti izraza x + y npr.
zax=biy=T.

o Neka je dat jezik £L =LoURUF U C.
o Def. Skup terma jezika £ je minimalni skup kona¢nih nizova simbola
(jezika L) koji zadovoljava sledece uslove:
@ Simboli individualnih promenljivih i simboli konstanti su termi tj. v € V
i ¢ € C su termi.
@ Akosu ty,...,t termii f € F operacijski simbol duZine k > 1, onda je
i f(t1,...,t) term.
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o Def. Formule jezika £ su kona&ni nizovi simbola (jezika L) i
defini¥emo ih induktivno na sledeéi nadin:

@ Ako su t i tp termi onda je (t; = tp) formula,

Q Akosu ty, -, t, termii r € R relacijski simbol duZine n > 1 onda je
r(ty, -+, t,) formula,

© Akosu Ai B formuleondasui(AAB), (AVB), (A— B), -A
formule,

@ Ako je A formula a x € V individualna promenljiva onda su i Vx A,
dx A formule.

© Formule se mogu dobiti samo na jedan od prethodno navedenih nacina.

e Formule oblika (t; = t2) i r(t1, -, tn), tj. one koje su u definiciji
navedene pod 1 i 2, nazivamo elementarne formule.

@ Elementarne formule u sutini predstavljaju bazu pri induktivnom
konstruisanju formula.

@ U definicijama terma i formula zahtjevamo k > 1in> 1.

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Uvod u matematicku logiku studijska godina 2020/21. 15 / 62



@ Kao kod iskazne logike dogovaramo se da odstupamo od stroge
definicije formule ako je iz zapisa jasno o kojoj formuli se radi npr.
spoljne zagrade moZemo izostaviti.

e Prl. U jeziku L = {+,0} mozemo zapisati formule:
Vx(x4+0=x) A¥x(0+x=x) -0 je neutralni element
Vx3y((x +y =0)A(y +x =0)) - svaki element ima inverzni

e Pr2. Formula Vx(—(x = 0) — Jy(x - y = 1)) nije formula jezika L¢

ali jeste formula jezika L = {+,-,0,1}. Rije¢ima prepri¢ana formula:
Svaki element razli¢it od 0 ima inverzni u odnosu na operaciju "

o Def. Skup podformula formule A, u oznaci sub(A), definisemo
indukcijom (po sloZenosti formule) na sledeéi nacin:
Sub(tl = t2) {tl = tz};
sub(r(ty, -~ ;ta)) = {r(t1,--- ,ta)};
sub(Ax B) = sub(A) Usub(B) U{A% B}, za x € {\,V,—};
sub(Q A) = sub(A) U {Q A}, za Q € {—,Vx, Ix}.
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Parametri formula

o U predikatskim formulama razlikuju se individualni simboli (tj.
promjenljive) na koje "djeluje” neki kvantifikator, od onih na koje ne
"djeluje” ni jedan kvantifikator.

o U formuli oblika QyA, formula A je oblast kvantifikatora Qy za
Qe{3,ViiyeV.

o Def. Javljanje promjenljive y je vezano u formuli A ako se y nalazi u
oblasti kvantifikatora Qy. U suprotnom to javljanje je slobodno. [
javljanje y u Qy ne ratunamo kao jvljanje |
Promjenljiva x je parametar (slobodna promjenljiva) formule A ako
ima slobodno javljanje u formuli A.

e Pr. U formuli Vx(x +0 = x) A Jy(x + y = 0) prvo i drugo javljanje x
je vezano a trece slobodno a javljanje y je vezano.

o Koristimo oznake: A(xi,...,Xn) i t(x1,...,%,) da oznatimo da su svi
parametri formule A i terma t medu xy,..., Xp.
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e Prl. Formula A =VxVy(x +y = y 4+ x) nema parametara i izraZava
zakon komutativnosti.

Formula B(y) = 3x(y = x + x) ima jedan parametar y i izraZava
relaciju "y je paran broj".

e Pr2. Formule A(x,y,z) =3u(x =z -u)AJu(y =z-u)i
B(x,y,z,v)=(Ju(x=v-u)AJu(y=v-u)) = Ju(z=v-u)
imaju parametre i oznacavaju redom da z djeli x i y i ako je v djelilac
od x i y onda je djelilac i od z. Tako formula
A(x,y,z) AVvB(x,y, z,v) oznalava z = NZD(x,y).

@ Def. Promjenljiva y je slobodna za promjenljivu x u formuli A ako x
nema slobodno javljanje u oblasti kvantifikatora Qy u formuli A.

@ Prethodna definicija znadi da y mozemo staviti umjesto x u formuli A
tj. X mozemo zamjeniti sa y.

e Term t(xy,...,x,) je slobodan za promjenljivu x u formuli A ako su
sve promjenljive xi, ..., x, slobodne za promjenljivu x u formuli A.
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Semantika PL

@ Intuitivno: Najmanji sintaksni objekat koji dobija istinitosnu vrijednost
u iskaznoj logici je iskazna promjenljiva, a u PL je to predikat sto je u
direktnoj vezi sa nazivima ovih logika.

@ Za PL treba da odredimo kako da tumacimo: 1°) simbole jezika -
nelogitke (pa uvodimo interpretaciju); 2°) individualne simbole jezika
i treme (pa uvodimo valuaciju i vrijednost terma); 3°) formule
tj. logitke veznike (pa uvodimo relaciju istinitosti).

Interpretacija jezik PL
@ Ako je dat neprazan skup M onda je
> Rel(M) = ,enir: r € M"} - skup svih relacija skupa M,
» Fun(M) = Uyen{f|f : MK — M} - skup svih operacija (funkcija)
skupa M,
» M - skup svih (istaknutih) elemenata skupa M.
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o Def. Interpretacija jezika £ = R U F U C na nepraznom skupu M
je preslikavanje

I : RUFUC — Rel(M)U Fun(M)U M,  koje:

» svakom relacijskom simbolu r € R pridruzuje relaciju /(r) € Rel(M)
iste duZine kao r;

» svakom simbolu operacije f € F pridruZuje operaciju I(f) € Fun(M)
iste duZine kao f;

» svakom simbolu istaknutog elementa ¢ € C pridruZuje element
I(c) € M.

@ Napomena. Smatramo da je interpretacija proSirena i na simbol
jednakosti =€ Ly sa I(=) = {(x,x) : x € M}. Znat&i simbol
jednakosti se uvjek interpretira kao jednakost.

o Def. Interpretacija / jezika £ odreduje strukturu
M; = (M, I(R),I(F),!(C)) koju nazivamo model jezika L.

o Klasu svih modela jezika £ ozna¢avamo sa
Mod(L) = {M; : M; — model za L}.
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@ Ako imamo jezik £ moguce je napraviti novi jezik izostavljanjem
nekih simbola ili dodavanjem novih simbola. U tom slu¢aju govorimo
o redukciji odnosno prosirenju jezika L.

o Ako je L C L' onda je L pro$irenje jezika £ dok je jezik £ redukcija
jezika L.

@ Mozemo govoriti o redukciji i ekspanziji modela. Ako je M model za
jezik £ a M’ model za jezik £ i ako je £ C L' onda je M redukcija
modela M’ dok je M’ ekspanzija modela M.

e Pr. Jezik teorije polja L = {+,-,0,1} je proSirenje jezika teorije
grupa Lg = {+,0}. Pa je model Qr = (Q,+,-,0, 1) ekspanzija
modela Q¢ = (Q, +,0), gdje je @ skup racionalnih brojeva a +, -
operacije sabiranja i mnoZenja racionalnih brojeva i 0, 1 redmo nula i
jedinica iz skupa Q.

@ Napomena. U primjeru se simbol + interpretira kao operacija
sabiranja dok simbol - se interpretira kao operacija mnoZenja a
simboli 0 i 1 kao racionalne konstante nula i jedan.
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Valuacija i vrijednost terma

@ Pr. Istinitost formule x + y = z zavisi od vrijednosti x,y,z,x + y.
Npr. 2+ 3 =5 je tatno, dok 2 4+ 3 = 7 je neta¢no u skupu prirodnih
brojeva. Dakle treba zadati vrijednosti individualnih simbola (poput
x,y) i odrediti vrijednost terma (poput x + y) da bi provjerili istinitost
formule.

o Neka je M = (M, I(R),I(F),!(C)) model jezika L= RUF U C.

o Def. Valuacija individualnih simbola u modelu M je niz
a = (ag, a1, ... ) elemenata skupa M.

Sa MN oznatavati skup svih valuacija modela M.
o Def. Vrijednost terma t za valuaciju a u modelu M, u oznaci [t]V,
definiSemo induktivno po sloZenosti terma t:
> [vo]M = a, za svako v, € V,
> [c]M = cp za svaki simbol ¢ € C, gdje je cp = I(c) € M,
> [F(tr, - )Y = fn([t]M, ..., [t]Y) za svaki simbol f € F, gdje je
fm = I(f) € Fun(M).
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e Prl. Jezik £ = {+,0} u skupu Z moZemo interpretirati sa /(+) = +
(tj. sabiranje), /1(0) =0 € Z ili sa li(+) = - (tj. mnoZenje) i
1(0) =1 € Z. Tada za valuaciju a = (2,3,...) vazi

M,
vo+wld =2+3=5i[w+wv]," =2-3=6. SliEno
o+ 0¥ =210=2i[p+0)" =2.-1=2.

e Pr2. Jezik £L = {b,c}, gdje je b unarna a ¢ binarna operacija u skupu
rje¢i nad azbukom {0, 1} moZemo interpretirati kao /(b) = BrisiZnak
-bride prvo slovo rijeti, I(c) = Nadovezi -nadovezuje drugu na prvu
rije¢. Za valuaciju a = (110,01, 11,...), imamo [b(vp)cv1]M = 1001.

o Neka je a valuacija u modelu M, x promenljiva i b € M. Sa a(x/b)
oznacavamo valuaciju koja se dobija iz valuacije a tako $to
promenljiva x ima vrijednost b. Za promjenljivu x = v,

a(vi/b) = (a0, - - -, ak—1, b, ak+1, . .. ).
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Relacija istinitosti

o Neka je A formula jezika £, M molel jezika £ i a valuacija
promenljivih u modelu M. Uves¢emo relaciju istinitosti = izmedu

para (M, a) i formule A, u oznaci (M, a) = A, koju &itamo formula A
je istinita u modelu M za valuaciju a.

@ Prethodnu relaciju ¢itamo i na druge nacine (krace) poput: "A je
istinita za au M", "AvaZziu M za 3", i sl.

@ Umjesto oznake (M, a) = A ja ¢u koristiti oznaku M, a |= A, dok se u
literaturi obi¢no koristi oznaka M |=, A.

o Def. Relaciju istinitosti M, a = A definisemo induktivno po sloZenosti
formule na slededi nacin:

O Makt=te[u]M=[n]M

(2] Mva ': r(tlv"'atn) g ([tl]g/l7 7[tn]2/,) € v, ngeJe
I(r) = rm € Rel(M)
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M,al=AANB < M,al=AiM,al=B
M,a=EAVB & M,al=Aill M;al=B
M,al=A— B< M,a k= Aimplicira M,a =B

M,a = -A < nije M,a = A (oznatavamo i sa M, a [~ A)
M,a = 3xA < zaneko b e M, M,a(x/b) = A

M,a |=VxA < za svako be M, M,a(x/b) = A

©0 00060

@ Istinitost formule A(xi,...,x,) zavisi samo od "vrijednosti”
parametara. Zato M, a |= A(xi, ..., Xx,) oznatavamo sa
M = A(ay,...,an) gdje je a;i = [x]M.

e Prl. Jezik £ = {m, b}, gdje je m unarni predikat a b binarni predikat
u skupu osoba moZemo interpretirati sa /(m) = JeMuskarac -tatan
ako je osoba mugkog pola, /(b) = JeBratOd-tatan ako je prva osoba
brat od druge osobe. Za valuaciju a = (Ana, Vuk, Nik, Jan,...) i
relaciju JeBratOd = {(Vuk, Ana)} formula m(v1) A b(va, w) je tagna,
a formula m(vp) je netatna.
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Logi¢ki zakoni u PL

Neka je £ jezik PL. Smatraéemo da su PF (predikatske formule) koje
navodimo nize formule jezika L.

Def. Skup PF ¥ va¥i u modelu M za valuaciju a € MV, u oznaci
M, a |= X ako za svaku PF B € X vazi M,a = B.

Def. PF A je logi¢ka posljedica skupa formula X, u oznaci & = A,
ako za svaki model M € Mod(L) i svaku valuaciju a € MV, vaZi

M,al=X = M,akE= A
Def. PF A je istinita u modelu M, u oznaci M |= A, ako za svaku
valuaciju a € MV, vazi M,a = A.
Za M = A kaZe se i da je M model za formulu A.

KaZemo da je M model za skup formula X i oznatavamosa M = %
ako za svaku formulu B € ¥ vazi M = B.
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e Def Za PF A kazemo da je valjana formula (ili logitki zakon) jezika £
i oznatavamo sa |= A ako za svaki model M € Mod(L) vazi M = A.

@ Drugim rije¢ima, A je valjana formula ako je posljedica praznog skupa
formula.

o Neka je A(p1,...,pn) IFi Bi,...,B, PF jezika L. Za formulu
A(Bi,- -+, Bp) koja se dobija kada se sva javljanja iskaznog slova p;
zamjene formulom B;, kazemo da je instanca iskazne formule A.

@ Teorema. Svaka instanca iskazne tautologije je logi¢ki zakon PL.

@ Uputstvo za dokaz. Ako instanca A(Bjy,--- , B,) nije logicki zakon
onda biramo valuaciju v(p;j) =1 < M, a |= B;. Tada je v(A) =0.
e Zadatak. (MP u PL) Dokazati = Ai = A — B onda |= B.
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Korektne supstitucije

Neka je A formula, u i t termi jezika £ i x promjenljiva.

*

Sa u(x/t) oznatavamo term koji se iz terma u dobija zamjenom svih
javljanja promjenljive x sa termom t.

*

Sa A(x/t) oznatavamo formulu koji se iz formule A dobija zamjenom
svih slobodnih javljanja promjenljive x sa termom t.

Teorema 1. Neka je M model, u i t termi jezika £ i x promjenljiva.
Za svaku valuaciju a € MV, va¥i

(/015" = Tl gy

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po sloZenosti terma wu.

1° Za u = c € C imamo da je u(x/t) = c pa je
[u(x/D5" = [c]5 = I(c) = em € M.
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Dok je [u]a(x/[t M) [C]%X/[t]y) = I(¢) = cm. Dakle vazi
[u(x/8)]Y = [u]a (x/[M) = €

2° Za u=v; € V imamo dva slu¢aja v; # x i v; = x.
» Ako je v; 7é x onda je u(x/t) = v; pa je [u(x/t)]¥ = [vi]¥ = a;.
Dok je [l = [Mili/gem) = 21
Dakle vazi [u(x/t)]M = [“]%x/[t]g”) = a;.
» Ako je v; = x onda je u(x/t) = t pa je [u(x/t)]¥ = [t]M.
Dok je [l = Wit = 115"
Dakle vazi [u(x/t)]¥ = [U]Q/(Ix/[t]g/’) = [t]M.

Prethodna dva slu€aja ¢€ine bazu indukcije. Dok sledeéi slu¢aj &ini
indukcijski korak.
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39 Neka je term u oblika u = f(t1,..., tx) i neka tvrdenje vaZi za terme
manje sloZenosti od terma u.
Onda je u(x/t) = f(t1i(x/t),..., ts(x/t)) pa je [u(x/t)|M =
[F(t10x/t), . e/ OIS = ([t O/ 1Y [t(x/)]Y), gdje e
fm = I(f). Poind.pp. [ti(x/t)]M = [ti]%x/[t]g/’) tj. dobijamo

[/ 015" = i[85 gy - [0 )

Dok je [U]Q/(’x/[t]g/’) = [f(t1,..., tk)]g/(lx/[t]g/l) =

(LR TOTRRR LA WAL
Dakle vazi [u(x/t)]M = [“]Q/(’x/[t]’w)'

o Teorema 2. Neka je Ml model jezika £ i t term slobodan za
promjenljivu x u formuli A. Tada,

M,a = A(x/t) < M,a(x/[t]Y) = A.
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@ Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po sloZenosti formule A.

1. A=(t1 =tp)
M,a = A(x/t) & M,al=(t1 = h)(x/t) & M,aE (ti(x/t) =
t(x/1) & [0/ = [al/ O & [0]M o =
[0 gy & Moalx/[Y) | 1= t2 & M, a(x/[d) |- A

A=r(ty,... ta), 1(r)=rm

M,al= A(x/t) & M,al=r(t,....th)(x/t) & M,al=
r(ti(x/t), ..., ta(x/t)) < ([ta(x/OIM, ... [ta(x/DIM) €y <
([tl]g/(lx/[t]g/l)v ces [tn]%x/[t]y)) Em < M, a(X/[t]Q/I) =
(tr,....ta) & M,a(x/[]M) E A

A= A1 NA
M,a = A(x/t) & M,al= Ai(x/t) A Ax(x/t) <
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M,ak= Al(x/t) i M, a = Ax(x/t) & M,a(x/[t]M) = Ay i
M. a(x/[t]}) | A2 & M, a(x/[t])) E ALA Ay & M, a(x/[t])) =
A

4. A=A VA, A=A —> A, A=-A;sami
5. A=VyB sami. Sli¢no kao za A = JyB.

6. A=dyB
M,a = A(x/t) < M,a =(3yB)(x/t) & M, a =3y(B(x/t))
< zaneko c € M, M, a(y/c) E B(x/t) &
za neko c € M, M, a(y/c)(x/[t]g/(’y/c)) = B
[ Term t je slobodan za x u formuli Apase y nejavljautix#y
. 1040y = (M i a(y/c)(x/1EM) = a(x/[£1M) (v /<),
& zaneko c € M, M, a(x/[t]M)(y/c) E B & M,a(x/[t]¥)
IyB & M,a(x/[t]}) E A
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Logi¢ka svojstva kvantifikatora

@ Lema. (o instancama kvantifikatora) Neka je term t slobodan za
promjenljivu x u formuli A jezika £. Tada,

= VXA — A(x/t) i |E A(x/t) — 3xA.

e Dokaz.
= VxA — A(x/t)

Neka je M € Mod(L) proizvoljan model jezika £ i a € MN proizvoljna
valuacija u modelu M. Treba dokazati da je M, a |= VxA — A(x/t).

* Ako M, a |~ VxA onda po semantici M, a = VxA — A(x/t).

* Neka je M, a |= VxA. Onda, za svako c € M, M, a(x/c) = A.
Specijalno za ¢ = [t]M € M dobijamo M, a(x/[t]¥) = A, odnosno
M, a = A(x/t). Dakle, M, a }=VxA = M, a = A(x/t)
tj. M,a = VxA — A(x/t).
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E A(x/t) — 3xA

Neka su M € Mod(L) i a € MN proizvoljni. DokaZimo
M,a = A(x/t) = M, a = 3xA.

Zaista, M, a |= A(x/t) = M,a(x/[t]") E A =

za c = [t]M € M vazi M,a(x/c) E A =

za neko c € M, M, a(x/c) = A = M, a |= 3xA.

@ Zadatak. Navesti primjere formule A i terma t tako da:
a) = VXA — A(x/t);  b) = A(x/t) — 3xA;
c) £ IxA — A(x/t); d) = A(x/t) — VXA.

Rj. a) A(x) =3y(x <y), t =y. Npr. u skupu N vazi
VxA = Vx3Jy(x < y) a ne vazi A(x/t) = Jy(y < y).
) Ax)=3Fy(x=y+y), t=z+z+1

b) i d) sami.
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e Teorema. (o Bernajsovim pravilima) Neka su A i B formule i neka
promjenljiva x nije slobodna u formuli A. Tada,

EASB > EASYxB, EB— A = =3xB— A

o Dokaz.
FA—B =FEFA—VxB

Neka su M € Mod(L) i a € MN proizvoljini model i valuacija. Neka
je dalje M, a |= A (jer ako je M, a [~ A onda otito M,a = A — VxB).
Za proizvoljno b € M, posto x nije slobodna u formuli A, vazi

M, a(x/b) = A. S druge strane zbog = A — B vaZi

M, a(x/b) = A — B. Pa po semanti¢kim pravilima dobijamo

M, a(x/b) = B.

Dakle, za svako b € M, M, a(x/b) = B pa je M, a |=VxB

tj. M,al= A — VxB.

Kako su M i a proizvoljni to vazi = A — VxB.
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EFB—A=FEF3xB—- A

Neka su M € Mod(L) i a € MN proizvoljini model i valuacija i neka
je M, a = 3xB. Tada, za neko c € M, M,a(x/c) = B. Pa zbog

= B — Avazi M, a(x/c) = A. Kako istinitost od A ne zavisi od x to
je M,a = A, odnosno M, a |=3xB — A.

Dakle, za svaki model M i svaku valuaciju a, M,a = 3xB — A $to

znadi = IxB — A.

Ekvivalencija u PL

@ Formule A i B su logicki ekvivalentne ako za svaki model
M € Mod(L) i svaku valuaciju a € MN vazi:
M,aEA & M,aEB.

o Zadatak. Dokazati da su formule A i B logicki ekvivalentne akko
=A<+ B.

@ Znamo da je A <> B skracenica za (A — B) A (B — A).
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@ Lema (o preimenovanju vezanih promjenljivih) Ako formula A ne
sadrzi promjenljivu y, onda

= VXA < VyA(x/y) i = 3xA < JyA(x/y).

o Dokaz. Neka su M € Mod(L) i a € MN proizvoljini model i
valuacija. Tada, M, a |= VyA(x/y) <
za svako c € M, M, a(y/c) = A(x/y) &
za svako c € M, M, a(y/c)(x/[y]%y/c)) EAs
Caly /M, ) = aly/€)(x/e) = a(x/)(y/e) |
za svako c € M, M a(x/c)(y/c) EA <
za svako c € M, M,a(x/c) = A & M, a = VxA.
Dakle, za svaki model M i svaku valuaciju a vazi
M, a |= VxA akko M, a |= VyA(x/y)
pa je = VxA < VyA(x/y).

Dokaz za |= IxA <> JyA(x/y) uradite sami.

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Uvod u matematitku logiku studijska godina 2020/21. 37 /62



e Teorema (o supstituciji ekvivalentnih formula). Neka su A,B i C
predikatske formule. Tada, =B <+ C = = A+ A(B/C).

@ Dokaz uradite sami.

e Teorema (pravilo generalizacije) Neka je A formula i x promjenljiva.
Tada F A & = VXA

e Dokaz (uputstvo za =). M, a -proizvoljni. Iz |= A slijedi za svako
ce M, M;a(x/c) = A pa je M,a = VxA. Dakle, = VxA.
@ Zadatak. Navesti primjer formule A za koju ne vazi = A < VxA.
e Rj. A(x) =3Jy(s(y) = x). Naime u modelu N,
N,a(x/1) = A — VxA, jer N,a(x/1) E A a N,a(x/0) = A.
[ s(y) - interpretiramo kao sljedbenik od y |
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Svojstva jednakosti

e Kongruencija je relacija ekvivalencije (refleksivna, simetri¢na i
tranzitivna) koja je saglasna sa operacijama i relacijama.

o Zadatak. Dokazati da je jednakost kongruencija u svakoj strukturi.
Preciznije: Neka su x, y, z, x;, yi, 1 < i < n promjenljive, f operacijski
simbol duzine n i r relacijski simbol duZine n. Tada vazi:

F (x=x)

Fx=y)=(=x

Fx=y)A(y=2)— (x=2)

Ea=y)) A Axn=yn) = (F(x1,- -5 x0) = Fy1, .-+, ¥n))
Ea=y)) A Alxn=yn) = (r(x1, ... %) < r(y1, ., ¥n))

e Formula Vx; - - - Vx,A je univerzalno zatvorenje formule A(xy, ..., Xp).
Univerzalna zatvorenja prethodnih svojstava se uzimaju za aksiome
jednakosti.
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Kvantifikatori i negacija
@ Zadatak. Dokazati uopstene De Morganove zakone:
E VXA < dx-A i | —3xA & VxoA.

e Zadatak. Neka je M = (M, I(R),I(F),I(C)) konatan model jezika
L=RUFUC inekaje M= {by,---,by}. Neka je dalje

M = (M, I(R),I(F),I(C)) prosta ekspanzija modela M za jezik

L=RUFUC, gdieje C={cy : bie M}il(cy)=bi (tj. cp, je
ime za b;).

Dokazati da za svaku valuaciju a € MV vazi:
M, a = VxA < M,a k= A(x/cp) A+ AA(x/ch,) i

M,a = 3xA & M,a k= A(x/ch) V-V A(x/cp,)-

@ Prethodni zadatak nam govori kako eliminisati kvantifikatore u
kona¢nom modelu. Uopsteno V, 3 prestavljaju beskonacnu konjunkciju
i disjunkciju.
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Kvantifikatori i konjunkcija

o Zadatak. Neka su A i B formule. Tada,

a) = (VxAAVXB) <> Vx(A A B);

b) = 3x(AA B) — (3IxA A IxB);

c) E (3xAA B) <» 3x(AA B), gdje B ne sadrzi parametar x.

@ Rj. a) Neka je M proizvoljan model, a € MV proizvoljna valuacija i
neka je M,a = (VxA A VxB). Tada vazi
M,a = (VxAANVXB) < M,a = (VxA) i M,a = (VxB) <
za svako c € M, M,a(x/c) = A i za svako c € M,
M,a(x/c) E B <
za svako ¢ € M vaZzi M,a(x/c) = Ai M,a(x/c) =B <
za svako ¢ € M vazi M,a(x/c) EAANB < M,al=VYx(AAB).
Dakle, za svako M i a, M, a |= (VxA A VxB) akko M, a = Vx(A A B)
tj. = (VXA AVXB) < Vx(A A B).
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Kvantifikatori i disjunkcija. Kvantifikatori i implikacija
Kvantifikatori i disjunkcija

o Zadatak. Neka su A i B formule. Tada,

a) = (3IxAV 3xB) « 3Ix(AV B);

b) = (VxAV VxB) — Vx(AV B);
)

c) E (VxAV B) <> Vx(AV B), gdje B ne sadrzi parametar x.

Kvantifikatori i implikacija

o Zadatak. Neka su A i B formule i x promjenljiva koja nije slobodna u
formuli B,

= (VXA — B) <> 3x(A — B);
= (B — VxA) < Vx(B — A);
= (XA — B) < Vx(A — B);
= (B — 3xA) < 3x(B — A).

a
b
c

)
)
)
d)
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Preneksni oblik formule

o Def. Za formulu oblika Q1x1 -+ QnxnA, gdje je Q; € {V,3} i A
formula bez kvantifikatora, kaZemo da ima preneksni oblik.

e Teorema. (o preneksnom obliku formule) Za svaku formulu A postoji
formula A* u preneksnom obliku, takva da = A <> A*.

@ Uputstvo za dokaz. Indukcijom po slozenosti formule A. Ako
kvantifikator ne "prolazi” kroz veznike onda koristimo preimenovanje
promjenljivih.

@ Pr. Neka je C = (3IxVyA(x,y) A IxVyB(x,y)). Ne moZemo izvudi
dx ispred formule, jer 3 ne prolazi kroz veznik A. Ako vezanu
promenljivu x u formuli A preimenujemo u v koja se ne javlau Ai B
onda po svojstvu ¢) moZemo je izvudi ispred.

Dobijamo C; = Jv(VyA(v,y) A 3xVyB(x, y)). Slicno odradimo za x
u B a onda Vy prolazi kroz A svojstvo a).
Konatno C* = IvIuVy(A(v,y) A B(u,y)).
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Formalizacija PL
Aksiome

@ Insatnce iskaznih aksioma T7; do Tiq;
@ Neka je term t slobodan za promjenljivu x u formuli A
Ty: VxA— A(x/t),
T5: A(x/t) — 3xA;
@ Neka su x,y,z,x;,y;, 1 < i < n promjenljive, f i r redom operacijski i
relacijski simbol duzine n
Ei: Vx(x=x)
Ey: VxXVy(x=y —y=x)
Es: YxVyVz((x=y ANy =2z) > x=2z)
Ey: Vxy- VX Vy1- - Vyn(xi =y1 A Axp=yn) —
f(x1,...yxn) = f(y1,-..,¥n)
Es : vXl"'Vxnv)/l"'v)/n(xl:yl/\"'/\xn:)/n)_>
(r(x1y..yxn) <> r(y1,---,¥n))
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Pravila izvodenja

e MP (Modus ponens):
A A— B

e BPY (Bernajsovo pravilo V):
Neka promjenljiva x nije slobodna u formuli A

A— B
A — VxB

e BP3 (Bernajsovo pravilo 3):
Neka promjenljiva x nije slobodna u formuli B

A— B
dxA — B
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Dokaz u predikatskom racunu

o Def. Neka je ¥ skup formula i A formula jezika £. Konaan niz

formula A1,..., A, je dokaz formule A = A, iz pretpostavki X ako za
svako k, 1 < k < n, vaZi jedan od uslova:

1°) Ak e TUZL;

2°) postoji i,j < k tako da je Aj = A; = Ak (tj. Ak dobijamo po
MP);

3%) Ay = C — VxD, x nije slobodna u C i postoji i < k tako da je
Ai = C — D (tj. Ak dobijamo po BPY);
4°) Ay = 3xC — D, x nije slobodna u D i postoji i < k tako da je
Ai = C — D (tj. A, dobijamo po BP3).

o Def. Ako A ima dokaz iz ¥ onda koristimo oznaku ¥ - A i &itamo A
je posljedica od X ili A je dokaziva iz X.

o Def. Ako je & = () onda umjesto () - A pisemo A i &itamo A ima
dokaz ili A je teorema PR (predikatskog ratuna).
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e Teorema. (pravilo generalizacije) Za svaku formulu A jezika £ vaZi:

A

@ Dokaz. Uzmimo neku formulu B € T7 u kojoj x nije slobodna.
Imamo X = {A} pa je dokaz niz formula A; = A€ ¥,
AA=A—=(B—A)e T, A3=B—A(MP12), Ay =B — VxA
(BPY 3), As = B € T1, As = VxA (MP 5,4).

o Teorema. (De Morganovi zakoni). Za svaku formulu A jezika £ vaZi:
a) FVxA <> —-3-A i b)F IxA < VA

e Dokaz. [ b) —: ] Dokaz je niz formula A; = Vx—A — -A € Ty,
Ay = ==A — —x=A (KP 1), As = A — ——A (Z2-),
Ay = A — —Vx=A (TRANZ 2,3), As = 3xA — —V-A (BP3 4).
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Teorema.
a) Za svaku formulu A, vazi: F JyVxA — Vx3yA.
b) Ako je promjenljiva y slobodna za x u formuli A, onda vazi:
FVxA — YyA(x/y) i F 3xA — JyA(x/y).
c) Dokazati da za proizvoljne formule A i B, u predikatskom ratunu vaze
slede¢a pravila:

A— B ) A— B
VXA VxB | IxA— IxB’
d) Za svaku formulu A(xq,- - -, xn) jezika L, vaZi:

FA(x, -y xn) S FVxgVxpA(xa, - oy Xn)-

Dokaz.

a) Dokaz je niz formula: Ay =VxA - A€ Ty, Ao = A— JyA € T3,
Az = VxA — JyA (TRANZ 1,2), Ay =3yVxA — 3yA (BP3 3),
As =3yVxA —Vx3yA (BPY 4).
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e Teorema. (dedukcije PR) Neka je X, A skup retenica i B formula
jezika L. Tada,
> AFB = YXFA—= B.

@ Dokaz. Dokaz se izvodi indukcijom po duZini dokaza za formulu B iz
>, A. Novina je Sto se u induktivnom koraku formula moZe dobiti
primjenom Bernajsovih pravila, a ostali slu¢ajevi su isti kao u
iskaznom racunu.

Neka tvrdenje vaZzi za sve formule koje imaju dokaz duZine manje od
k. DokaZimo da tvrdenje vaZi i za formulu koja ima dokaz Aj, ..., Ak
duZine k (i Ax dobijeno po BP).

* Ax = C — VxD dobijena po (BPY j), gdje je j < k, promjenljiva x
nije slobodnau Ci Aj=C — D. Poind. pp. X - A = A;
ti LFA— (C— D). Kako je (A— (C —+ D)) = ((ANC) — D)
instanca iskazne teoreme to po MP dobijamo X + (AA C) — D.
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Kako je A relenica to promjenljiva x nije slobodna u formuli AA C pa
po BPY dobijamo X F (AA C) — VxD. Kako je

((AA C) — ¥xD) — (A — (C — VxD)) instanca iskazne teoreme to
dobijamo X F A — (C — VxD) tj. ¥+ A — Ay.

Napomena. Za prethodni dokaz nismo morali zahtjevati da A bude
reCenica, dovoljan je zahtjev da x nije slobodna u A.

* Ay = 3IxD — C dobijena po BPdna Aj =D — C, gdjeje j < ki
promjenljiva x nije slobodna u C. Po ind. pp. ¥ - A — A;, $to znati
da postoji dokaz By, -+ , By za By =A— (D — C) iz ¥. Dopunimo
ovaj dokazsa Bpt1 =(A— (D — C)) = (D — (A— C)) € T,
Bni2=D — (A— C) (MP, m,m+1), By13=3xD — (A— C)
(BP3 m + 2 jer x nije slobodna u A — C posto je A relenica),

Bmia = (3xD — (A— C)) = (A— (3xD — C)) € Ty,
Bmis =A— (3IxD — C) = A — Ac (MP m+ 3, m+ 4).
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e Teorema. (o preneksnom obliku) Za svaku formulu A postoji formula
A* u preneksnom obliku takva da je - A > A*.

e Teorema. (op3ta teorema korektnosti) Za savki skup reenica ¥, A
jezika L,
YFA = YEA

o Teorema. (op%ta teorema potpunosti) Neka je A formula i X skup
reCenica jezika £. Tada ,

TEA= TFHA

@ Teorema. Neka je A formula PL. Tada,

A oA
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Modalne logike

@ Imamo veliki broj modalnih logika. Mi ovde navodimo jednu od
osnovnih modalnih logika K. (K je u East Kripke.)

o Jezik logike K, je jezik iskazne logike proSiren sa m modalnih
operatora [y, ..., i sa operatorima koji su njima dualni

<>l7"'7<>m-

@ Formule u logici K, gradimo koristeci sledeca sintakti¢ka pravila:

¢ = pl(P1 A 92)[(d1 V 92)|(P1 = ¢2)|—0|0; B[O

gde je p iskazni simbol, ¢ (moguce sa indeksom) formula, O; i O;,
0 < i < m modalni operatori.

@ Logika Ki se oznacava sa K i u njoj ¢ obi¢no &itamo "nuzno” ¢ a
Q¢ Citamo "moguée” ¢. Citamo ih i drugadije.

@ Q¢ je skradenica za —[1-¢
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@ Semantika modalnih logika se zasniva na pojmu (Kripke) strukture,
koja se defini¥e kao M = (S, Ry,..., Rm, ), gdje S oznacava
neprazan skup stanja (ili svjetova), R; je binarna relacija na S koja
odgovara operatoru [J;, a I je preslikavanje iz S u skupove iskaznih
simbola, tako da IN(s) odreduje (sadrZi) simbole koji su istiniti u
stanju s.

@ Istinitosna relacija M, s |= ¢ (obi¢no &ita: "Formula ¢ vaZi u stanju s
strukture M") se defini%e induktivno:

M,skE=p akko p e Tl(s)

M,S):(¢1A¢2) akko Mvs):¢1iM7S':¢2

M.s = (¢1V ¢2)  akko M,s = é1ili M,s |= ¢2
M,S):(Qb]_—)(]b) akko Mas):qsl povladi M7S):¢2

M,s = —¢ akko M,s }= ¢
M,s = Qip akko 3s'.(s,s') e Rii M,s' = ¢
M, s = Do akko Vs'.(s,sY e Ri= M,s' E ¢
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@ Operator Oy mozemo tumatiti kao " U svim dostupnim (vidljivim)
svjetovima vaZi ¢" a operator Q¢ kao "Postoji dostupan (vidljiv)
svijet u kom je ¢".

@ Operator ;o moZemo tumacditi kao " Agent i zna ¢".
Neke od aksioa logike znanja (modalne logike S):
Le — ¢ - ako nesta zna onda je to ta¢no
O — OO - ako nesta zna onda on zna da to zna

—¢ — 0= - ako neSta ne zna onda on zna da to ne zna

e U vremenskim logikama (npr. kad je model, tj. Kripke struktura, skup
prirodnih brojeva) operator y moZemo tumatiti kao "U svim
momentima buduénosti vazi " a operator ¢y kao " Postoji moment
buduénosti u kom je ¢".
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Deskriptivne logike

@ Deskriptivne logike (Description logics) su namenjene za
reprezentaciju znanja i rasudjivanje u sistemima vjestacke inteligencije.

o Nastale su krajem XX vijeka sa ciljem da se formalizuju prethodno
razvijeni sistemi vjeStatke inteligencije (bazirani na frejmovima,
semanti¢kim mreZzama,...).

@ Zbog svojih dobrih osobina uzete su kao osnova za izgradnju
ontoloskih jezika semanti¢kog web-a.

@ OWL 1 (Web Ontology Language), baziran na DL SHOZN, je
preporucen, od W3C kao standard 2004. godine.

@ OWL 2, baziran na DL SROZQ, je preporucen kao standard 2009.
godine.
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@ Deskriptivne logike gradimo koriste¢i odgovarajuce konstruktore i
simbole iz sledeca tri skupa:

» imena koncepata: Aj, Ay, ...;
> imena svojstava: P, Ps,...;
» imena objekata: aq,an,....

@ Navodimo jednu od osnovnih deskriptivnih logika ALC (sintaksna
varijanta od Kp,).

@ Pravila za formiranje ALC-koncepata i ALC-svojstava su data
slede¢om sintaksom:

C:=T|LIAIG N G|G U G|-C|3R.C|VR.C
R:=P

gde je A atomarni koncept tj. ime koncepta, C (moguce sa indeksom)
oznacava koncept, P, R oznaavaju svojstva, koja su ovde samo
atomarna tj. imena svojstava.
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o Semantiku zadajemo pomocu interpretacije | = (A!,-1), gdje je A/
domena interpretacije a - funkcija interpretacije koja svakom
atomarnom pojmu A pridruzuje A" ¢ A, svakom atomarnom svojstvu
P pridruzuje P/ ¢ A! x A" i svakom imenu objekta o pridruZuje
jedan element (objekt) o iz A’. Cesto se pise oo umesto .

@ Funkcija interpretacije se prosiruje na slozene pojmove saglasno
sleded¢im pravilima semantike:

Th=A!

1M=0

(ﬂC)I — AI o CI

(G C2)’ = Cl’ N C2’

(aR.C) {d e A 3d'.(d,d)eR'id eCl}
(VR.C)! = {d € A |Vd'.(d,d") € R sledi d’' € C'}
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@ Jedna baza znanja napisana u logici ALC mogla bi da izgleda:

Petar : dima.Automobil

Petar voli Jugo45

Jugo4db : Zastava

Muski_kupac = Musko I Kupac
Savremeni_automobil = Automobil M Jima.Ra&unar

@ U ovom primeru Petar i Jugo4b su imena objekata koja oznacavaju
redom konkretnu li¢nost i konkretan tip automobila, Automobil,
Zastava itd., su koncepti (unarni predikati) koji oznatavaju odredenu
klasu objekata, dok su ima i voli imena svojstava koja oznacavaju
binarnu relaciju izmedu objekata.

o Citanje tvrdenja je direktno: " Petar ima automobil”, " Petar voli
Jugo4db”, " Savremeni automobil je automobil koji ima ralunar’.
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Sistemi bazirani na Deskriptivnim logikama

—
,
(%)
e
TBox <
=
Otac = Muskarac 1M > limaDijete =
@
—
@
N
ABox qE)
[ imaDijete(Milenko,Ana)  Muskarac(Milenko) ] o
(%]
" v . v

@ RBox (role hierarchy) je dio od TBox-a
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Sistemi bazirani na Deskriptivnim logikama

—
,
o
=
TBox g
_
[ Otac = Muskarac 1M > limaDijete ] =
g
@©
N
ABox qE)
[ imaDijete(Milenko,Ana)  Muskarac(Milenko) ] o
(%]
" v . v
@ RBox (role hierarchy) je dio od TBox-a Otac(Milenko)
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Primijer baze znanja

TBox

Zene C Osobe

Mugkarci = Osobe M —Zene

Majke = Zenel > 1imaDijete

Ocevi = Muskarcif > 1imaDijete

Roditelji = O¢evi LI Majke

Babe = Majke M dimaDijete.Roditelji
MajkeBezCerki = Majke MVimaDijete.~Zene
RBox

imaDijeteCimaPotomka
imaPotomkaoimaPotomkaCimaPotomka
imaDijetecimaDijeteCimaUnuce

ABox

imaDijete(Milenko,Ana), imaDijete(Milka,Milenko), 2ene(l\/|i|ka),
Mugkarci(Milenko), Zene(/Ana).
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