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dok su svi minori reda k + 1 jednaki nuli. Nezavisnost funkcija fi,..., fx
sledi na osnovu dokazanog dela 1° teoreme, a iz dokaza Teoreme o rangu
sledi

filr, o zn) = gi(fi(ze, oy zn), o fo(@n, . zn)), i=k+1,.,m,
gde su g;(y1, - . . .yx) glatke funkcije u nekoj okolini tacke ( f1(zo), ..., fr(xo)).

3.8. Povrsi u R”

(3.8.1) Definicija. Povrs dimenzije k, 1 < k < n, (ili mnogostrukost
dimenzije k) u R™ je bilo koji skup S C R™ koji ima svojstvo: za svaku
tacku g € S postoji kugla B[zg,r) tako da je skup Bg(xo) = S N Blx,,T)
homeomorfan otvorenom jedini¢nom intervalu Iy, = {(z1,...,2;) € RF: 0 <
x; < 1,1 =1,2,...,k}, tj. postoji preslikavanje ¢ : I, — Bg(zo) koje je
homeomorfizam.

Ako je U(zg) okolina tacke zy € S, tada smo skup Ug(zg) nazvali
okolinom tacke z¢g u S. Par (Us(zo),), gde je ¢ : I, — Ug(zo) home-
omorfizam, naziva se lokalnom kartom povrsi S. Upotrebljava¢emo naziv
lokalna karta i za okolinu Ug(zo). Homeomorfizam v : I, — Ug(xp) naziva
se parametrizacijom lokalne karte Ug(xo).

U gornjoj definiciji, otvoreni interval I moze se zameniti bilo ko-
jim njemu homeomorfnim skupom u R¥, a da se klasa mnogostrukosti ne
promeni. Ako je parametrizacija ¢ : I — Bg(zg), definisana sa I >
(t1,...,tx) — x = Y(t) € Bg(wo), koordinate (t1,...,t;) nazivaju se
krivolinijskim (ili lokalnim) koordinatama na karti Bg(xg).

(3.8.2) Definicija. Familija karata {Bs(z;),1;} na povri S, takva da
je U;Bg(x;) = S, naziva se atlas povrsi S.

(3.8.3) Definicija. Povrs S je elementarna ako se njen atlas sastoji od
jedne karte, dakle, ako postoji homeomorfizam ) : I, — S.

(3.8.4) Definicija. Skup S C R” je povrs dimenzije k klase m (glatka
pouvrs dimenzije k ako je m = 1) ako za svaku tacku zg € S postoji okolina
Bs(zo) u S i preslikavanje v : I;, “3 Bg(xg), otvorenog jedini¢nog intervala
I, na Bg(xg), klase m, koje ima rang k u svakoj tacki skupa Ij.

Dokazimo da je u tom slu¢aju preslikavanje lokalno homeomorfno, tj. za
svaku tacku ¢y € Ij postoji okolina O(tg) takva da je ¥ : O(tg) — ¥ (O(to))
homeomorfizam; $to znaci da je ¢ parametrizacija okoline ¥ (O(ty)).

Neka su
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koordinatne funkcije preslikavanja 1, i neka je, na primer,

W o
ot Oty

; : C (1) #0,
o o
oty 1 Oty

za svako t koje pripada nekoj okolini tacke tq.
Neka je

/

xr = (171,...,:Ek) = (’l,[)l(tl,...,tk),...,@ﬁk(tl,..‘,tk)) = gD(t)

Prema Teoremi o inverznoj funkciji, postoje okoline O(tg) i O(p(to))
tacaka to 1 ¢(tp) tako da je ¢ : O(tg) — O(p(to)) difeomorfizam klase
m. Neka je t = ¢~ (z) inverzno preslikavanje.

Neka je

"

2" = @ity 2n) = (Wppr (£), -, n(t)) = D(E).

Imamo da je z° = 1 ° o Nz'),za & € O(p(ty)). Znaci da je skup
P(Oto) = { (&) = (&', o= () : &' € Op(to)) }, pa je preslikavanje
¥ O(tg) — ¥(O(tp)) homeomorfizam. [

Neka je F' = (Fy,...,F,),1 < m < n,glatka vektorska funkcija defi-
nisana u otvorenom skupu A C R™, sa vrednostima u R™ i neka je neprazan
skup S C A definisan sistemom

1
Fo(z1,...,2,) = 0.
tj. sa F(z) = 0. Ako je u svakoj tacki xy € S rang preslikavanja F' jednak
m, tada je S povrs dimenzije n — m.
Neka je, na primer,

oFy oy

8xnferl o %

: : o (20) #£0, xo=(a9,...,2°)€8S.
OF,, - 0F,
OTp_mi1 Oz,




82 Glava II1. Implicitne funkcije

Prema Teoremi 3.3.1 (o implicitno datoj funkciji), postoji okolina O =
O@9,...,2%_, ) tacke (29,...,29_ ) i funkcije ¥y a1, ..., %, klase C*
u O, takve da je

Fl(xla---axn—mawn—m—&—l(xla 7$n—m)a 7wn(1‘17 axn—m)) =0
FWL(xlu"'7xn*m7/l/}n7m+l(l‘l7 wrnfm)a 71/]11(3717 ,l‘n,m)) =0,
za (z1,...,Tp_m) € O.

To znaci da preslikavanje ¢ : O — R"™ definisano sa

Tr1 = tl
Tnm = tn_m
Tn—m+1 = wnfm+1(t17 cee 7tnfm)

je glatko preslikavanje skupa O na skup ¥ (O) C S koje ima rang n — m u
svakoj tacki skupa O.

(3.8.5) Primeri. (1) Nosag puta, definisanog sa
D(t) = (e1(t).. .. 2nlt)), teT=(0,1).

gde suz; € CO(I,R), i = 1,...,n, i u svakoj tacki t, I'(t) # 0, je glatka
jednodimenzionalna mnogostrukost. Obi¢no, takva mnogostrukost naziva se
glatka kriva.

(2) Nosac puta I'(t) = (t2,£%), t € R, nije glatka kriva jer je rangI"(0) =
0.

(3) Graf funkcije z, = f(x1,...,2p_1), gde f € CO(R" 1 R) jen —1
dimenzionalna glatka povrs u R™. U sluc¢aju n = 3, dvodimenzionalna glatka
povrs obi¢no se naziva glatka povrs.

(4) Neka je U C R* otvoren skup i ¢ : U — R™ glatka funkcija. Tada je
grafik m-vektorske funkcije k promenljivih

Ly =Ty (U)={(y(E): (€U}

glatka k-dimenzionalna povrs.
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3.9. Tangentni prostor

Ako je z = z(t) = (z1(t), x2(t),x3(t)), t € R, parametrizacija elemen-
tarne glatke krive [, tada je
z(t) —x(0) = 2’ (0)t + o(t), kad ¢ — 0.
Prava x — x(0) = 2/(0)t naziva se tangenta krive | u tacki z(0).
Neka je sa w3 = x3(71,72) definisana glatka povrs S u R® (Primer
3.8.5(3)), pri ¢emu (z1,22) € D, gde je D oblast u R?. Neka (29,29) € D.
Tada je

_ Oxg(af, 25) O3 (Y, x3)

w3(21,22) — w3(27, 03) = T(ﬂfl —af) + T(@ — x3)
0
ry — &
oy @ —a9)? + (@2 — a2, 7T o
Ravan
Ox3 (29, 29 O0x3(x9, 2§
1‘3—.%3(.%?,1‘8): 3( 1 2>($1_$?)+ 3( 1> 2)(33‘2—31(2))

6.’1)1 8.7}2
naziva se tangentna ravan povrsi S u tacki (29,29, x3(29, 29)).
Povrs S moze se definisati i sa:

(t1,t2) — x(t1,t2) = (w1(t1,t2), 22(t1, t2), w3(t1, t2)),
gde je

0
Ty =2+
0
._’EQZ.ZEQ—FtQ

r3 = LU3($(1) +t1,$g +t2).

Jakobijeva matrica ovog preslikavanja, u nuli, je

1 0
/ _ 0 1
POV =1 org(ad,29)  Ows(a?, 9
8171 6952

i jednacina tangentne ravni moze se napisati u obliku

z — 2(0) = 2/(0) [ij .
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Prethodna dva primera mogu da posluze kao motiv da se definiSe tan-
gentni prostor povrsi dimenzije k, koji se u specijalnim slucajevima, napred
navedenim, svodi na tangentu glatke krive odnosno tangentnu ravan glatke
povrsi.

(3.9.1) Definicija. Neka je z = x(t), t € R*, parametrizacija glatke
mnogostrukosti S dimenzije k£ u nekoj okolini tacke x(0) = zo. Tangentni
prostor glatke mnogostrukosti S w tacki x(0), u oznaci T'Sy, (ili T3,95),
definiSe se sa
tq
z—z(0) =2'(0) | :
2%

Ako su x1 = x1(t1,.. .y tk)y. .. Ty = xp(t1,..., L) koordinatna pres-

likavanja funkcije z = x(t), tada je T'S,, definisan sa

_ 8$1(0) 8$1(0)

r1 — I (0)

t
o, ATt Ty,

Neka je glatka povrs S dimenzije k definisana sistemom (1) (odeljak
3.8) i neka je u nekoj okolini tacke zg = (29,...,29_ 2% ., ...,2%) €S
8F1 aFl

axnferl o 87xn
oF,, - OF,
8:L‘n—m,—i—l o 837”
Tada postoje okoline O; i Oy tacaka

To1 = (1}?7 . ,ﬂfg_m) 1 Tog = (xg_m+1’_ . ’xg)

i glatko preslikavanje
Tn—m+1 = Pn-m+1 (1, Tn_m)
(1)
T = Pn(T1, - s Tym)
okoline O; na okolinu Os tako da je
Fi(x1, .. Ty Pr—mt1(T1y o s Zem)s ooy Pn(T1y ooy Trpen)) = 0
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za svaku tacku (z1,...,2p—m) € O1.
Dakle (1) je parametrizacija neke okoline tacke xy povrsi S. Stoga,
tangentni prostor 7'S,, definisan je sa

Oppn— 1(Zo1
mn_mﬂ_l«gmﬂz%g;()(xl_xg)jL...Jr

n—m n—m

0Ty_m
e b
Tn — ) ai,l“)( 1-al) 4t
Opn(z01)

Kako je, na osnovu Teoreme 3.3.1 ,

OF1 (o) OF1 (o) 0Pn—m+1(To1) OPn—m+1(xo1)
OTp_my1 0z, 0x1 o O p—m
8Fm(a:0) aFm([IZ()) agpn(xm) a(pn($01)
0Tp_my1 0xy, 0xy o OTp—m
6F1(.T0) 6F1(.T0)
0x1 T OZpem
+ : : : =0,
0z T OTpem

to je tangentni prostor 7'S,, definisan sa

6F1(x0) 0 8F1([130) 0y
8Fm(x0) - _ 0 ......... aFm(xO) ..... _ . 0 _ ..
Txl(x z7) + 9z, (Tn —,) =0

Dokazimo da se tangentni prostor 1'S;, n —m-dimenzione mnogostru-
kosti S sastoji od tangenata glatkih krivih u S u tacki zg.

Neka je povrs S u okolini tacke xy € S definisana sistemom (1) (odeljak
3.8) koji mozemo krace zapisati: F(z) = 0, gde je F' = (Fy,...,Fy), © =
(z1,...,xy,). Dalje, neka je I' : I — S proizvoljni glatki put ¢iji je nosa¢ u
S, gde je I = (—1,1) i neka je I'(0) = xy. Dakle, pretpostavljamo da je

FO(t) =0, tel.

Diferenciranjem nalazimo
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FI(D(t) - T'() = 0

specijalno, za t = 0, dobijamo
Fy(xo) - 1"(0) =0
to znaci da tangenta glatke krive I'(I) u tacki zo pripada TSy, .
Obrnuto, neka je Fl.(xo) - £ =0, gde je £ = (&1,...,&n). Neka je sa
z1 =2y + &t
Lp—m = xg_m + énfmt
Tn—m+1 = Pn—m+1 (x? +&it, ... 7'%.27771 + &n—mt)

Ly = Son(q:(l) + glta v 7$91—m + gnfmt)
definisana glatka kriva koja pripada povrsi S; dakle vazi
Fr@V 4+ &ty 22 A &ty Onema1 (20 F &ty 2l ),
on(@ + &t 20 6 at) =0

Fm(x(l) + &1t .. ,l‘gfm + &nmt, (pn_mH(x(l) + &1t .. ,:rgfm +&mt)y -,
gon(x(l) + &t ..., x%_m +&—mt)) =0.

Diferenciranjem nalazimo

8F1 (IE()) 6F1 (l‘o)
T e et

8951 a-Tnfrn
8F1 (:1}0) aFl (JZQ)—
8xnferl Sn—m—i-l * * Ozy, gn =0
aFm (m 0 ) ......... 8Fm ( xo ) ..............

61‘1 51 + 35En_m fn—m“”
0F, 0F, —

(xO) gnferl +.+ (xO)fn =0,

a5571—771+1 axn

gde je & = Z Mgi, j=n—m+4+1,...,n. Dakle, ako definiSemo

i=1
£ = (€155 &n—m; €n—mit,---&n) , na osnovu prethodnih jednakosti za-
kljucujemo da je { vektor pravca tangente na krivu (2) u tacki zy. Dakle
Fl(xz9)- £ =01 F.(z0)- & =0. Kako je
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8F1(330) 8F1(33‘0)
OTp—my1 oxy,

: ; : #0,
OF(x0)  OFm(z0)
OTp—my1 oxy,

zakluéujemo da je ¢ =¢. O

3.10. Uslovni ekstremum

(3.10.1) Primer. Posmatrajmo funkciju f : R? — R, definisanu sa
f(x,y) = 2% + 4y*. Odredimo najmanju vrednost funkcije pod uslovom da
jex+2y =2 Izy=1-1/2sledi da je f(z,1 —2/2) = 222 — 4z + 4.
Minimalna vrednost dobijenog izraza je 2 i postignuta je za z = 1 (y = 1/2).
Primetimo da sama funkcija f ima u svakoj okolini tacke (1,1/2) i vrednosti
manjih od 2; ina¢e njena najmanja vrednost na R? je 0.

Razmatrani problem je specijalan sluc¢aj jednog opstijeg problema.

Neka je data funkcija f : A — R, definisana na otvorenom skupu
A C R"™. Ponekad se, umesto ekstremnih vrednosti na skupu A, trazi da se
odrede ekstremne vrednosti restrikcije f|g funkcije f sa skupa A na skup
S C A, takozvane uslovne ekstremne vrednosti. Najcesée skup S je n —m
dimenzionalna povrs (1 < m < n) definisana sa

o1(x1,...,2,) =0
5 U

dp;
pri cemu ¢; € CW(A,R), i = 1,2...,m i rang [(;p} (x) = m, za svako
Ly

x € A. Tada se ekstremne vrednosti f|s na skupu S zovu ekstremne vred-
nosti funkcije f pri uslovima (1) (otuda naziv uslovne ekstremne vrednosti).
Preciznije, kazemo da funkcija f ima uslovnu ekstremnu vrednost: uslovni
maksimum, strogi uslovni maksimum, uslovni minimum, strogi uslovni mi-
nimum u tacki xg € S ako postoji okolina Bg(xg) tacke xg u S takva da za
svako x € Bg(xg) vazi f(x) < f(zg), odnosno f(z) < f(xo), f(z) > f(xo),
f(x) > f(@o).

Na isti na¢in definiSe se uslovni ekstremum na skupu S C A koji ne
mora biti povrs. Ako je S povrs definisana jednacinama (1), prema Teoremi o
implicitnoj funkciji, nekih m od promenljivih x4, ..., z, iz datog sistema (1)
mogu se lokalno izraziti pomoc¢u ostalih. Na primer to mogu biti 1, ..., ZTmy:



