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4.6. Krivolinijski i povrsinski integral

(a) Orijentacija prostora R".

Neka je a = {aj,...,a,} baza prostora R™. Ona generiSe koordinatni
sistem u R™. Naime, svaki element x € R™ moze se na jedinstven nacin
predstaviti u obliku

n
T = E Ly,
i=1

brojevi x1,...,x, nazivaju se koordinatama tacke x u odnosu na bazu a.
Neka je @' = {df,...,a]} druga baza prostora R"™. Oznacimo sa

n
Q1j,. .., 00 koordinate vektora a;- u odnosu na bazu a, tj. a; = E 0 0.
i=1

Matrica Agq 41 = [ai;] naziva se matricom prelaza sa baze a na bazu a'.
Napomenimo da je uvek det A, 4/} # 0.
Oznacimo sa B skup svih baza prostora R". U skupu B definiSimo
binarnu relaciju ~ na sledeéi nacin:
(Va,a’ € B) (a ~d <= det Afy 4y > 0).

Lako se moze pokazati da je ~ relacija ekvivalencije. Postoje tacno dve
klase ekvivalencije relacije ~ koje se zovu pozitivna i negativna orijentacija
prostora R™. Prostor R™ je orijentisan ako je izabrana jedna orijentacija,
od dve moguce. Pozitivna orijentacija prostora R™ je ona orijentacija kojoj
pripada standardna baza {eq,...,e,}.

I dalje ¢emo koristiti oznaku ~ za razlic¢ite relacije ekvivalencije. Na-
damo se da to nece stvarati poteskoce pri ¢itanju ove knjige.

(b) Orijentacija povrsi.
(1) Orijentacija povrsi parametrizacijom.
Neka je S glatka elementarna k-dimenziona povrs u R™ i neka su

Dot—o¢t)eS i Gos—1(s)eS

dve njene parametrizacije (D i G su oblasti u R¥ homeomorfne otvorenom
jediniénom intervalu I u R¥).

Prelaz sa lokalnih koordinata ¢ = (t1,...,t;) na lokalne koordinate
s = (s1,...,8k) se realizuje jedinstvenim difeomorfizmom s = 7(¢), i sa
koordinata (si,...,Sx) na koordinate (¢i,...,tx) njemu inverznim difeo-

morfizmom ¢ = 771(s). Ako je det7/(t) > 0, t € D, (jasno, tada je i
det(771)(s) > 0, s € (), kazemo da su parametrizacije ¢ i 1 saglasne, i
piSemo ¢ ~ . Lako se proverava da je ~ relacija ekvivalencije na klasi IC
svih parametrizacija povrsi S.
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(4.6.1) Definicija. Klasa ekvivalencije u odnosu na relaciju ~ naziva
se orijentisuca klasa krivolinijskih koordinatnih sistema na povrsi S ili ori-
jentacija povrsi S.

(4.6.2) Definicija. Orijentisati elementarnu povrs S znaéi fiksirati je-
dnu orijentisuc¢u klasu krivolinijskih koordinatnih sistema na njoj, odnosno
izabrati jednu njenu parametrizaciju.

(4.6.3) Primer. Skup (0,1) je glatka kriva. Njene parametrizacije ¢ +—
o(t) =sint it — (t) = cost, t € (0,7/2), pripadaju suprotnim orijentaci-
jama krive (0,1).

(2) Neprekidno polje baza tangentnih prostora.

Neka je ¢ : D — Ug parametrizacija lokalne karte Ug glatke povrsi S.
Dalje, neka je to = (9,...,t) € D i zo = ¢(to). Krive

Ki(xo) = {o(t], .. 01, ity 1)« (80, .. 891, 65,804, ..., 1)) € D},
1=1,2,...,k, nazivaju se koordinatne krive na karti Ug povrsi S.

¢

T~

to

D
Slika 4.6.1.
Ako je ¢ = (¢1,...,¢n) koordinatno predstavljanje preslikavanja ¢,
vektori
0 n

dilte) 00l iy g g,

ot; ot;
su vektori pravca tangenata koordinatnih krivih K; i ¢ine bazu tangentnog

prostora 1'S;,. Koordinate %‘i", 7=1,...,n,i=1,...,k, su neprekidne u

oblasti D, pa se kaze da parametrizacija na lokalnoj karti generise neprekidno
polje baza (neprekidno polje baznih vektora) tangentnih prostora T'S,, x €
Us. Opstije, ako je u svakoj tacki x € S definisana baza

a1(z) = (a}(x),. .., an (@), .. -, ar(z) = (af (@), .., an(x)),
tangentnog prostora T'S,, pri ¢emu su funkcije af(z), i = 1,...,n, j =
1,...,k, neprekidne na S, kazemo da je time definisano neprekidno polje

baza tangentnih prostora T'S,, x € S.

Ako je S glatka elementarna povrs, svaka njena parametrizacija definise
na celoj povrsi S neprekidno polje baznih vektora tangentnih prostora te
povrsi.
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(3) Orijentacija povrsi neprekidnim poljem baza tan-
gentnih prostora (tangentna orijentacija).

Neka je S glatka elementarna povrs. Oznac¢imo sa Bg skup svih
neprekidnih polja baza tangentnih prostora povrsi S. U skupu Bg jedna
relacija ekvivalencije, sto se da lako proveriti, moze se definisati sa:

dva neprekidna polja baza tangentnih prostora su u relaciji ~ ako

u svakoj tacki x € S baze tangentnog prostora T'S,, koje pri-

padaju poljima baza, pripadaju istoj orijentiSucoj klasi prostora

TSs,.

Postoje tacno dve klase ekvivalencije relacije ~. Na povrsi S je defini-
sana orijentacija ako je izabrana jedna klasa ekvivalencije. Takva orijentacija
povrsi S zove se tangentna orijentacija.

U odeljku (2) pokazali smo da svaka parametrizacija glatke elemen-
tarne povrsi S generiSe na S neprekidno polje baza tangentnih prostora
TS,, x € S. Moze se lako dokazati da parametrizacije, koje pripadaju is-
toj orijetisucoj klasi krivolinijskih koordinatnih sistema, generisu polja baza
tangentnih prostora koja pripadaju istoj klasi ekvivalencije relacije ~, defi-
nisane u ovom odeljku.

Zbog toga se, po definiciji, smatra da parametrizacija povrsi S i bilo
koje neprekidno polje baza tangentnih prostora T'S,, z € S, definisu istu
orijentaciju povrsi S (saglasni su) ako polje baza generisano parametrizaci-
jom pripada istoj klasi ekvivalencije relacije ~ kojoj pripada i neprekidno
polje baza.

Kako je S povezan skup, njegova tangentna orijentacija je potpuno
odredena ako je u proizvoljnoj tacki xy € S izabrana baza tangentnog pro-
stora T'S,, .

Razmotrimo sada sluc¢aj povrsi koja ne mora biti elementarna.

(4.6.4) Definicija. Dve lokalne karte Us i Vs povrsi S su saglasne ako
je UsNVs = 0 ili ako je Wg = UsN Vs # 0 iakosu ¢ : D — Ug i
¥ : G — Vg parametrizacije karata Ug i Vg, tada su njihove restrikcije na
»~1(Ws) odnosno ¢~1(Wg) saglasne u smislu definicije date u odeljku (1).

(4.6.5) Definicija. Atlas A(S) naziva se orijentisué¢im atlasom povrsi
S ako se sastoji od uzajamno saglasnih karata.

Povrs S je orijentabilna ako postoji bar jedan njen orijentisuéi atlas. U
protivnom je neorijentabilna.

Skup svih orijentisu¢ih atlasa orijentabilne povrsi S mozemo podeliti
na tac¢no dve klase ekvivalencije, ako relaciju ekvivalencije, ~, definiSemo na
sledeéi nacin:

dva orijentisuca atlasa povrsi S su u relaciji ~ ako je njihova unija

orijentiSudi atlas povrsi S.
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Dokaz prepustamo citaocu.

(4.6.6) Definicija. Klasa ekvivalencije relacije ~ naziva se orijentisu-
¢om klasom atlasa povrsi S, ili orijentacijom povrsi S. Povr§ S se naziva
orijentisanom povrsi ako je na njoj fiksirana orijentacija.

Moze se lako pokazati da na povezanoj orijentisanoj povrsi postoje
tacno dve orijentacije, koje nazivamo wuzajamno suprotnim orijentacijama.
Glatka povrs je orijentiSuéa ako i samo ako na njoj postoji neprekidno polje
baza njenih tangentnih prostora.

(4) Orijentacija krive.

Parametrizacijom krive odredena su dva smera kretanja na njoj: jedan
koji odgovara raséenju parametra, i njemu suprotan. Dakle, orijentacija
krive moze se izvrsiti i izborom smera njenog obilaska. Orijentacija krive
parametrizacijom i orijentacija izabranim smerom obilaska krive su saglasne
ako ras¢enju parametra odgovara kretanje na krivoj.

(4.6.7) Primer. Neka je kriva (0,1) orijentisana kretanjem od 0 ka 1.
Parametrizacija t — sint, t € (0,7/2), je saglasna, a parametrizacija t —
cost, t € (0,7/2) nije saglasna sa njenom orijentacijom.

(5) Transverzna orijentacija.

Povrs dimenzije n — 1 u prostoru R"™ naziva se hiperpovrs. Orijentacija
povezane hiperpovrsi S moze se zadati, pored dva opisana nacina, i na jos
jedan nacin.

Neka je n,, jedini¢ni vektor normale, povezane glatke hiperpovrsi S C
R™, u tacki g € S. Svaka orijentisana baza a = {a1,...,a,} prostora R",
se moze smatrati orijentiSu¢om bazom a,, = a prostora T, R™. Neka je
{b1,...,by_1} baza prostora T'S,, takva da baza {ns,, b1,...,b,—1} pripada
onoj orijentisucoj klasi prostora 71,,R"™ kojoj pripada i baza a,,. Sve baze
prostora 1'S,, sa tim svojstvom pripadaju istoj orijentiSucoj klasi prostora
TS;,. Dakle, fiksirajuci vektor n,, mi fiksiramo jednu orijentisu¢u klasu
tangentnog prostora TS, , a time i orijentaciju povrsi S.

(4.6.8) Definicija. Ako je u svakoj tacki z € S definisan vektor (a; (),
...,an(z)) kazemo da je na povrsi S definisano wvektorsko polje. Ako su
ai(x), i = 1,...,n, neprekidne funkcije na S, polje nazivamo neprekidnim
vektorskim poljem.

Postoji duboka veza izmedu vektorskog polja jedini¢nih vektora nor-
mala povrsi i njene orijentabilnosti. Naime, vazi sledeé¢i stav.

(4.6.9) Stav. Na glatkoj hiperpovrii S C R™ postoji neprekidno polje
baza tangentnih prostora te povrsi ako i samo ako postoji neprekidno polje
jedini¢nih vektora normala te povrsi.
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Dakle, povezana glatka hiperpovrs S na kojoj postoji neprekidno polje
jedini¢nih vektora normala te povrsi je orijentabilna. Takva povr§ naziva se
dvostrana povrs. U protivnom, povrs je neorijentabilna ili jednostrana.

Orijentisanje dvostrane glatke hiperpovrsi vrsi se izborom jedini¢nog
vektora normale te povrsi u bilo kojoj njenoj tacki (takva orijentacija naziva
se transverzna orijentacija).

(4.6.10) Primer. Mebijusova traka S je glatka povrs u R? ¢iji se model
moze napraviti na sledeéi nacin:

Naspramne stranice AD i BC pravougaonika ABC D zalepe se tako da
se tacka A poklopi sa tackom C, a tacka D sa tackom B. Tacka F, sredina
duzi AD, poklapi se sa tackom F', sredinom duzi BC.

Neka je M proizvoljna tacka krive FF' na S i nps jediniéni vektor
normale povrsi S u tacki M. Ako se taj vektor neprekidno pomera duz
krive EF, ostajuéi u svakoj tacki vektor odgovarajuée normale povrsi S,
onda se on posle ”obilaska” krive EF vraca u tacku M, upravan na S u
tacki M, ali ima suprotan smer u odnosu na polazni vektor ny;. Time
se, grubo govoreéi, objasnjava ¢injenica da na Mebijusovoj traci ne postoji
neprekidno polje jedini¢nih vektora normala, odnosno da je Mebijusova traka
jednostrana povrs.

D C

E

e

Slika 4.6.2.

Nadalje razmatramo samo orijentabilne (dvostrane) povrsi!

Veza izmedu orijentacije povezane glatke hiperpovrsi S, definisane pol-
jem jedini¢nih vektora normala, i orijentacije, definisane parametrizacijom,
uspostavlja se na slede¢i nacin: u tangentnom prostoru 7'S;,, u bilo ko-
joj tacki zg € S, konstruise se baza by,...,b,_1, tog prostora generisana
parametrizacijom. Ako {ng,,b1,...,b,—1} pripada pozitivno orijentisuco]
klasi T),,R", orijentacije definisane parametrizacijom i poljem jedini¢nih vek-
tora normala su saglasne; u protivnom, te dve orijentacije su suprotne.

(4.6.11) Primer. Neka je glatka dvodimenziona povs S definisana sa
z= f(x,y), (z,y) € D.
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Jedini¢ni vektor ns normale povrsi S u tacki M(x,y, f(x,y)) ima ko-
ordinate

df(, af(x, —1/2 1 8f(z,y) 8f(x,
nM:j:(( féo;y))2+( fézy))2+1) ( féﬂ;?ﬁj féﬂ;y)’_l)

koje su neprekidne funkcije lokalnih koordinata tacke M. Stoga, S je dvo-
strana povrs.
Ako je v ugao izmedu vektora nys i vektora (0,0,1), onda je

of (x, of(x, —1/2
cos*y:i(l—l—( fémy))2_|_( féyy))2) .

Ugao ~ je ostar ugao ako je pred korenom uzet znak —, pa u tom slucaju
kazemo da smo izabrali gornju stranu povrsi S; ugao ~v je tup ako je pred
korenom uzet znak +; u tom sluc¢aju smo izabrali donju stranu povrsi S.
Izbor gornje strane povrsi S : z = f(z,y) je orijentacija (transverzna)
povrsi S saglasna sa orijentacijom odredenom parametrizacijom povrsi S

(4.6.12) Primer. Parametrizacija

D > (u1,uz) — ¢(ur,uz) = (¢1(u1,uz), p2(u1, uz), ¢3(ui, uz)) € S,
glatke povrsi S, i jedini¢ni vektor normale
ny = (A% + B2 4+ C?)~1/2(A, B, 0)
u proizvoljnoj tacki M € S, gde je
. D(¢2, ¢3) B_ D(¢3, $1) - D(¢1,$2)
D(ui,uz)’ D(ui,uz)’ D(ui,uz)’
generisu na S istu orijentaciju.
Zaista, neka je

G > (v1,v2) = P(v1,v2) = (Y1 (v1,v2), ¥2(v1,v2),¥3(v1,v2)) € S

druga proizvoljna parametrizacija povrsi S i neka je
nyy = (A + B} + CF)~/%(Ay, By, C1)

jedini¢ni vektor normale povrsi S u istoj tacki M odreden njome. Treba
dokazati da ako su parametrizacije ¢ i 1) saglasne onda su vektori nys i n/y,
istog smera, a ako nisu saglasne da su onda ti vektori suprotnog smera.

Neka se funkcijom « realizuje prelaz sa koordinata (vy,vs) na koordi-
nate (u1,us). Tada je

Yj(v1,v2) = ¢j(ar(v1,v2), az(v1,v2)), j = 1,2,3.
Diferenciranjem nalazimo
Ov;(v1,v2) _ 0¢;(elv1,v2)) Bon(vi,v2) | O¢j(alvs, v2)) Daz(vy, va)

61)i 8u1 81}1' 8“2 8Ui ’
1=1,23,1=1,2, iz cega sledi da je
4 _Bi_C

_ 1 ’
1-B - C det o.
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Dakle, ako su ¢ i 1 saglasne parametrizacije, tj. ako je deta’ > 0, vektori
na 1 nhy, su istog smera, a ako je deta’ < 0, ti vektori su suprotnog smera.

(c) Povrs s krajem
(1) Povrs (mnogostrukost) s krajem.

Neka je H* = {z € RF : z; <0} i 0H* = {x € R¥ : z; = 0}. Skup H¥
se obi¢no naziva poluprostor. Podsetimo se da je H” hiperravan u R*.

(4.6.13) Definicija. Skup S C R™ naziva se povrs (mnogostrukost)
dimenzije k s krajem ako svaka tacka x € S ima okolinu Ug(z) u S homeo-
morfnu sa R ili H*.

Akoje ¢ : Us(x) — H* homeomorfizam, tada se tacke skupa ¢~ (0H¥)
nazivaju tackama kraja povrsi S. Skup svih tacaka kraja povrsi S naziva se
kraj povrsi S i oznacava sa 9S. Napomenimo da se sa d oznaava i granica
skupa.

(4.6.14) Primeri. (1) Poluprostor R} = {(z1,...,2,) € R" : x,, >
0} je povrs s krajem u R™ i njen kraj je OR" = {(x1,...,2,) € R" : z,, = 0}.
Skup

intRY ={zcR}: x,>0}

je mnogostrukost bez kraja.

(2) Polukruznica S = {(z1,22) € R? : 29 = /1 — 23, 21 € [-1,1]} je

jednodimenziona mnogostrukost s krajem. Njen kraj je skup

88 = {(~1,0), (1,0)}.

(3) Polusfera S = {(v1,72,23) € R® 1 23 = /1 — 27 — 23, 23 +23 < 1} je
dvodimenziona mnogostrukost s krajem u R3. Njen kraj S = {(z1,22,0) :
22 + 22 = 1} je kriva bez kraja.

Mnogostrukost S C R™ s krajem dimenzije k, 1 < k < n, je klase
C™ m > 1, (glatka mnogostrukost ako je m = 1) ako postoji atlas A(S) =
{Us(z)} povrsi S takav da odgovarajuée lokalne parametrizacije ¢, : R¥
Us(z) ili v, : H* — Ug(z) su preslikavanja klase C(™ ranga k u svakoj
tacki domena R*, odnosno H.

Ako tacku proglasimo mnogostrukoséu dimenzije nula proizvoljnog ste-
pena glatkosti, onda krajevi svih mnogostrukosti, navedenih u prethodnim
primerima, su takode mnogostrukosti. To vazi u opstem slucaju.

(4.6.15) Stav. Neka je S C R" k-dimenziona mnogostrukost klase C'(")
s krajem 9S. Tada je 8S (k — 1)-dimenziona mnogostrukost klase C™ bez
kraja.
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Ako je A(S) = Ui{os(RF)} U U; {1, (H*)} atlas povrsi S s krajem 99,
tada je A(0S) = U;{¢;(0HF)} atlas kraja 99, iste klase kao i atlas A(S).

(2) Deo po deo glatka mnogostrukost.

(4.6.16) Definicija. Tacka je nula dimenziona mnogostrukost klase
C™) za svako m € N. Jednodimenziona deo po deo glatka mnogostrukost
u R” je kriva S u R™ koja sadrzi najvise prebrojiv skup tacaka S’ takav da
se skup S\ S’ sastoji od najvise prebrojivo mnogo glatkih krivih. Glatka
mnogostrukost S C R™ dimenzije k se naziva deo po deo glatka mnogostrukost
ako postoji najviSe prebrojiv skup mnogostrukosti S; C S dimenzije manje
ili jednake k — 1, takvih da se skup S\ U;S; sastoji od najvise prebrojivo
mnogo k—dimenzionih glatkih mnogostrukosti s krajem ili bez kraja.

Dakle, kriva S u prostoru R? je deo po deo glatka ako se iz nje moze
izbaciti najviSe prebrojivo mnogo tacaka na takav nacin da je ostatak krive
najvisSe prebrojiva unija glatkih krivih

Povrs S u prostoru R? je deo po deo glatka ako se iz nje moze odstraniti
najvise prebrojivo mnogo tacaka ili krivih tako da je ostatak najvise prebro-
jiva unija glatkih povrsi (dimenzije 2) s krajem ili bez kraja.

(3) Orijentacija glatke povrsi s krajem.

(4.6.17) Stav. Kraj 9S glatke orijentabilne povrsi S je glatka orijentabil-
na povrs.

Dokaz. Prema prethodnom stavu 95 je povrs. Ostaje da se dokaze ori-
jentabilnost kraja 9S. Zato je dovoljno proveriti da ako je s = ¢(t) difeomor-
fizam okoline Upx (to) u H” tacke to € OH* na okolinu Vi« (sg) tacke sy =
Y(ty) € OH* s pozitivnim jakobijanom, tada i preslikavanje 1/1!6(] (o)’ oko-

ok
line Uy gk (to) = OU g (to) u OH* tacke to, na okolinu Vyx (s0) = OV (so) u
OHF tacke sg, ima pozitivan jakobijan.
Primetimo da u proizvoljnoj tacki t = (0,ta,...,t) € OH* u kojoj

je preslikavanje ¢ definisano, jakobijan preslikavanja ) = (¢1,...,¢y) ima
oblik
o
Ttl O e O % %
92 O ] oty Oty
Iy =0 B T Oy | (1) = aqgi(t) : N
S L% O
i Ok Mk oty Oty
oty Oty Oty
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jer ako je t; = 0, tada je s1 = ©1(0,ta,...,tx) = 0 (grani¢ne tacke pri
difeomorfnom preslikavanju prelaze u granic¢ne tacke). Primetimo da, ako
je t1 < 0, tada je s1 = 1(t1,...,tx) < 0. Stoga je %tf (0,t2,...,tx) > 0.
Prema pretpostavci, J(t) > 0, pa je i jakobijan preslikavanja ¢’8UHI¢ (to) =
¥(0,ta,. .., tg) pozitivan. O

(4.6.18) Definicija. Ako je A(S) = {¢:(RF)} U {¢;(H*)} orijentisuci
atlas povrsi S, tada je A(0S) = {v;(0HF)} orijentisuéi atlas povrsi 9.
Njime odredena orijentacija povrsi S saglasna je sa orijentacijom povrsi S
odredenom orijentisué¢im atlasom A(S).

Saglasnost orijentacije kraja povrsi sa orijentacijom povrsi uspostavlja
se na sledeéi nacin:

Neka je glatka povrs S s krajem S orijentisana neprekidnim poljem
baza tangentnih prostora te povrsi. Dalje, neka je xg € 0S5, T'S;, tangentni
prostor povrsi S u tacki xg i 70S,, tangentni prostor povrsi 95 u tacki zg.
Tada je T0Sy, C T'Sy,. Neka je by, = {b1,...,br} orijentisuca ortogonalna
baza prostora 1T'S,, takva da njen prvi vektor b; ima pravac normale povrsi
0S5 i usmeren je na stranu koja je spoljasnja u odnosu na ortogonalnu pro-
jekciju malog dela povrsi S oko tacke z¢ na prostor T'S;,. Tada {bo, ..., by}
generiSe orijentaciju prostora 7'0S;,, odnosno povrsi 95, saglasnu sa ori-
jentacijom povrsi S.

(4.6.19) Primer. Neka je S orijentisana povrs u R® sa krajem 95,
pri ¢emu se njena orijentacija definiSe neprekidnim poljem baza tangentnih
ravni i neka My € 0S. Neka je {b1, b2} ona baza tangentne ravni Tjs, S koja
pripada pomenutom polju, pri éemu je vektor b; ortogonalan na tangentu
T, 0S 1 usmeren na stranu koja je spoljasnja u odnosu na projekciju na
ravan Th7,S malog dela povrsi S oko tacke Mjy. Ne umanjujucéi opstost ,
mozemo smatrati da vektor by ”lezi” na tangenti Ths,0S. Tada upravo taj
vektor definiSe, kada tacka My prolazi krivom 9.5, neprekidno polje baznih
vektora tangenti krive dS koje na toj krivoj generisu orijentaciju, saglasnu
sa orijentacijom povrsi S.
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Slika 4.6.3.

Na slikama (videti sliku 39 u Lazeti¢) ilustrovan je postupak usaglasa-
vanja orijentacija ravne povrsi S i njenog kraja 0S5 (tj. povrsi koja pripada
nekoj ravni a u R?). Primetimo da je u ovom slucaju T,S = a za svaku
tacku z € S.

bi
b

My ¢

oS

Slika, 4.6.4.
(4) Orijentacija deo po deo glatke povrsi.

Tacka se orijentiSe tako $to joj se dodeli + ili —.

Ako je kriva S s krajevima u tackama a i b, onda se tacki a dodeljuje —,
tacki b +, i smatra se da je kraj 9S = {a, b} orijentisan saglasno orijentaciji
krive S.

Neka je S deo po deo glatka kriva i neka su S7 i So dve orijentisane
glatke krive koje su deo krive S i ¢iji je presek {a} ili {a,b}.

Tada se na svakoj tacki preseka javljaju dve orijentacije koje su saglasne
sa orijentacijama krivih S7 i S respektivno. Ako su te dve orijentacije
suprotne, onda se kaze da su orijentacije krivih S7 1 So uzajamno saglasne.
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Slika 4.6.5.

Deo po deo glatka kriva naziva se orijentabilnom ako se sastoji od
konaéno mnogo glatkih krivih takvih da svake dve od tih krivih, sa nepraznim
presekom, imaju uzajamno saglasne orijentacije.

VA

Y

oS

N

=V

Slika 4.6.6.

Neka je S = US; deo po deo glatka dvodimenziona povrs. Ako je
[ C 05; N dS;, tada se na krivoj I javljaju dve orijentacije saglasne sa ori-
jentacijama povrsi S; i S;. Ako su te dve orijentacije suprotne, i to vazi za
svaku krivu [ C 95; N 9, orijentacije povrsi S; i S; nazivaju se uzajamno
saglasnim orijentacijama.

Slika 4.6.7.
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Deo po deo glatka dvodimenziona povrs S se naziva orijentabilnom
ako se ostatak te povrsi, posle odstranjivanja konac¢nog broja deo po deo
glatkih krivih ili tacaka, sastoji od glatkih orijentabilnih povrsi S; na kojima
postoje uzajamno saglasne orijentacije. Nastavljajuéi postupak, definise se
orijentacija deo po deo glatke povrsi bilo koje dimenzije k.

(d) Povrsina povrsi u R™.

Neka suzy,...,7, € R". Ozna¢imosah; = ;11 —2),,j=1,...,n—
1, gde je 7, projekcija vektora x;;1 na potprostor L(z1,...,;), skup
svih linearnih kombinacija vektora xy,...,z;. Poznato je da se zapremina
paralelopipeda nad vektorima x1,...,zg, 1 < k < n, definiSe rekurentno sa
Vi = Vicllhi—1ll, k= 2,...,n, gde je Vi = [|z1]].

Odredimo jedan drugi oblik zavisnosti veli¢ine Vi, od x1, ..., zg.

Prema definiciji je V2 = (z1,21). Kako je hy = 22 — ajx1, iz uslova
ortogonalnosti, nalazimo 0 = (hy,z1) = (z2,71) — a1(x1,21), iz Cega sledi

. ($2,$1)2 .
da je [|h1]]? = (2, 22) — "2 pa je
Il = (a2, 0) = 22
V= lloal Pl = | (2021 (7 22)

(z2,21) (22,22)|

Na ovaj nacin moze se zakljuciti da je

(ilvxl) (xlymk)
Vi = : e :
(T, 1) -0 (@n,71)
Poslednju determinantu ¢emo oznaciti sa I'(x1,...,x), pa je onda Vj, =

D(z1,...,zk).
Neka je ¢ : D — S parametrizacija elementarne k—dimenzione povrsi
S C R™ klase CV(D,R") i ty = (t9,...,t)) € D. Izaberimo dovoljno

male pozitivne brojeve hq, ..., h; takve da paralelopiped I konstruisan nad
vektorima tg+hyeq, ..., to+hkex, pripada oblasti D. Njegova slika I's = ¢(1)
naziva se krivolinijski paralelopiped na povrsi S. Neka je ¢ = (¢1,...,¢n)

koordinatno predstavljanje preslikavanja ¢. Kako je

Ot 81,80+ i B th) = 005 t) = | 2500, 200

+0(hi), izl,...,k,
to se krivolinijski paralelopiped Ig, za male vrednosti h;, malo razlikuje od
paralelopipeda generisanog vektorima

8¢1 (tO) a¢n (tO)
o, 7 0t

h;

:|hiET¢>(tO)Sa 1=1,...,k,
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pa je njegova zapremina AV priblizno jednaka

2 8 1 a n a 1
AV zF(( ¢(‘)t(f0)"”’ ¢at(1t0))""’(( ¢8t(:0))7

..,(W)) <At1---Atk>2,

gde je At; =hj,5=1,... k.

Zapremina AV zove se element zapremine na povrsi S.

Neka je P proizvoljna podela prostora R* i Pp = {I;.} intervali podele
P koji se nalaze u D. Zapremina oblasti D je priblizno jednaka zbiru za-
premina intervala familije Pp, pri ¢emu se tacnost aproksimacije povecava
ako \(P) — 0. Zbir zapremina krivolinijskih paralelopipeda ¢(I), I € Pp,
je priblizno jednak zapremini mnogostrukosti S.

Ovo razmatranje motivise nas da definiSemo zapreminu k—dimenzione
elementarne povrsi.

(4.6.20) Definicija. Neka je ¢ : D + S parametrizacija glatke k-
dimenzione elementarne povrsi S C R", ¢ije koordinatno predstavljanje je

¢ = (¢1,...,0n). Njena k—dimenziona zapremina je
_ 061(t)  Oou(t),  Dor(t)  Doa(t)\]?
Vk(S)_/[F<( 8t1 PR 6t1 )"'7( atk PR atk >:| :
D
cdty - dty,

ako taj integral postoji. B
Integral postoji, na primer, ako je ¢ € C)(D,R").

(4.6.21) Primeri. (1) Ako je S glatka jednodimenziona mnogostru-
kost definisana sa (a,b) 5 t — (¢1(t),...,¢,(t)) € S, tada je
L((¢1(1),- -, (1)) = ¢12(8) + -+ + ¢,%(1)

b
i V1(9) :/[ 2(t) 4+ ¢ 2(1)] Pt
Zapremina Vi (S) zove se u tom slucaju duZina krive S; uobicajeno je
da se oznacava sa [(5).
t

Izra¢unajmo duzinu krive S : z = e~ tcost, y = e !sint, z = et
0 <t < co. Na osnovu gornjeg je

I(S) = /\/36—2tdt: V3.
0

(2) Neka je S glatka dvodimenziona povrs definisana sa
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D 3 (u,v) — (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) € S.

.. ox\? oy 2 02\? ox\? oy 2

Oznac¢imo sa F = <5’u> +<8u> +<8u> ,G = (({)7}) +<8v> +
2

C o Oy dy 0z 0z i

(81}) 1F—%%+%%+%%. Tada je

or By 0z O By 02\ _ o

<(6u’8u’8u)’(8v’6v’8v)>_EG F=

pa je, stoga, V5(S) = // VEG — F2dudv.
D

Uobicajeno je da se V5(.S) naziva poursina povrsi S i oznacava sa P(S).
Primenjujuéi dobijenu formulu, nalazimo da je povrsina povrsi S : z =
ucosv, y = usinv, z =v; D : 0 < u < a, 0 < v < 27, jednaka P(S) =

/\/1+u2dudv:277/\/1+u2du:W[a\/1+a2+ln(a+ 1+ a?)].
D 0

(3) Ako je glatka elementarna povrs definisana sa z = f(z,y); (z,y) € D,

tada je
F((l,O,ai),(O,l,ach)) :1+(8£)2+(a§)27

pa je u tom slucaju povrsina povrsi S jednaka

P(S) = // \/1 + (%)2 + (gg)zdmdy.

Na primer, naé¢i povrS§inu dela povrsi S : az = zy koja se nalazi

u cilindru 22 + 3> = a?. Primenjujuéi gornji obrazac dobija se P(S) =

2ma?(2v/2 — 1)/3.

(4) Ako je k = ni¢ : D — S, glatka u D, parametrizacija glatke
elementarne n—dimenzione povrsi S u R", tada je

vn(s)z/[r((%l“) Loty 0oult) 3%“)))]”2.

oty 7 oty ot, 7 oty

-dtl---dtn:/|det¢’(t)dt1~--dtn:/1-dx,
D S

tj. Vn(9) je Zordanova mera povrsi S.
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(4.6.22) Definicija. Neka je S deo po deo glatka k-dimenziona povrs
u R™ koja se, posle odstranjivanja najvise prebrojivog skupa deo po deo
glatkih mnogostrukosti dimenzije manje ili jednake k — 1, moze predstaviti
kao najvise prebrojiva unija S = U; S, glatkih elementarnih mnogostrukosti

(pise se S = {S;}). Tada, po definiciji je V}(S5) = Z Vi (S5).
J

(4.6.23) Definicija. Skup E, podskup deo po deo glatke k-dimenzione
mnogostrukosti S, je k—dimenzione mere nula (i povrsine nula u Lebe-
govom smislu) ako za svaki pozitivan broj € postoji najvise prebrojiv skup
S1,59,..., povrsi Sj C S, takvih da je E C Uij i Zj Vk(SJ) < €.

Slicno kao u Lemi 4.4.1, moze se pokazati da ako je ¢ : D +— S
glatka parametrizacija k—dimenzione povrsi S C R", tada skup £ C S je
k—dimenzione zapremine nula ako i samo ako je skup ¢~ (E) k—dimenzione
mere nula u R¥ u Lebegovom smislu. To znaéi, da ako je skup S’ dobi-
jen odstranjivanjem skupa F, k—dimenzione mere nula, iz deo po deo glatke
k—dimenzione povrsi S, tada je Vi (S) = Vi (57).

(4.6.24) Primeri. (1) Izracunati obim kruga k : 2® +y? = R2.
Preslikavanje (0,27) 5 ¢t +— (Rcost, Rsint) je glatka parametrizacija skupa
k' =k\ {(R,0)}. Kako je tacka u R? duzine nula, to je

Ik = 1(k) = / V/(=Rsint)? + (Rcost)2dt = 2Rm.
0

(2) Parametarske jednacine torusa, koji nastaje rotacijom kruznice
(y—0)2+22=a% 0<a<hb,
oko z ose su:
T:xz=(b+acosty)cosg; y=(b+ acos)sing; z = asin.
Oblast D = {(¢,9) : 0 < ¢ < 27,0 < ¢ < 27} se difeomorfno preslikava na
T’ koji se dobija kad se iz T' odstrane dve koordinatne linije ¢ = 2w i ¢ = 27

koje su povrsine nula. Zbog toga je
2T 2

P(T) = P(T') = /dgb/\/EG—F?dw
0 0

2m 27 ’

:/dgb/a(b—}—acomb)dz/) = 4712ab
0 0
jerje E= (b+acosv¢)?, G=a%iF =0.
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(e) Krivolinijski i povrSinski integrali I vrste.

Neka je S elementarna glatka orijentisana k—dimenziona povrs u R™
definisana sa

D3t=(tr,....t6) = (¢1(1), ..., dn(t)) = 0(t) € S
i neka je f : S +— R ograni¢ena funkcija.

(4.6.25) Definicija. Ako integral
[ sonave = [ sow|r((Eo. . 2 L P90,
D D

6¢n(t) 1/2
o, )] dt

postoji, naziva se integralom funkcije f po povrsi S i oznacava sa [ f(z)dS.
S

Integral postoji, ako je, na primer, ¢ € CD(D,R") i f € C(8S).

(4.6.26) Teorema. Integral funkcije po povrsi ne zavisi od parametriza-
cije niti od orijentacije povrsi.

Dokaz. Navedimo dokaz u slu¢aju jedno i dvodimenzionih povrsi. A-
nalogan dokaz moze se izvesti i u ostalim slucajevima.

Pretpostavimo da je S jednodimenziona povrs. Neka su I 5 ¢ +— ¢(t) €
SiJ >3t Y(t) €S glatke parametrizacije povrsi S i neka integral I; =

ff t))|¢'(t)|dt postoji. Dokazimo da integral J; = /f N (7)|dr

postoji i da je J; = I.
Preslikavanje J 3 7 +— «(7) =t € I,odredeno sa ¢(a(7)) = (1), 7 €
J, je difeomorfizam. Smenom ¢ = a( ) u integralu I; dobija se

(1) L= /f ()] o/ (7)dr.

Akoje ¢ = (¢17"'a¢n) w - (¢17--'a¢n)7 tada je

i (1) = ¢j(a(r)) za svako j, 1 < j <n,
pa se diferenciranjem dobija ¢} (7) = ¢’ (a(7))a’(7), Sto znaci da je |[¢'(7)] =
6/ (a(r)] | (1)]. Stoga je Jy = Iy
Time smo dokazali da integral po jednodimenzionoj povrsi ne zavisi od
parametrizacije.

Parametrizacije ¢ i ¢ su saglasne ako je /(1) > 0, za svako 7 € J, a
generiSu suprotne orijentacije ako je o/(7) < 0, za svako 7 € J. Iz (1) se
vidi da vrednost integrala funkcije f po povrsi S ne zavisi od znaka funkcije
o/ (7), $to znaci da ne zavisi od orijentacije povrsi S.
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Sluéaj k = 2. Skica dokaza. Neka su
G 3 (v1,v2) = (P1(v1,v2), o, Yn(v1,v2)) = P(v1,02) €S

D> (U1>u2) = (¢1(U17U2)a ce 7¢n(u17u2)) = ¢(U13U2) S

dve parametrizacije elementarne glatke dvodimenzione povrsi S i neka inte-
gral

) O\ O 0pn\ 1"
Il :/f(¢(U1,U2)) [F((aii,, 8?;1)7(83;7’ 8i2)>:| duldu2
D

funkcije f : S +— R po povrsi S postoji.
Preslikavanje

G> (111,?12) = (ug = 041(111,’02),U2 = 042(01,1)2)) = 04(111,112)

definisano sa

(2) Yj(v1,0v2) = ¢j(ar(v1,v2), az(vi,v2)), j=1,...,n
je difeomorfizam oblasti G i D.
Ako se izvrsi smena u; = aq(v1,v2), ug = as(vy,v2) u integralu I, i
iskoristi da je
8w]~(v1,v2) . %% + %80@
81)2‘ N 8u1 8’l)z‘ 8u2 81)1‘ ’

(diferenciranjem dobijeno iz (2)) dobija se da je integral I; jednak

o Oy 0 On \1°
Jl /f Ul,’UQ |: <(av11,..., 81}1)’(8%21’..'7 81}2 )>:| dvldvz.

Orijentacija povrsi S zavisi od znaka funkcije deto/, a integral I,
ocigledno, ne. [

Integral funkcije po jednodimenzionoj povrsi zove se krivolinijskim inte-
gralom prve vrste, a po dvodimenzionoj povrsi povrsinski integral prve vrste.

Definicija integrala funkcije po elementarnoj glatkoj povrsi uopstava se
na slucaj deo po deo glatke povrsi analogno prosirenju definicije zapremine
k—dimenzione povrsi u R™ §to je razmatrano u prethodnom odeljku.

(4.6.27) Primeri. (1) Ako je (a,b) 2 t = (¢1(t),...,¢n(t)) € 1
glatka elementarna kriva, tada je

1/2

/f(xl,...,:cn)dl:/f(¢1(t),...,¢n(t))[ )+ L))t
l a
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(2) Izracunati [zydl, gde je | cetvrtina elipse a=?z% + b~?y* = 1 koja

1
pripada prvom kvadrantu.
Resenje.
Neka je a # b. Jedna od parametrizacija krive [ je (0,7/2) > t —
(acost,bsint) € [, pa je, na osnovu primera (1),
/2
/xy dl = / absin t cos t\/a2 sin?t + b2 cos? tdt

l 0

1
= ab/z\/a2z2 + b2(1 — 22)dz = 3" tab(a® + ab + b*)/(a + b).
0
Rezultat vazi i za a =b.

(3) Izracunati [(22+y?)e?(2+2%)"Y/2dl, gde je | deo krive | : x = t cost;
1

y = tsint; z = t, koji se nalazi u paraboloidu z? + y? = 2z.
Resenje.

Kriva [ lezi na konusnoj povrsi x2 + y? = 22, koja sece paraboloid
22 4+ y? = 2z po krugu 22 + y? = 4, z = 2. Znaéi, kriva [ se nalazi u
paraboloidu za t € [0,2]. Kako je y/x'2 + y'2 + 2/2dt = /2 + t2dt, to je

2 2

1
I= | t?e! ———/2+ 2dt = /thtdt =2(e? —1).
) V2 +t2 ) ( )

(4) Izracunati [(z%+ y?)~3/2dl, gde je | odsecak spirale pf = 1 (polarne

1
koordinate), odreden uslovima V3 <6< 2V/2.
Resenje.
Parametarizacija krive [ je [v/3,2v/2] 3 0 +— (07 cosf,0 sinf) € I,
pa je dl = 0721+ 62df. Sada se, na osnovu primera (1), dobija I =
2v2

/ 0v/1 + 62d0 = 19/3.
V3

Ako je kriva definisana u polarnim koordinatama p i 6 sa p = p(6),
a <6 <pj,tada je

B
[ = [ £(6(6) cos0.p(6)sin6)/20) + 2B
l o
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(5) Akoje D 3 (z,y) — (z,y,2(x,y)) € S parametrizacija glatke dvodi-
menzione povrsi S u R3, i f: S+ R, tada je

[tais= | f<x,y,z<x,y>>\/ L (G202 + (5 )dady,
S D

(6) Izracunati integral I = [(y?2%+2z22%+2%y?) dS, gde je S deo konusne
s

povrdi z = /22 + 32 koji je ise¢en cilindrom z? + y? = 2z.
Resenje.

Kako je D 3 (z,y) — (x,y,\/x? + y?) € S parametrizacija povrsi S,
gde je D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 2z}, to je na osnovu primera (5), uz
prelazak na polarne koordinate r i 6

2 2
_ 2 2\2 2,2 £ Y
I_/[(ac +y°) +xy]\/1+x2+y2+w2+y2da:dy
D

/2 2 cos 0
= \/5/[(:62 +9°)* + 2%y?| dady = 22 / do / r9(1 + sin® 6 cos? 0)dr.
D 0 0

Poslednji integral moze se izracunati primenom rekurentnih formula, i dobija
se [ = 29/27/8.
(7) Ako je glatka povrs S definisana sa
D5 (u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)) € S1f:5—R,
tada je

/f(w,y,z) ds = /f(ac(u,v),y(u,v),z(u,v))\/ A? + B? 4+ C?dudv,
S D

.. D(y,2) _ D(z,x) LOo— D(z,y)
gde je A = D(u,v)’B_ D(w,0)’ C Du,v)°

(8) Izracunati [ 2%dS, gde je S deo povrsi konusa S : z = rcos ¢sina,
S

y=rsingsina, z=rcosa; 0 <r <a, 0 < ¢ <27, akonstanta (0 < a <

7/2).

Resenje.
Parametrizacija povrsi S je data pomocéu parametara r i ¢. pa je:
D(y, z) : D(z,x) : :

A= T~ = —rcos¢cosasina; B = - = —rsingcosasina; C =
D(r, ) D(r, )
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gii:ii = rsin® a, odnosno VA% + B2 4+ C? = rsina. Prema primeru (7)
dobijamo
2 a
I= /r2 cos® a - rsin a dpdr = sin « cos? a/d¢/7“3d7’
) 0 0
= 271 ra? sin a cos? a.

(f) Krivolinijski integral IT vrste.

Neka je [ glatka elementarna kriva u R™ orijentisana svojom
parametrizacijom I = (a,b) 3 t — x = ¢(t) = ($1(t),...,Pn(t)) € I 1 neka
F : [ — R" funkcija ¢ija koordinatna preslikavanja F1, ..., F, su ograni¢ene
funkcije na I = ¢((a,b)). Neka je 7(x) = |¢'(t)|"1¢'(t) jedinicni vektor
tangente u tacki x = ¢(t).

(4.6.28) Definicija. Ako krivolinijski integral [(F(z),|¢'(t)|™ ¢/ (t))dl

1
postoji, naziva se krivolinijski integral druge vrste funkcije F' na orijentisanoj
krivoj [ i oznacava se [ Fi(z)dx1 + -+ + F,(z)dzs,.

l

Dakle, koristeéi definiciju krivolinijskog integrala I vrste, nalazimo
b

/Fl(fﬂ)dﬂﬁl +o At Fuz)de, = /[F1(¢(t))¢'1(t) + o F(o(1) @), (t)] dt.

l a

Primetimo da se promenom orjentacije krive [ menja znak integrala.
Drugim rec¢ima, ako je J > 7 — x = (1) € [ parametrizacija krive [
nesaglasna sa orijentacijom odredenom parametrizacijom I 5 ¢ +— z = ¢(t) €
[, tada je

h = [(FaLIe O ¢ @) = - [F@). @) = -
l l

Zaista, ako u integralu I1 = [(F(¢(t)),|¢'(t)|"1¢'(t))|¢' (t)|dt, izvrsimo sme-
nu t = a(r),gde je ¥(1) = qbfa(T)), dobijamo

I = [(Fw). ¢ @)l ()l
J
Kako je ¢/ (1) = ¢/ (7))’ (1), to u slucaju da su parametrizacije saglasne,
tj. ako je o/(7) > 0, nalazimo da je I; = Jp, a ako nisu, tj. ako je o/(1) <0,
dobijamo da je Iy = —J;.
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Ako je I = {l;}, deo po deo glatka orijentisana kriva, tada, po definiciji
imamo

/(F(m),r(w))dl = Z/(F(x),r(a:))dl.
j lj

l

(4.6.29) Primeri. (1) Ako je glatka kriva I C R? definisana sa
[a,b] 5t — (z(t),y(t),z(t)) €, iako je F = (P,Q, R) tada je
b

/P(a:,y, 2)dz + Q(x,y, 2)dy + R(x,y, 2)dz = :l:/[P(;U(t),y(t), 2(t))x' (t)
!

a

+Q((t), y(8), 2(1)y'(t) + R(x(t), y(t), 2(t)) 2" (t)] dt,
gde se znak + uzima ako raS¢enju parametra ¢ odgovara smer kretanja na
krivoj, a — ako raséenje parametra nije saglasno sa orijentacijom krive.

(2) IzraCunati integral [ ydz+zdy-+zdz, gde je [ presek sfere 2242422 =
l

1iravni  + z = 1, orijentisan pozitivno ako se posmatra iz tacke (x,0,0),
x> 1.
Resenje.

Kako je projekcija krive [ na ravan Ozy elipsa 222 — 2z + y? = 0, ili
u parametarskom obliku: z = %(1 + cost); y = TQSth, t € [0,27], to je
parametrizacija krive [ data sa

[0,27] > ¢t — (3(1 + cost), g sint, 3(1 — cost))€ L.

Raséenju parametra ¢t odgovara orjentacija krive, pa je na osnovu primera
(1),

27

2 2 1
I= /[—[ sin? ¢ + [(1 — cost)cost + 1(1 + cost)sint|dt

0
27
V2 V2
— [ dt = —1—.
4 2
0

(3) Izracunati [(y — 2)dz + (2 — 2)dy + (v — y)dz, gde je v presek sfere
v
22 4+ y? 4 22 = a? i ravni y = 2 tan « orijentisan pozitivno ako se posmatra
sa pozitivnog dela x ose.
Resenje.
Lako se vidi da je jedna parametrizacija krive data sa

Y:x =acos¢cosa, y =acospsina, z =asing; 0 < ¢ < 27,
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pa se neposrednim rac¢unom dobija I = 2v/2a> sin(% —a).

(g) Povrsinski integral IT vrste.

Neka je na glatkoj elementarnoj dvostranoj povrsi S C R3, transverzno
orijentisanoj jedini¢nim vektorima normale n = n(z,y, z), definisana fun-
kcija F' = (Fy, Fy, F3) ¢ije su komponente ogranic¢ene na S.

(4.6.30) Definicija. Ako integral [(F,n)dS postoji, naziva se povrsin-
S

ski integral II vrste funkcije F' po orjentisanoj povrsi S i oznacava se

/Fldydz + Fydzdx + Fsdady.
s

Primetimo da se promenom orijentacije povrsi S menja i znak povrSinskog
integrala II vrste.

Ako je S = {S,} povezana deo po deo glatka orijentisana povrs, tada
se povrsinski integral II vrste funkcije F' = (Fy, Fy, F3) sa ograni¢enim ko-
ordinatama, definiSe sa

/Fldxgdxg + Fydrsdry + Fadridzy = Z/Fldmgdxg + Fydrsdr,

S J 8,
+ F3dl‘1d:1}2.

Ako je glatka elementarna povrs S C R? orijentisana svojom parametrizaci-
jom

D> (uv U) = ¢(u7 U) = (xl(uv U)? l‘z(u, U)a IEg(U, U)) €5,
tada je jedini¢ni vektor normale povrsi S, izabran tako da je njime odredena

transverzna orijentacija saglasna orijentaciji odredenoj parametrizacijom,
jednak

n(xy, o, x3) = \/Wel—i-mez
C

€3 = COS (x1€1 + COS (xpeg + COoS azes,

_l’_

VA% + B2+ C?
gde su oy, ag, ag uglovi koje vektor n gradi sa pozitivnim delom z1, x2, x3
ose respektivno.

U tom slucaju dobijamo
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/Fldillzdil}g + Fodxsdr, + Fidxidzo = /(F1 cos oy + F5 cos o
s S

+ Fzcosag)dS = /(Fl(cb(u, v))A + Fa(p(u,v))B + F5(¢(u,v))C)dudv.
D

U specijalnom slucaju, kada je povrs S definisana sa D > (x,y) —
(x7y7z(x7y)) S S, imamo

/Fldydz + Fydzdx + Fsdzdy = / [
(3) S D

_ 82591; y) Fy(z,y,2(x,y)) + F3(x,y, 2(x, y))} dxdy.

_0z(z,y)

893 Fl(x7y72(xay))

(4.6.31) Primeri. (1) Izracunati I = [22dydz + y2dzdx + z2dzdy,
S
po spoljasnjoj strani sfere (z — a)? + (y — b)? + (2 — ¢)? = r2.
Izra¢unajmo integral I} = [[ 22dzdy. Neka je ST = ®;(D) i S~ =
S

QQ(D)v gde je (I)l(xay) = (x7y7c + \/T’Q - (.’B _G)Q - (y - b)2)7 (I)Q(xvy) =
(§}y70—\/r2 —(z—a)?—(y—0)?)iD={(z,y) eR?: (z—a)’+(y—b)* <

Kraj 0S™ povrsi ST je kruznica (r—a)?+(y—b)? = 2, 2 = ¢, pozitivno
orijentisana, a kraj 05~ povrsi S~ je ista kruznica, ali negativno orijentisana.
Stoga je atlas A(S) = {ST \ 95T, S~ \ S~} povrsi S orijentisan, odnosno
povrs S je orijentisana.

Prema (3) je

/z2dazdy = /(c + 12— (z —a)? — (y — b)2)%dxdy,

S+ D
/Zdedy =— /(c — /12 — (z —a)? — (y — b)2)%dxdy,
5- D

jer se drugi integral racuna po donjoj strani povrsi S~. Sabiranjem dobijamo

L = /sz:cdy + / 2dxdy = 40/ V12— (z —a)? — (y — b)2dxdy.
S+ S D

Prelaskom na polarne koordinate z = a + pcos¢, y = b+ psing, 0 < ¢ <

21,0 < p < r, dobija se

27 r
I = 4c/d¢/p\/r2 — p%dp = gﬂcr?’.
0 0
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8 8
Analogno se dobija [ y*dzdz = gﬂbr?’ i [2?dydz = gmzrg‘.
5 5

Sabiranjem dobijamo rezultat I = 87r3(a + b+ c)/3.
(2) Izracunati integral [ a2dydz + y?dzdx + 22dzdy, gde je S spoljasnja
5

strana konusne povrsi z = /22 + 92, 0 < 2 < h.
Resenje.

Povrs S je definisana sa D > (z,y) — (z,y, /2?2 +y?) € S, gde je
D = {(z,y) € R? : 22 + y? < h?}. Na osnovu (3), vodeéi racuna da se radi
o donjoj strani povrsi S, dobijamo

0z 0z
_ 2 2 2, 2
I= /( e Y ay—i—(x —i—y))dmdy
D

3.3
= /(W (22 y2)> dedy.
Va4 y?
D
Prelaskom na polarne koordinate r, 6, imamo

2w h i
I—/dﬁ/r2(cos?’0+sin30—1)rdr— -
0o 0

(3) Izracunati integral [ azdydz + ydzdx + zdzdy, gde je S deo ravni
s
T +y+2z=a,a>0,uprvom oktantu, orijentisan normalom na onu stranu
gde nije tacka (0,0,0).
Resenje.
Primenom relacije (3), gdeje z=a—2 —y,a D = {(z,y) e R? : 0 <
x<a,0<y<a-—ux},1ikako se radi o gornjoj strani povrsi S, to je

a a—x 3
I:/(x—l—y—f—a—a:—y)dazdy:a/dx/dy:a2.
D 0 0

4.7. Osnovne integralne formule analize

U ovom odeljku ¢emo dokazati Grinovu i Stoksovu formulu, kao i Gaus-
Ostrogradskijevu formulu, koje se zbog svojih velikih primena, smatraju
osnovnim integralnim formulama analize.
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(a) Grinova formula.

(4.7.1) Teorema (Grinova formula). Neka je D C R? ograni¢ena
oblast takva da je D deo po deo glatka kriva. Ako su P i @ glatke funkcije

u D, tada je
/Pdw+Qdy:/ 0Q _or dxdy,
or Oy
aD D

pri ¢emu je kriva 9D pozitivno orijentisana.
Dokaz. Dokazimo prvo Grinovu formulu za slucaj da je
D=D,={(z,y) eR*:a<z<b ¢1(z) <y < pa(x)},
gde su ¢ i ¢2 glatke funkcije na odsecku [a, b].
U tom slucaju, je
¢2(x)

b
P
/d:ﬁdy—/d:c / mdy
dy

a ¢1(x)

_ / [P, da(z)) — Pla, én ()] de = — / P, y)dx
oD

a

Analogno, ako je
D =Dy ={(z,y) e R* 11 (y) <a <ta(y), c <y <d},
gde su 11 i 99 glatke funkcije na intervalu [c, d], tada je

dexdy— / Q(z,y)dy.

DCL'

Pretpostavimo da se oblast D moze razrezati na konac¢an broj oblasti
D,.
Zbog aditivnosti integrala sledi

da:dy = Z/ dxdy.

Prema dokazanom je [ a—ydfcdy =— 7 P(m,y)d:z:. Na zajednickim grani-
cama delova D; javljaju se suprotne orjentacije, pa je zbog toga

/8Pwydd /ny

Analogno, ako oblast D dopusta razbijanje na oblasti tipa D, nalazimo
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0
/Qg;’y)dmdyz /Q(ﬂf,y)dy-
oD

D

Oblast, koja dopusta razbijanja oba tipa zove se prosta oblast. Dakle,
za proste oblasti dokazali smo da vazi Grinova formula.

yA

=

—

Sy

Slika 4.7.1.

Neka je I = (0,1)x(0,1), G oblast u D sa deo po deo glatkom granicom
i¢: 1 +— G difeomorfizam klase C®), sa pozitivnim jakobijanom, ¢ija su
koordinatna preslikavanja ¢; i ¢o. Tada je

G/ (gf - aa];)dxdy - / <5Q<<g<;»v>> ) 3P(¢;(;,v)))

(091002 O¢1 D¢ dudy
ou Ov ov Ou

[ Pas+ Qg = [(Plotu )G +Qeotu, ) 52 Jau
oG ol
+ (Pt o) G2 + Qo o) 52 Ya,

Kako je I prosta oblast, primenom Grinove formule za takve oblasti,
zaklju¢ujemo da su integrali na desnoj strani prethodnih jednakosti jednaki.
Na gore opisan nacin, dokazuje se Grinova teorema za oblasti koje se mogu
razbiti na konacan broj oblasti istih svojstava kao i oblast G. Na kraju,
primetimo da oblast D ima to svojstvo.
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(4.7.2) Primeri. (1) Ako se u Grinovoj formuli uzme da je P(z,y)
=—yiQ(x,y) =0,ili P(z,y) =01 Q(x,y) = z, dobijamo povrsinu oblasti

D
P(D):/—ydx:/:cdy,

D oD
odakle, sabiranjem, nalazimo

1
P(D) = 3 / —ydx + xdy.

oD

(2) Izracunati povrsinu oblasti D u prvom kvadrantu ogranic¢enu krivom
I: (2% 4+ y?)3 = 4a%22y>.
Resenje.
Ako se uvedu polarne koordinate r i 0, dobija se jednacina krive [
u obliku 7 = asin 26, odnosno parametarske jednacine: z = asin 26 cos0;
y =asin20sind, 0 < 0§ < 7/2. Na osnovu primera (1) dobija se
w/2
2 2
P(D) = % / sin? 20d0 = %
0

(b) Gaus—Ostrogradskijeva formula.

Gaus—Ostrogradskijeva formula, kao i Stoksova formula, koju ¢emo
navesti u slede¢em odeljku, izvode se analogno Grinovoj formuli.
Dokazac¢emo njeno vazenje za proste oblasti

(4.7.3) Teorema (Gaus—Ostrogradskijeva formula). Neka je D C
R3 ograni¢ena oblast takva da je 9D deo po deo glatka povrs, i neka su
P, Q, R glatke funkcije u D, tada je

oP 0Q OR

/ — + == 4+ == )dadydz = / Pdydz + Qdzdx + Rdxdy,
or OJy 0z
D oD

gde je povrs 0D orijentisana poljem spoljasnjih jedini¢nih vektora normala.
Dokaz. Neka je
D, ={(z,y,2) €ER’: (2,y) € G, d(2,y) <z < Y(x,y)},

gde je G oblast u R? i ¢ i ¥ glatke funkcije u G. Primenom Fubinijeve
teoreme, nalazimo da je
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P(z,y)

/?;:da:dydz:/dxdy / g]:dz:/(R(x,y,w(x,y))

D, G #(z,y) G

Neka su povrsi S i S definisane respektivno sa

G>(z,y)— (z,y,0(z,y) €S1 1 G3(x,y) — (z,y,9¥(x,y)) € Sa.

Spoljasnji vektor normale odreduje na povrsi S donju stranu, a na S
gornju stranu. Zbog toga je

- / Ry, (z,y))drdy = / R(z,y, 2)dzdy,

S1

R(z,y,Y(z,y))dxdy = /R(x,y,z)dxdy.
So

Q—_ 0

Neka je S3 = 9D, \ (S1 U S3). Tada je [ Rdxdy = | Rcos~dSs =0,
Ss A

jer je cosy = 0.
Dakle,

/ngxdde— /R(az,y,z)d:xdy.

D. aD,
Sliéno, za analogno definisane oblasti D, i D,,, vazi

P
aa drdydz = /Pﬂ: Y, z)dydz,
oD,
/ —dxdydz = /Q x,y, z)dydz.
oD,

Ako je oblast D prosta, tj. ako se moze razbiti na konac¢an broj oblasti
tipa Dy, D, i D, tada, sabiranjem dobijenih jednakosti, zakljucujemo da,
za takvu oblast D, vazi Gaus—Ostrogradskijeva formula.

(4.7.4) Primeri. (1) Nekajesfera S = {(z,y,2) : 22 +y>+2% = a?}
orjentisana spoljasnjim vektorom normale. Izracunati integral

1= /x3dydz + yPdzdx 4 22 dady.
S

ResSenje. Primenom Gaus—Ostrogradskijeve formule dobija se
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I=3[(z*+y? + 2%)dzdydz,
v
gde je V' lopta ogranic¢ena povrsi S. Prelaskom na sferne koordinate dobijamo

™ 2m

i 124°
1:3/d9/d¢/p4sinedp: ‘5”.
0 0 0

(2) Izracunati integral I = [(2% cosa + y? cos 8 + 2% cosy)dS, gde je S
s

deo konusne povrsi 2 + y? = 22, 0 < 2z < h, an = (cosa, cos 3, cosy)

jedini¢ni vektor spoljasnje normale na S.

ResSenje. Kako povr§ S nije granica ograni¢ene oblasti D, to se ne moze
direktno primeniti Gaus—Ostrogradskijeva formula. U ovakvim slu¢ajevima
koristi se nova povrs S, koja zajedno sa povrsi S daje zatvorenu povrs
S+ 51, a zatim se na nju primeni pomenuta formula. Jasno je, da povrsinski
integral po povrsi S; treba na neki nacin (¢esto je to neposredno) izracunati.
Na primer, neka je S; gornja strana povrsi {(z,y,h) € R : 22 + y? < h%}.
Povrs S+51 je deo po deo glatka i ograni¢ava kona¢nu oblast V' = {(z,y, 2) €
R3 : /22 + y2 < z < h}. Na osnovu Teoreme 4.7.3 i prelaskom na cilindri¢ne
koordinate r, 0, z, sledi

/ (2% cosa + y? cos B + 2% cosy)dS = 2 /(:1: +y + 2z)dzdydz
S+51 14
27

h h
= 2/d9/dr/(r(cos€+sin0) + 2)dz = wh? /2.
0 0

T

Kako je
/(a:2 cos a + 4% cos B + 2% cosy)dS; = h? / dS, = h? / drdy = wh?,
S1 S1 r2+y2<h?

to je I = —mh?/2.

(c) Stoksova formula.

(4.7.5) Teorema (Stoksova formula). Neka je S C R? orijentisana

ograni¢ena povrs klase C'?) sa krajem 95 orijentisanim saglasno orijentaciji
povrsi S. Ako su P, @ i R glatke funkcije na S, tada je



154 Glava IV. Visestruki integrali

dydz dzdr dxdy

/de—i—Qdy—i—Rdz—/ 8% a% %

oS S P Q R
_ [(OR 0Q oP OR 00 op
_/<8y az>d3/d2+ (82 8x>d2dx+ (333 8y>dxdy.

Dokaz. Neka je povrs S\ 0S definisana parametrizacijom
D > (u,v) — ¢(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) € S,
klase C®)| pri éemu je D ograni¢ena oblast ¢ija granica 0D je definisana sa
[0, 8] 5 ¢ (u(t), (1) = () € OD.
Tada je kraj S povrsi S definisan sa
[a, B8] 2t ¢(¢(t)) € 95,
pa je

[ pac= /ﬁ PO o)+ 5o/ )at
o8 o

0 0

— [ Pl ) grdu+ Plou, o)) do.
oD

Primenom Grinove formule, nalazimo da je poslednji integral jednak

/[<8P83/+8P0z>8x_ <8P67:1/+8P8z>8x]dudv

07y8u 9z Ou ) dv Oiy&) 9z Ov ) du
f[on( oo omon) oporo_vaoey),,
N Oy \ Ovou Oudv 9z \dvou  ouow )|

Poslednji integral je jednak
P
/—adxdy + a—Pd:):dz,
y z
s

0
P P
stoga je /Pd:z: = /—8dmdy+ 8—d:cdz.
oy 0z
8S S
Na sli¢an nacin se razmatraju integrali [ Qdy i [ Rdz.

o8 as

(4.7.7) Primeri. (1) Izracunatiintegral I = [ ydx+ zdy+xdz, gde
s

je S spoljasnja strana polusfere 22 + 42 + 22 = 1 koja je sa one strane ravni
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x+y+ 2z =0, sa koje je i tacka (1,1,1). Orijentacija krive 05 je saglasna
sa orijentacijom povrsi S.
Resenje.

Stoksovu formulu mogli bi primeniti na povrs S, medutim lakse je to
uraditi u odnosu na povrs Si, deo ravni x + y + z = 0 koji ogranicava
kriva 0S. Ako se orijentacija povrsi S7 definiSe njenim jedinié¢nim vektorom
normale n; = 37'/2(1,1, 1), onda je ta orijentacija saglasna sa orijentacijom
krive 95, tj. 9S = 0S;. Primenom Stoksove formule (normalni vektor je
ny1), dobija se

I= /(—cosa —cos 3 — cosy)dS; = —mV/3.

S

(2) Neka je S deo polusfere z = \/2Rx — x2 — 42 koji se nalazi u cilin-
dru 22 + y? = 2rz, 0 < r < R, orijentisan spoljasnjim vektorom normale.
Izracunati

I= /(y2 + 22)dz + (2% + 2%)dy + (2 + y?)dz,
o8
gde je 05 orjentisani kraj povrsi S, saglasno orjentaciji povrsi S.

ReSenje. Primenom Stoksove formule, nalazimo da je

I:2/[(y—z)cosa+ (z — ) cos B+ (z — y) cosy]dS.
s

—(R—2)

Kako je cosa = (1 +Z;2 +Z;2)_1/2, cos 3 = %(1 +Z;2 +z;2)_1/2,

2
cosy = (1+ 2,2 + 2;2)*1/2, to je

I— o / [—(y—Z)(R—l‘)Jr(Z—:v)y

z
r24+y2<2rx

+ (z —y) |dzdy

=2R / (1 —yz~Ydxdy = 2w Rr.
2+9y2<2rx

(d) Nezavisnost krivolinijskog integrala
od puta integracije.

Neka su P i @ neprekidne funkcije u oblasti D € R? i neka su A i B
tacke u D. Ako je v deo po deo glatka kriva u D, sa pocetkom u tacki A i
krajem u tacki B, integral | Pdz + Qdy, u opStem slucaju, zavisi od krive

5
7. Na primer, ako je D = R?, P =y, Q = 0, A = (1,0), B = (—1,0),
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v = {(t,0) :1>¢t> -1} i~ = {(cost,sint) : 0 < ¢t < 7}, tada je
JPdx+Qdy = [ydxi [yde =0# —7/2= [ yd.
vy Y V2

71
Prirodno se postavlja pitanje koji uslovi, koje zadovoljavaju funkcije P

i @, su neophodni i dovoljni da integral | Pdz + Qdy, po deo-po-deo glatkoj

¥
krivoj 7, s potetkom u A i krajem u B, ne zavisi od krive v ve¢ samo od
tacaka A 1 B. Za prosto povezane oblasti odgovor ¢e biti dat u sledecoj
teoremi.

(4.7.8) Definicija. Oblast D C R? je prosto povezana ako bilo koja
oblast ogranicena zatvorenom krivom u D pripada oblasti D.

(4.7.9) Teorema. Neka je D ogranicena prosto povezana oblast u R?
i neka funkcije P, Q, 86—1; i % neprekidne u D. Tada su sledeéa tvrdenja
ekvivalentna:

(i) Krivolinijski integral [ Pdx + Qdy, po proizvoljnoj zatvorenoj deo po

v
deo glatkoj krivoj v C D, jednak je nuli.
(ii) Krivolinijski integral [ Pdz + Qdy, po proizvoljnoj deo po deo glatko]

gl
krivoj v C D ¢&iji je pocetak u tacki A € D i kraj u tacki B € D, ne
zavisi od krive v, nego samo od tacaka A i B.

(iii) Postoji funkcija u € C(M) (D, R), takva da je g—g =Pidu=Q.

U

Jy

OP(z,y) _ 9Q(z,y)
oy - ox

(iv) Za svako (x,y) € D vazi

Dokaz. (i)= (ii). Neka su 71 i y2dva deo po deo glatka puta u D
koji spajaju date tacke A i B u oblasti D. Oznacimo sa 7, krivu v sa
orijentacijom od B ka A. Tada je v = v; U+, zatvorena orijentisana kriva
u D, pa je

Oz/de—l—Qdy:/Pdm+Qdy+/Pdm+Qdy
i 1 'y;

= /de + Qdy — /de + Qdy,
M 72
sto znaci da vazi (ii).
(il) = (iii). Neka je (zg,yo) fiksirana tacka u D i (x,y) € D proizvoljna
tacka. S obzirom da vazi (ii), sa
(z,y)
(1) u(z,y) = / P(t,s)dt + Q(t,s)ds, (x,y)€ D,

(z0,y0)
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(z,y)
gde [ oznacava krivolinijski integral po proizvoljnoj deo po deo glatko]
(z0,Y0)
krivoj v C D s pocetkom u (zg,yo) 1 krajem u (x,y), definisana je funkcija

u D. Dokazimo da je % =Pi %Z = @ u D. Dokazaéemo prvu jednakost,

druga se dokazuje analogno.

Skup D je otvoren, pa postoji 0 > 0 tako da, ako je |h| < ¢, tada je duz
s krajevima (z 4+ h,y) i (z,y) u D . Oznaimo je sa v;. Neka je yo =y U;.
Tada je

(z+h,y)
2) uerhy)= [ Ples)d+ Qs
(z0,y0)
(z+h,y)
gde je [ integral po krivoj v,. Iz (1) i (2) nalazimo da je
(z0,Y0)
(z+h,y) (z+h,y)
() uthy) ~uy) = [ P Qsds= [ Py
(z,y) (z,y)

jer su ove integracije po duzi 7.
Prema teoremi o srednjoj vrednosti, je
(z+h,y)

(4) / P(t,y)dt = hP(x + 0h,y), za neko 6 € (0,1).

(z,y)

Koristedi (3) i (4), kao i neprekidnost funkcije P u tacki (x,y), nalazimo
8“’('7}7 y) — lim U(JZ‘ + h7 y) — ’U,(J}, y)
Ox h—0 h

= lim P(z + 0h.y) = P(z,y).

(iii) = (iv). Diferenciranjem jednakosti

8“((;;’ v _ P(z,y) aug[; 9 _ Q(z,y)
dobijamo
Pu(z,y) _ OP(z.y) . OPu(z,y)  9Q(x,y)
oxdy Oy ! oyoxr  Oxr
. OP 0 . . .
Kako su, prema pretpostavci, a—y i I neprekidne funkcije u D, to je
2 2
0 g:g;/y) _9 gy(;;gy) (Teorema 2.8.2),

odnosno

OP(xy) _ 0Q(w,y)
oy ox
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(iv)==(i). Neka je v zatvorena deo po deo glatka kriva u D. Posto je
D prosto povezana oblast, to oblast G, deo prostora R? koji je ogranicen
krivom ~, pripada oblasti D. Funkcije P, Q, 2 ay i 882 su neprekidne u G, pa
je prema Grinovoj formuli

/Pdm—l—Qdy—//(—)d:pdy—O

Primetimo, da ako su ispunjeni uslovi Teoreme, tada je

(=,y) (=,y) 9 t Sult
P(t, z)dt + Q(t, z)dz / ult, z) u(’z)dz
0z
(z0,Y0) (z0,90)
= u(z,y) — u(Zo, Yo)-
(4.7.10) Primeri. (1) Funkcije P(z,y) = T Qz,y) =

Va2 +y?
\/% ispunjavaju uslove prethodne teoreme u bilo kojoj oblasti D C R?
e +y
takvoj da (0,0) ¢ D, jer je 8%2” 8P(§Z’y) = —ay(z? + y2)_3/2.
Na primer, ako v, unija duzi s krajevima (1,0) i (z,0) i duzi s krajevima
(2,0) i (z,y), pripada oblasti D, tada je

=zr—1+a? +y?—o=a?+y2-1.

tdt d
+ zaz di+

[t o

Zaklju¢ujemo da ako je [ bilo koja deo po deo glatka kriva u D, s pocetkom
u (1,0) i krajem (6, 8), tada je

rdrtydy e 2 =,

(2) Funkcije P(z,y) = ﬁ, Q(z,y) = PR zadovoljavaju uslove
teoreme u oblasti D = R?\ {(z,y) : 2% +y? < 1}, jer je
aP(‘T7y) _ y2 B ‘TQ _ 8@(:1773/)
Dy (2% +y?)? oz
Krivolinijski integral I = [ Pdx + Qdy, po krugu v : = acost, y = asint,
v

, za svako (z,y) € D.

0<t<2ma> %, jednak je
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27

—asint t
I:/< aszm (—asint)+aczs acost)dtz%r.
a a

Rezultat ne protivureéi teoremi jer oblast D nije prosto povezana.

(4.7.11) Definicija. Oblast V C R? je povrsinski prosto povezana ako
bilo koji deo prostora R3, ograni¢en povezanom deo po deo glatkom povrsi
u V, pripada oblasti V.

Sledeéa teorema, kojom su okarakterisani krivolinijski integrali oblika
J Pdx + Qdy + Rdz koji ne zavise od puta -, dokazuje se analogno kao i

gl
prethodna teorema, pa je navodimo bez dokaza.

(4.7.12) Teorema. Neka je V C R? povrsinski prosto povezana ogra-
nic¢ena oblajt uR3. Ako su P, Q, R, %—f, %—];, ‘3—1;, %—5, % i % neprekidne
funkcije u V, tada su sledeéa tvrdenja ekvivalentna:

(i) Ako je y zatvorena deo po deo glatka kriva u V, tada je [Q =0, gde

5
je @ = Pdx + Qdy + Rdz.
(i) [ po deo-po-deo glatkoj krivoj v C V, s pocetkom u tacki A € V' i

5
krajem u tacki B € V, ne zavisi od -, nego samo od tacaka A i B.

(ili) Postoji funkcija u € CW(V,R), tako da je % = P, %ZL =Q, 3 =R,
u svakoj tacki oblasti V.

(iv) Za svaku tacku M €V, je 8138(;\4) = a%(iw), 3%(21”) = 31%(;\/1) i 8%(;\/[) -
dP(M)

0z

Pri dokazu implikacije (iv) = (i) koristi se Stoksova teorema umesto
Grinove.

(4.7.13) Primeri. (1) Proveriti da integral I = [(1522%y + 32%)dx +
(523 — 2yz)dy + (6xz — y?)dz ne zavisi od puta, a zatim ;a izracunati ako je
A= (1,0 —2) pocetak a B = (—1,2,1) kraj puta +.
ResSenje.

Kako su funkcije P(x,y,2) = 1522y + 322, Q(z,y,2) = 5z® — 2yz,
R = 6zxz — y? neprekidne zajedno sa svojim izvodima i %f’z) = 1522 =

0Q(z,y,z) 0Q(xw,2) _ _ o, _ OR(xyz OR@®y=2) _
T 5 = -2y = oy s = 62 , prema

Teoremi 4.7.12, integral ne zavisi od krive. Tako se integral, na primer, moze
izra¢unati po krivoj v, koja se satoji redom od duzi AC, CD, DB, gde je C =
—1

_ 9P(zy,2)
- Oz

(—=1,0,-2), D = (—1,2,—2). Neposredno se dobija / = /P(ac,O, —2)dz =
AC 1
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1

2
_247 / = /Q(_17y7_2)dy = _27 / = /R(_1727Z)dz = _37 pa .je

CcD 0 DB -2
integral I jednak zbiru ova tri integrala, tj. I = —29.

(2) TIzracunati krivolinijski integral

Mo
xdx + ydy + zdz

gde je tacka M1 = (a1,b1,c1) na sferi 2 +y? + 2% = @®, a tacka My =
(az,b2, c2) na sferi 2 + y? + 2% = b2
Kako funkcije P(x,y, z) =

I =

L Y

—)Q£7y7z = TS
Va2 +y?+ 22 ( ) Va2 +y?+ 22

z
zadovoljavaju uslove prethodne teoreme u obla-

NEaTE
sti V, (0,0,0) ¢ V, to dati integral ne zavisi od krive u V po kojoj se
integracija vrsi. Sli¢no, kao u Primeru 4.7.10(1), nalazimo funkciju u, takvu
da je 3 8 =P, g;‘ Qi 5 = Q. Dobija se

iR(z,y,2) =

e = [ i | it | e
2 +07 +cf 902—1—C2+cl x2 +y? 412
= Va2 +y?+ 22 —/a + b} + .

Tako dobijamo I = u(asz,bs, c2) — u(ay,by,c1) =b— a.
4.8. Zadaci

(1) Promeniti poredak integracije u integralima:

V2r—x2? 2a V2ax
/dx/ flx,y)dy / da:/ f(z,y)dy, a > 0.
2 V2azx—z2?

(2) Izrac¢unati dvojni integral

/ dx/ y) "V 2dy (b>a>0)

(3) Izra¢unati

/ Vly —@?|dzdy, gde je D ={(z,y) € R*: || <1,0 <y < 2}.
D
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(4)

(5)

(6)

a) Odrediti Jakobijan uopstenih polarnih koordinata:
xr=arcos®d, y=>brsin®0; 0O0<r<oo, 0<6<2m.
y>3 _xy

b) Izracunati povrsinu petlje: (E +2) ==, a,b>0.
a b ab

/ dxdy
CEETS

gde je G oblast u ravni Oxy:

Izracunati

G = {(z,y) : 4o < 2® + 49> < 8z,x < 2y < 2x}.

U wov-ravni dat je cetvorougao s temenima A(1,1), B(2,1), C(2,
D(1,3). Preslikavanje wv-ravni u xy-ravan dato je jednacinama (
x =u? -2, y = 2uv.

1° Nadi sliku cetvorougla ABCD u xy-ravni.

3),
1):

2° Izracunati integral / xy dxdy, koristeéi smenu (1), gde je D =
D

{(z,y) € R? :2® +y? < 1}.

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

Izracunati

/ sgn (22 — y* + 2)dxdy.
r24y2<4

Naéi povrsinu oblasti ograni¢enu krivama: xy = a?, xy = 2ad°,y =
z,y=2x, x>0 y>0.

Izracunati

/ 2 + 92 + 22 dzdydz,
D

gde je D unutrasnjost sfere 2% + y? + 22 — 2z = 0.
Izracunati

/ |cos(x +y + 2)| dedydz, ako je D = [0,7/2]>.
D
a) Izracunati zapreminu oblasti D koja se nalazi izmedu povrsi: z =

22 =22+ 2% +4y — 21 z = 42% — 22 + 5y + 4y — 14.
b) Izracunati / (42 +y* — 1) dedydz.
D
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(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

a) Odrediti Jakobijan uopstenih sfernih koordinata:
z = arsin® @ cos® 0, y = brsin® ¢sin® 0, z = cr cos® ¢;

O0<r<oo,0<f<2m,0<p<m.
x? y2 2’4
+5+5 =1

b) Nadéi zapreminu tela ograni¢enog povrsi PR I
a c

Na¢i zapreminu tela ogranicenog povrsi

2 2 2\ 2 2 2
T Y z T Y
(a2+b2+62> =2 T wbe>0

Izracunati zapreminu tela kojeg ogranic¢ava povrs

</E+§’/g+§/zzl, x,y,z > 0.
a b c

Date su povrsi Sy : 2 = xy, So :y = 22 i ravan S3 : x +y = 2. Nadi
zapreminu tela ograni¢enog sa strane povrsima Ss i S3, odozgo povrsi

S1 1 odozdo ravni z = 0.

Izracunati zapreminu onog dela lopte (z — 1)2 + (y — 1)? + 22 < 1 koji

iseca ravan z = x i koji se nalazi iznad te ravni.
Izracunati zapreminu tela ograni¢enog povrsimas:

z:2x2+3y2, 2:L‘2+3y2:y, 2$2+3y2:2y, z=0

Izra¢unati zapreminu tela odredenog sa: 22 < 2 + y2, 22 + ¢

y, ©* +y* <2y, |z] <yv3.
Izracunati zapreminu tela

a) Tox<a? 49?2 +22 <2, V12 +22<2V3
b) T: 0< 2<2— /a2 +9y2, 22 +y*> <22 <3.

Izrac¢unati integral / ze 22—y’ dxdydz, gde je
T

T ={(z,y,2) € R®: 2?2 <22 +y? < 222, 2 > 0}

>

Izrac¢unati povrsinu onog dela paraboloida z? + 32 = 62 koji se nalazi
u unutragnjoj oblasti cilindriéne povrsi (22 4 32)% = 9(2% —y?), = > 0.



4.7. Osnovne integralne formule analize 163

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)
(27)
(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

Izracunati povrsinu onog dela povrsi z = 1/4/22 + 32 koja se nalazi
izmedu cilindriénih povrsi Iy : 22 +y2 =1iT9: 22+ 9% = V3.
Izrac¢unati povrsinu tela omedenog konusnom povrsi

[: z=+/22 + 92, cilindri¢cnom povrsi IT : (z2+y?)? = 182y, x,y > 0,
iravni a: z =0.

Izra¢unati duzinu luka zavojnice x = acost, y = asint, z = bt, od
tacke t = 0 do tacke t = 27 (a,b > 0).

Izracunati / y?dx + (z* — 2xy)dy, gde je [ pozitivno orjentisana granica
!

manjeg dela kruga K : 22 4+ y? < 1 koji je odreden presekom prave
x4y =11kruga K. Rezultat proveriti primenom Grinove teoreme.

Izracunati /(y + z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz, gde je [ najkraéi luk
sfere 2 + y21+ 2% = 25 koji spaja tacke M(3,4,0) i N(0,0,5).
Izracunati /(22 —2?)dx + (2% —y*)dy+ (y* — 2%)dz, gde je I : 2% 49° =
1, 2z =2, poéitivno orijentisan krug ako se posmatra iz tacke (0,0, 3).
Izracunati /(x2 —2xy)dz + (y* — 2zy)dy, gde je I luk parabole y = 22
od tacke A(l—l, 1) do tacke B(1,1).

Izrac¢unati /L(y —2)dx+ (2 —z)dy + (z —y)dz, gde je L krug: x> +y> +

22 =a?, y=zxtana, —7m/2 < a < /2, pri tome je smer krive suprotan

kretanju kazaljke na ¢asovniku ako se gleda iz tacke (1,0,0).

%dzdfc—l—%dmdy, gde je ST

Tzracunati / Y dydzt

zrac¢unati —————dydz
R R o

spoljasnja strana omotaca valjka 22 + 3% < 1, |z] < 1.

Izra¢unati / 22dydz + y*dzdx + 2*dzdy, gde je ST spojlasnja strana
S+
omotaca konusa H > z > /2 + y2.

Izracunati / (2% — y?)dydz + (2% — y*)dzdz + (y* — 2°)dxdy, gde je
S+
St spoljasnja strana polusfere 22 + y? + 22 = R?, z > 0.
—
Izracunati v = grad f = Pi + QT + Rk, gdeje f(x,y,2) = 2% +
% In(z? +y? + 1), a zatim nadi . Pdydz + Qdzdx + Rdxzdy, ako jeS™

s
spoljasnja strana valjka x2 +y? < 1, |z| < 1.
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(34) Izracunati 22\ 22 + y2dydz 4+ yz°\/a? + y2dzdr — x?y dzdy, gde
P

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)
(41)

(42)

je S~ donja strana dela povrsi z = /22 4+ y? koji se nalazi u cilindru
2% + 9% = 22.

1
Izracunati / xdydz 4+ —dzdx + zdxdy, gde je T' spoljasnja strana povrsi
. xQ y2 r Z2 o y
I T +5+5=1

Izracunati / (23 — y2)dydz + (y° — x2)dzdx + (2° — zy)dzdy, gde je
S+
St spoljasnja strana sfere z2 + y? + 22 = 2z2.

Date su povrsi Sy : §+%§+§:1ng: z = y/a?x? 4 b2y2.
1 1 1
a) Nadi / ~dydz + ~—dzdx + ~dzdy, gde je Si" spoljasnja strana
s Y z

povrsi Sy.
b) Naéi povrsinu onog dela povrsi Sy koji iseca povrs Sa, ako je
a=b=c=1/2.
Izracunati

/2(x—y—|—z)dm—2(:c—y+z)dy+3(a:—y+z)dz,
C

gde je C pozitivno orijentisana kriva C7 U Cy,ako se posmatra iz tacke
(0,0,4), pri ¢emu je C1 : 22 +3y% = 1,2 > V3/2, 2 +y + 2z = 3;
Co: (22 4+92)2 =222 —9%),2>3/2, 2 +y+2=3.
Data su skalarna polja f(x,y,2) = zyz i g(x,y, 2) = xy + yz + 2.
1° Formirati vektorska polja @ = grad f, b = grad g i ispitati
prirodu vektorskog polja @ x b
2° Izracunati [ (@ x 7) -d7, gde je C duz koja spaja tacke
0(0,0,0) i B(1,2,3).

Izra¢unati povrsinu i zapreminu tela ograni¢enog povrsima z? + y? =
L, 22 +9y?=2—2 22+ 4y =3 — 2.
Date su povrsi Sy @ 22 + 9% + 22 = 2az,a > 01 Sy : 22 +y? = 22,
a) Izracunati zapremine tela koje iseca povrs Sy iz povrsi S;.
b) Izracunati / xdydz+ydzdr+zdxdy, gde je ST spoljasnja strana
+

onog dela povrsi S; koja se nalazi unutar povrsi Ss.
Izracunati:

1° /2x2d:v—|—3y2dy—i—22dz, gde je I najkradi luk sfere 22 +12+22 =1
l
koji spaja tacke A(1/v/2,1/4/2,0) i B(0,0,1).
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2° [ 222dydz 4 3y*dzdx + 2*dxdy, gde je 0T spoljasnja strana
omotaca tela

VaZ+y?2 <z<\2R%2 — 22 — 2.

(43) Izracunati zapreminu i povrsinu tela

T:0<2<2—a2+y2 22 +y* <2

(44) DatesupovrsiI'y : 2 =4 —22 —y?ily: 2 =22
a) Izracunati

/ (y + 2)dx + x(42® + 2y*)dy + e TV dz
C

duz presecne krive C povrsi I'1 i I'g, orijentisane pozitivno ako se
gleda iz tacke (0,0,4).
b) Izracunati [, (x + 2)dydz + (x + y)dzdz + (y + z)dxdz, gde je
OTT spoljasnja strana omotaca tela T omedenog povrSima I'y i
Is.
(45) TIzracunati

/ (22 +y? +y2)dydz + (2zy + x2)dzdr + vydrdy,
S+

gde je ST spoljasnja strana povr&i I' @ 22 + 9% + 22 = .
(46) DatesupovisiTy: z =322+ y? To: 2 +y2 =yiTl3: 22 +y% = 2.
a) Izracunati zapreminu tela ograni¢enog datim povrsima i ravni
z=0.
b) Izrac¢unati povrsinu dela povrsi I's izmedu povrsi I'y i ravni z = 0.
(47) TIzracunati

/(230((02 +2%) +yz)de + (2y(2° + 2°) + 22)dy + (22(2” + y°) + wy)dz,
l

gde je | duz koja spaja tacke My (1,0,1) 1 My(—2,1. — 1) i orijentisana
je od My do M.
(48) Izracunati

/nydx + (y? — 22 — 2%)dy + 2yzdz.
!

gde je [ kriva: = +y+ 2z =1, z = 22 + y?, pozitivno orijentisana ako
se gleda iz tacke (0,0, 2).
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(49) DatajepovisT': x+y%+2z =4, 2,9,z > 0. Izracunati [, xdx + ydy +
zdz, gde je [ rub povrsi I', orijentisan pozitivno ako se gleda iz tacke
(100, 0,0). Proveriti dobijeni rezultat primenom Stoksove teoreme.
(50) Date su povrsi Sy : 2 +y? =321 899: 22 +y? —422+1=0.
a) Izracunati povrsinu ogranicenog dela paraboloida S; koji hiper-
boloid S5 iseca od Sj.
b) Izracunati fl y3dx+23dy — 23dz, gde je | kriva kojoj se seku povrsi
Sy 1S9, orijentisana pozitivno ako se gleda iz tacke O(0,0,0).
(51) Izracunati:
a)
/4xy2dx + 22ydy + 2% /3dz,
!
gde je | kriva 22 +4y%+22 -4z = 0, 22 +4y? = 22 /3 orijentisana
pozitivno kada se gleda iz tacke (0,0,5).
b)

/ daydydz + x*ydzdr + 2° /3dxdy,
oT+

gde je 0T spoljasnja strana omotaca tela T : x% + 4y? + 22 <
4z, 22 + 4y? < 22/3.
(52) DatesupovrsiTy: 22 +y? =5—221iTy: 22 +y? = 22 + 1.Neka je
telo T' omedeno povrsima I'y i I's.
a) Izracunati

/ (2x — y)dydz + (3y + 2)dzdx + (z — 2z)dzdz,
oT+

gde je T spoljasnja strana omotaca tela T.
b) Izra¢unati povrsinu zajednickog dela povrsi I'y i 97T



